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1. Nimed, mitka seuraavista ovat tavallisia differentiaaliyhtéléitd. Anna myés tuntematon funktio ja kerta-
luku.

(a) G=(t+x-2°  (b) ay+sin(ay)’ 5y =1,

© =22 owytys  (d) @) =y(?)

Viimeisessd yhtélossé kaikki suluissa oleva on funktion argumenttia.

Ratk. (a) Kyseessd on normaalimuodossa oleva tavallinen differentiaaliyhtdlé. Tuntematon funktio on
x = z(t) ja kertaluku 2. Siis #(t) = f(t,z(t),#(t)) funktiolla f: R3 — R, (t,u,v) — (t +u — 2)3.

(b) Kyseessa on tavallinen differentiaaliyhtélo, joka ei ole normaalimuodossa. Tuntematon funktio on y =
y() ja kertaluku 1. Yhtild on muotoa F(z, y(x),y' (x)) = 0 funktiolla F': R® — R, F(t,u,v) = tu+sin(tv)?—
S5v — 1.

(c) Kyseessé on osittaisdifferentiaaliyhtélo, ei tavallinen differentiaaliyhtélo. Tuntematon funktio on z =
z(z,y) ja kertaluku 1. — Yht&lon lineaarisuuden ja osittaisderivaatan 0z/dy puuttumisen tdhden yht&lo
osattaisiin ratkaista tdmén kurssin tiedoin: Kertomalla yhtéapitava yhtalé 0z/0x +yz = (1 + 2x)y puolittain
funktiolla (integroivalla tekijalla) e®¥ saadaan yhtdld muotoon, josta voidaan méaérittad sen ratkaisuiksi
funktiot z(z,y) = 1+ 2z — 2/y + C(y)e~*¥ puolitasoissa y > 0 ja y < 0 kullakin (derivoituvalla) funktiolla
C = C(y) vililla y > 0 tai vastaavasti y < 0.

(d) Kyseessi ei ole (ainakaan tavanomainen) tavallinen differentiaaliyht&lo (eikd tietystikaan osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdlo). Tuntematon funktio on y = y(x) ja kertaluku 1. Yhtéloa ei (ilmeisestikdéin) voi saattaa
muotoon 4/ (z) = f(z,y(x)) milliin funktiolla f, silld y(x?) riippuu muuttujan = neliéstd 2. — Nollafunktio
y(z) =0 Vz € R toteuttaa yhtélon.

2. Nimed ja ratkaise seuraavista differentiaaliyhtdloista separoituvat yhtélot:

(a) ¢ =2x—2xy, (b) ¥ = cos(z —y), (c) ¥ =22—2y.

Ei tarvitse todistaa, etta yhtal6 ei ole separoituva.

Ratk. (a) Yhtilo voidaan saattaa muotoon y’ = 2z(1 — y), jossa oikea puoli on tulomuotoa y' = p(z)q(y)
jatkuvilla funktioilla p,q: R — R, p(z) = 2z ja q(y) = 1 — y, joten yhtilo on separoituva tasossa RZ.
Koska 1 —y = 0 < y = 1, yhtdlolld on triviaaliratkaisuna vakiofunktio y(x) = 1 Va € R. Koska ¢
on jatkuvasti derivoituva, ei OY-lauseen mukaan mik&dan muu ratkaisu saa arvoa 1, joten namé ratkaisut
loydetaan ”separoimalla muuttujat”:

d
y/:2x(1—y)jay7é1<:>/?yy=/2xdx<:>—ln|1—y|:a:2—|—00 (Co € R)

e l-yl=Ce™ (Ch=e >0 e1-y=Ce (C==xC;+£0)
<:>y(a:)=1—06_m2 VzeR (CeR~{0}.

Huomaa ylla itseisarvomerkkien poistoa varten, ettd koska ratkaisuvélilld funktio  — 1 — y(x) on derivoi-
tuvana jatkuva eikd saa arvoa 0, niin Bolzanon lauseen mukaan se ei voi vaihtaa merkkidan vaan silla on
vakiomerkki. Huomaa my0s, ettd vakioille Cy, C7 ja C tulee vain ylle kirjoitetut rajoitukset (siis C; > 0,
C #0).

Sijoittamalla toisaalta saadussa kaavassa vakiolle arvo C' = 0 saadaan parvesta raja-arvona C' — 0 triviaali-
ratkaisu y(z) = 1 Vo € R. Téten kaikki ratkaisut ovat y(z) =1 — Ce=*" Vz € R kullakin C € R.

(b) Yhtélo ei ole separoituva missédén koordinaattiakselien suuntaisessa suorakulmiossa, silld voidaan to-
distaa, ettéd ei ole olemassa surkastumattomia véleja I ja J ja funktioita f: I — R sekd g: J — R, joilla
cos(x—y) = f(z)g(y) kaikilla (z,y) € I x J. — MyShemmin opitaan, ettd vaihtamalla tuntematon funktio y
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uudeksi tuntemattomaksi funktioksi z lausekkeella z(x) = © — y(z) eli kdantden y(x) = x — z(x) saadaan
yhtalo talla sijoituskeinolla separoituvaan muotoon z’ = 1 — cos z.

(c) Yhtalo ei ole separoituva. — Yht&lo ratkaistaan tehtavassa 6.
3. Ratkaise yhtalo
142z —2yy =0
alkuehdoilla
(a) y(0)=-2, (b) y(0)=0.

Ratk. (a) Puolitasoissa y = 0 yhtélo on separoituva, silld sille saadaan yhtépitdva muoto y' = (1+2x)/(2y).
Koska alkuehdossa on y(0) = —2 < 0, ratkaistaan alkuarvotehtéva aluksi vain puolitasossa y < 0:

, 1+2z
=

<:>/2ydy:/(l+2x)dx<:>y2=x+x2+C (C eR).

Nyt y(0) = -2 < (=2)2 = 0+ 02 + C <= C = 4. Saadaan implisiittinen ratkaisu y(z)?> = = + 2% + 4.
Koska z+2?+4 = (z + %)2 +12 > 0 kaikilla = € R, eksplisiittinen ratkaisu on y(z) = —v22 + 2 + 4 kaikilla
z € R. Koska ratkaisu on jo maéritelty kaikkialla, sitd ei voi laajentaa ratkaisuksi, jolla olisi arvo 0. Téten
alkuarvotehtavilld ei ole muita ratkaisuja (kuin téstéd vileihin I > 0 rajoittamalla saadut).
(b) Alkuehdolla y(0) = 0 ei yht&lolla ole ratkaisuja, sillé jos jollain pisteen x = 0 sisdltavalla valilla I olisi
olemassa derivoituva funktio y = y(x), jolle péatisi 1 + 2z — 2y(z)y’(z) = 0 kaikilla x € I ja jolla y(0) = 0,
niin kohdassa = = 0 saataisiin, ettd 1 4+2-0 — 2-0y’(0) = 0 ja siis 1 = 0; RR.
Huom. Katsotaanpa, kuinka kéy, jos kuitenkin yrittaéd ensin ratkaista alkuarvotehtavén sijoittamalla z = 0
ja y = 0 kaavaan y? = 2 + 22 + C, jolloin tulee C = 0 ja siis y(v)? = x + 2. Koska z + 22 = (1 + ) >
0 <= z < —1 tai z > 0, niin talléin on oltava x > 0 ja y(z) = vz + 22 Va > 0 tai y(z) = —vz + 22 Va > 0.
Mutta silloin y'(0+) ei ole méadritelty (vaan y'(0+) = oo tai vastaavasti y’'(0+) = —o0).
4. Ratkaise alkuarvotehtava

y=@u-2F-1, y0)=0
Mitka on maksimaalinen ratkaisuvéli?

Ratk. Yhtilo on separoituva, ja, koska polynomin (y—2)(y—1) nollakohdat ovat 2 ja 1, silld on triviaaliratkai-
sut y(z) = 2 Ve € Rja y(r) = 1 Vo € R. Muut ratkaisut, kuten erityisesti tehtévén alkuehdon toteuttava(t),
eivit saa néitd arvoja. Etsitddn ne separoimalla (yksi tapa 10ytdd tarvittava osamurtohajotelma annetaan
alempana):

y':(y—z)(y—1)<:>/(y_;§%:/dx&/(ﬁ—ﬁ):x+co (Co €R)

-2 -2
2=l -1 =o+ G = |2 —a kg P22 e @= o)
y—2 (1) 1 (2) 1
<:>y_1 ce* (C C1 #0) = —) Ce® — y(x) Tor _ 1 (CeR~{0})

Y114 kohdassa (0) kéytettiin tietoa, ettd muotoa 1/((y—2)(y—1)) olevalla lausekkeella on osamurtohajotelma
muotoa,

1 A B
= + joillain vakioilla A, B € R.
W=2)y—1) y-2 y-1
(Tama tieto todistetaan kompleksianalyysin kurssilla, mutta yksittdistapauksissa se voidaan aina osoittaa
paikkansapitdviksi antamalla oikeat vakiot A ja B!) Ajatellaan yht&lo kerrotuksi puolittain lausekkeella
y—2 # 0 (tai vastaavasti lausekkeella y — 1 # 0), jolloin rajalla y — 2 (tai vastaavasti rajalla y — 1) saadaan

1 1 1 1
y—=2y—1 2—-1 y=>ly—2 1-—2



Y114 kohdassa (0) havaittiin paassilaskulla, ettd ndméa vakiot A ja B todellakin sitten toimivat.

-2

Nyt y(0) =0 <= % W 0e® «= ¢ = 2. Titen alkuarvotehtivin ratkaisuksi saadaan

(©) 1

2 .

y(x) 5e7 — 1

Téssé 2e” —1 =0 <=z =In(1/2) = —In2. Liséksi alkuehdossa on =0 > —In2. Téten maksimaaliseksi
ratkaisuvéliksi saadaan |—1In 2, oo[ (silla funktiota y ei voida laajentaa edes jatkuvaksi funktioksi pisteeseen
x = —In2, koska y(x) - —oo, kun £ — —In2 oikealta).

5. Takaako OY-lause, Theorem 1.2, yksikésitteisen ratkaisun alkuarvotehtivalle

(a) o +cosPy=sintz, y(r)=0, (b) o' +cos’y=Vsinz, y(r)=0,
(c) teht. 3 a, (d) teht. 3 b?

Ratk. (a) Nyt ¢/ +cos®y = sin r <= ' = sin® x — cos® y. Yht#lon normaalimuodon méiirittelevi funktio
f:R? 5 R, (z,y) — sin 2 — cos® 9, on jatkuva ja silld on jatkuva osittaisderivaatta df/dy = 3 cos® ysiny
koko R?:ssa. Siis takaa.

(b) Yhtiloi vastaavan normaalimuotoisen yhtilon médrittelevi funktio f: (z,y) — v/sinz — cos® y on méi-
ritelty ja jatkuva suljetuissa voissd [2nm, (2n 4+ 1)7] x R (n € Z), joissa silld on jatkuva osittaisderivaatta
df /0y = 3cos? ysiny. Mutta alkuehtopiste (z,y) = (7,0) on vyon [0, 7] x R reunapiste, ei siséipiste. Siksi
lokaali OY-lause (Theorem 1.2) ei toimi télle alkuarvotehtéville suoraan. Siis ei takaa. Mutta katsotaan,
kuinka sittenkin saataisiin myonteinen vastaus. Téata varten on ensin johdettava uusi alkuarvotehtava.

Madritellddn funktio ¢: R — R,

() { Vsinz, kun 2nm <z < (2n+ 1)7 jollain n € Z,
€T) =
4 0, kun (2n — )7 <z < 2n7 jollain n € Z.

Talloin ¢ on jatkuva. Siis funktio g: R?2 — R, (z,y) + ¢(z) — cos®y, on funktion f jatkuva laajennus
koko tasoon, ja silli on jatkuva osittaisderivaatta dg/dy = 3 cos? ysiny koko tasossa. Titen lokaalin OY-
lauseen olemassaolopuolen (Theorem 1.2 (a)) mukaan uudella alkuarvotehtavilla y' = g(z,y), y(7) = 0, on
ratkaisu yo jollain avoimella valilla I; tdmén ratkaisun rajoittuma vélille I N [0, 7] on talldin alkuperdisen
alkuarvotehtavan ratkaisu. Toisaalta, jos y; on alkuperaisen alkuarvotehtdvan ratkaisu jollain valilla J; C
IN[0,7], kun 4 = 1,2, niin y; on samalla uuden alkuarvotehtévén ratkaisu valilld J;, kun ¢ = 1,2, joten
lokaalin OY-lauseen yksikésitteisyyspuolen (Theorem 1.2 (b)) mukaan yi(z) = yo(x) = ya2(z) kaikilla z
valilla J; N Jo. Téata kautta vastaus tehtavan kysymykseen on: takaa.
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(¢) Yhtalolla 1 4 2z — 2yy’ = 0 on normaalimuoto 3’ = teor puolitasoissa y 2 0, joissa normaalimuodon

méadrittelevd funktio f ja osittaisderivaatta 0f /0y ovat jatkuvia. Nyt alkuehdossa on y(0) = —2 < 0.
Vastaus: takaa. YlI& kyseinen ratkaisu maéritettiin.

(d) Alkuehtopiste (0,0) on puolitasojen y = 0 yhteiselld reunalla, suoralla y = 0. Siis ei takaa. Y14 n&htiin,
ettd alkuarvotehtévalld ei ole yhtéén ratkaisua. Huomaa, ettd nyt |(0f/0y)(z,y)| — oo, kun (z,y) — (0, 0).
6. Mita tyyppid on yhtalo kohdassa 2 ¢, siis 3y’ = 22 — 2y? Ratkaise se.

Ohje. Lopuksi osittaisintegrointi.

Ratk. Yhtilo on lineaarinen. Sen standardimuoto on ' + 2y = 2z eli ' + p(z)y = q(z) funktioin p(x) = 2
Vx € R ja g(x) = 2z Vo € R. Mééritetddn integroiva tekija (kaava on ainoa, joka tarvitsee muistaa, ja joka
tapauksessa alla tulon derivointikaava osoittaa, ettd mééritys on oikea):

pu(z) = e P@de _ [2de _ 20 #£0 VreR.
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Kertomalla yhtalo puolittain integroivalla tekijélla saadaan yhtapitava differentiaaliyhtélo, joka ratkaistaan
integraalifunktion maéritelmad kiyttden; muodostuva integraali lasketaan osittaisintegroinnilla:

d
Y+ 2y =22 = ¥y +2e*7y = 22e” — . (e*"y(z)) = 22>
x

— ¥y(x) = /2$€2m dx = /x - 2e* dy = xe** — /1 e dr = e — L +C (CER)

—ylx)=z-1+Ce® VvzeR (CEeR).

Huom. On téarkedtd huomata integroimisvakio C' oikeassa paikassa. Valmista lineaarisen yhtalon ratkaisun
monimutkaista ja helposti vadrin muistettavaa kaavaa ei pida kayttad, vaan juuri ylla olevaa menetelméa

(ellei sitten kiyta vastaavan homogeenisen yhtalon yleisen ratkaisun Ceif pl@)de _ Ceif Zde — (Ce—2e
madrittdmisen jilkeen integroinnit valttavaa yritettd, nyt muotoa y(x) = Az + B olevaa, tdyden eli epdho-
mogeenisen yhtalon yksittaisratkaisun 1oytamiseksi).



