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I foljande uppgifter behandlas fragor angaende funktioners deriverbarhet.
Det centrala temat &r "karakteriseringssatsen” som ger en ny synvinkel pa deri-
verbarhet. Deriveringsregler samt egenskaper for kinda funktioner fran gymna-
siet som t.ex kontinuerlighet far anvindas. (Paminn dig alltsd om deriverings-
reglerna fran gymnasiematematiken!)

Uppgifter for borjan av veckan
O1. Lat oss definiera f(z) = x2. Visa att
f(L+h) = f(1) +2h + h2.
Kan vi direkt fran detta lisa ut funktionens derivata i punkten x = 1?7

02. L4t oss definiera f(z) = z2. Skriv féréindringen hos funktionen som
fA4+h)=fQ)+7h+ ha(h) =1+ Th + ha(h).
Ar resultatet en motstridighet med karakteriseringssatsen?

K1. Derivera
(a) cos® x*
(b) sin?(cos® z4)
() y/sin*(cos3 z4) 4 1
Det 16nar sig att komma ihag deriveringsregeln for sammansatta funktioner!
K2. Lat oss definiera funktionen f: R — R som f(z) = z|z|. For vilka
x existerar derivatan f’(z)? Hur dr det med andra derivatan f”(x)? Tredje

derivatan f"'(x)?

K3. Anta att f/(1) = 4. Utred gréansvirdet

im fA+h)—f(1 —2h).
h—0 h

Tips: komplettera uttrycket till en form dér differenskvoterna

FUAD 1) o, S0=20 = S0

forekommer.



Uppgifter for slutet av veckan

0O3. Anta att funktionen f &r kontinuerlig i intervallet [1, 3] och deriverbar
i intervallet |1, 3[. Anta dven att for alla = €]1, 3[ géller att 1 < f'(x) < 4. Vad
vet vi om véirdet f(3) om f(1) = 17 Hur kan du motivera resultatet anvéndes
kursens innehall?

O4. Hérledning av produktregeln for derivatan (ocksa kallad Leibniz regel)
genom att tillimpa karakteriseringssatsen. Anta att funktionerna f och g ar
deriverbara i punkten x. Da géller

flx+h) = f(x)+ f'(x)h + her(h)

och
g(z +h) = g(x) + ¢'(x)h + hea(h)

enligt karakteriseringssatsen, dér €1(h) — 0 och ea(h) — 0 da h — 0. Bearbeta
produkten

(f(@) + f'(@)h + her(R))(g(x) + ¢ (2)h + hea(h))

och hérled deriverbarheten av produkten fg i punkten x samt Leibniz regel.

K4. Lat oss definiera funktionen f: R — R som f(z) = v/ dd z > 0 och
som f(x) = —v/—x da x < 0. Var ar f deriverbar?

K5. Vi undersoker funktionen f(x) = °. Tolka ekvationen
(a+h)* = a® + 5a*h + 10a*h? + 10a*h® + 5ah* + h°

med hjilp av karakteriseringssatsen. Vad ér f(a), f'(a)h och he(h) i denna ekva-
tion? Kan funktionens derivata i punkten x = a ldsas direkt fran ekvationen?

K6. Anta att p > 0. Visa att ekvationen
2t +pr? +qr4+r=0

har hogst tva olika reella rotter. Tips: Beteckna ekvationens vénstra sida som
= f(x). Kom ihag Rolles sats och medelviirdessatsen!



