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1. INLEDNING

MANGDLARA

Forkortningar och beteckningar.
A= B Av A foljer B. Implikation.
A<= B A och B ér ekvivalenta. Ekvivalens.
3 det existerar.

J;  det existerar en och endast en.
#  det existerar inte.

vV for alla.

MS motsagelse.

s.a. sa att (sadan att).
omm om och endast om.
a:=b definiera a att vara b.
omg. omgivning.

Lemma  Hjalpsats.
Korollarium  Féljdsats.
Antites Motantagande.

Mangder. Exempel pa méangder:

Mangden av heltal Z

Mangden av positiva heltal N. Element: 1,2,3,...
Mangden av icke-negativa heltal Ny. Element: 0,1,2, ...
Miéngden av reella tal R

Slutet intervall [0, 100]

Oppet intervall (0,1000), ibland ocksé ]0, 1000]
Maéngden av kontinuerliga funktioner f:R — R

Forsta arets matematikstuderande

Lararna for forsta arets matematikstuderande
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Definition. En mingd éar en véldefinierad samling entiteter (objekt), som kallas
element.

En méngd &r given, da vi kénner till dess element, med andra ord, for varje
entitet vet vi om det tillhor méngden eller inte.

Mangderna A och B ér lika, dvs. A = B, om de innehaller exakt samma element.

Den tomma méngden, (), &r den mangd, som inte har ett enda element.

Typeset by ApS-TEX
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Beteckningar. = € A, x &r ett element i méngden A, alltsa z tillhér méngden A.
x ¢ A, x tillhor inte miangden A.
A C B, (betecknas dven A C B) méngden A &r en delméngd i méngden B, alltsa
A innehalls i méngden B, dvs. Va € A géller att

re€A=— zx€B.

A D B betyder att B C A.
A ¢ B betyder att A C B inte giller.

Exempel. 6 e NC Ny CZ CR. Obs. 6 € Z och {6} C Z.

Anmérkningar.
(1) AcBcC=AcC.
(2) 0 C A for varje méngd A.
(3) z ¢ 0 for alla entiteter z.
(4) Terminologi: A # (), méngden A ar icke-tom.
(5) P(A) = {B: B C A} ar méngden A:s potensméngd, med andra ord, den
méngd som utgdrs av alla delméngder till méngden A.

Foljande pastaenden ar ekvivalenta.
(1) A=B.
(2) AcC Boch B C A.
(38) re A<=z €B.

Mera beteckningar. {z|villkor for 2} = méngden av de element « som uppfyller
villkoret.
Exempel.
(1) {z € Z||z| < 3}, element: —2,-1,0,1, 2.
(2) {z eRj2? = -1} =0.
Anmaérkning. Beteckningen {a1,...,a,} = méngden av elementen ay,...,a,

= {z|z = ay for nagot k =1,...,n}.

Exempel.
(1) {1,1,1,2} = {1,2} (tva element)
(2) {1,3,5,7,...} = {2n— 1|n € N}
(3) {a1,az2,...} = {a;]j € N}
(4) {a} = en méngd som har exakt ett element a &r en sk. enpunktsméngd

Anmirkning. a # {a};
zefa}l <=z =ua.
Mangdoperationer. Lat A och B vara icke-tomma méngder.

Union
AUB = {z|z € Aeller z € B}.

Snitt
ANB={xz|x € Aoch z € B}.

Skillnad
A\B = {z|x € A och = ¢ B}.
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Exempel. Z\N={0,-1,-2,...}.
Terminologi. Mingderna A och B ir disjunkta, om AN B = (.

Réakneformler. Lat A, B och C vara méingder.
Kommutativa lagarna:

(1) AuB=BUA
(2) AnB=BnA
Associativa lagarna:
(1) (AuB)UC=AU(BUC)=AUuBUC
(2) (ANB)NC=ANn(BNC)=AnBnNnC
Distributiva lagarna:
(1) AuBNC)=(AUB)N(AUC)
(2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
De Morgans lagar:
(1) A\(BUC) = (A\B)N (A\C)
(2) A\(BNC) = (A\B)U (A\C)
Bevis for De Morgans lag (1).

z € A\(BUC)<=z€Aoch (z¢ BUC)
< xe€Aoch (x¢ Bochzé¢(C)
<~ (xr€Aochz ¢ B)och (x € Aochz ¢ ()
<=z € A\Bochzec A\C
<z € (A\B)N (A\O).

Generaliserade union och snitt. Operationerna U och N kan generaliseras pa
foljande satt: Lat I vara en indexméngd och méngderna A; delméngder till méng-
den F for allai € 1.

Snittet och unionen av méngderna A; definieras enligt f6ljande:

UAi ={z € E|z € A; for nagot i € I'}
el

och
ﬂAi ={zeFElxe A forallaiel}.
iel
Om speciellt T ={1,2,...,n}, sa betecknar vi
U4 = U As.
el
Om I =N, sa betecknar vi
U A= 4

€N
= {x|:r € A; for nagot i € N}.
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Till exempel, da I = {3,4,5,6}, far vi

6

JAi=A45045UA45U 4

=3

= {z|z € A; for nagot j = 3,4,5,6}.

Exempel. Antag att A, = [-1,1] for alla n € N. D4 &r
ﬂ A, = {0}
neN
och
U Ap = [_17 1}
neN

OM DE REELLA TALEN

Det finns flera sitt att definiera méngden av reella tal R.

Vi antar att det existerar en icke-tom méingd R element, som vi kallar reella
tal, och som uppfyller féljande axiom, da det givits tva operationer (addition och
multiplikation) och da det existerar en ordningsrelation.

De reella talens axiom. I R kan vi anvinda oss av tre saker:

1. Addition.
For varje par z,y € R finns det ett entydigt bestamt tredje tal, som vi betecknar
T+ y.

2. Multiplikation.
For varje par z,y € R finns det ett entydigt bestadmt tredje tal, som vi betecknar
xy eller x - y.

3. Ordningsrelation.

For varje par z,y € R vet vi ifall z < y géller eller inte. (Om x < y, sa betecknar
viy > w.)

Dessa tre givna saker uppfyller féljande axiom:

A. Kroppsaxiomen.

(1) z+y=y+ z. (Kommutativa lagen)

(2) 2+ (y+ 2) = (x +y) + 2. (Associativa lagen)

(3) 30 € R, for vilken z+0=2 Vz € R. (Nollelement)

(4) Ve € R Jy € R, for vilket x +y = 0. Vi betecknar y = —x och z —y =
+ (). (Motbatt element)

(5) Ty = yz.

(6) o(y2) = (oy)2.

(7) z(y + z) = zy + xz. (Distributiva lagen)

(8) 31 € R, for vilken 1 # 0 och 12 = z for alla x € R. (Enhetselement)

(9) Om z € ]R och x # 0, s& y € R, for vilket xy = 1. Vi betecknar y = ™+

z ~1. (Inverterat element)

eller y = L eller 1/z. Vi betecknar v = =zly==x-y

T
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B. Ordningsaxiomen.
(1) Om z € R och y € R, sa géller exakt ett av villkoren x < y, x =y, = > y.
2)z<y<z=z<z
B)r<y=z+z<y+-=
(4) x>00chy>0= a2y >0.
Vi betecknar:
(1) 2 <y,omz <yellerz=y.
(2) x>y, omz >yellerz=y.

C. Fullstindighetsaxiomet. En icke-tom uppifran begrinsad delméngd i R har
ett supremum. (Begreppet ”supremum” definieras senare!)

Fran dessa axiom kan man hirleda flera egenskaper for de reella talen (se Myr-
bergs bok. Exempelvis, om ¢ < y och z > 0, sa &r xz < yz). Dessa antar vi i
fortsdttningen vara kénda.

DEN REELLA AXELN

Varje punkt pa den reella axeln motsvarar ett och endast ett reellt tal, och
omvéant sa motsvarar varje reellt tal en och endast en punkt pa den reella axeln.

De positiva heltalen, dvs. de naturliga talen ar 1,2,3,4,... Denna talméngd
betecknar vi med symbolen N.

Induktiv méngd. Méngden A C R &r induktiv, om

(1) 1€ A
(2) For varje x € A géller, att x +1 € A.

De naturliga talen. Ett reellt tal &r ett naturligt tal, om det tillhor varje induktiv
méngd. Symbolen for méngden av de naturliga talen ar N.

Anmérkning: N &r sjilv en induktiv méngd, ty 1 € N, 2 € N, ... Eftersom N &r
en delméngd i varje induktiva méngd, sa kan vi sdga att N ar den minsta induktiva
méngden.

Induktionsprincipen. Lat A C N. Vi antar att

(1) 1€ A.
2)neA=n+1€cA.

Da dr A = N. (Motivering ovan.)
Exempel. Visa att

. 5 1
14—2“+?f’+~~+ru‘:ZnQ(nJrl)2

for alla n € N.

Bewis. Vi bevisar pastaendet med induktion.

(1) n=1: 1=1(1+1)2. Alltsé géller pastdendet dé n = 1.
(2) Induktionsantagande: Pastaendet &r sant, da n = k.
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(3) Induktionspastaende: Pastaendet &r sant, da n = k + 1. Beviset for induk-
tionspastaendet ar foljande: n =k + 1

1+22 434+ 4 B+ (k+1)°

= ikQ(k + 12+ (k+1)®  (Med stéd av induktionsantagandet)
= ilﬁ(k + 12+ (k+1)*k+1)

= (k+ 1)2(%k2 +k+1)

= (k+1)2i(k2+4k+4)

= i(k +1)%(k 4 2)2.

Alltsa

. s 1
1+23+33+---+n3=1n2(n+1)2

for alla n € N. Pastaendet ar darmed bevisat.

De icke-negativa heltalen &r 0,1, 2,... Symbolen for denna talméngd dr Ng. Den
bestar alltsa av de naturliga talen och talet 0.

Heltalen &r ... ,—3,—-2,—1,0,1,2,3,... Symbolen {oér talmingden ar Z. Denna
méngd bestar alltsa av de naturliga talen, deras motsatta element och talet 0.

De rationella talen det vill séiga braktalen ar
a .
3 ,dira € Ng, b€ Z,b#0.

Symbolen f6r talmingden ar Q.
Anmérkning:

(1) z2,yeQ=2yeQa+yeQ
(2 2,yeQy#0=2a/y€Q
(3) exempelvis v/2 ¢ @, med andra ord sa finns det inget « € Q sa att 22 = 2.

De irrationella talen ar R\Q.

ABSOLUTBELOPP

Definition. Absolutbeloppet for det reella talet = ar

x, om x > 0.
|| =

—z, omxz < 0.

Anmaérkning. [0| =0 och |z| > 0 gdller alltid.
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Formler.
| — 2| = |z]
lzy| = |=[ly|
jof? = 22
|z] = Va?

—lz[ <z <z
Triangelolikheterna. Lat x,y € R. Da ar
o] = Iy1] < lo+ o1 < lal + Iy
Bevis. (A) Bevis for hogra sidan: Eftersom

{*\xlémélxl
—lyl <y <lyl,
sa ar

—lel =yl <z +y <z + [y

Alltsa ar
{ 4y <zl + |yl

—(z+y) < lz[+ 1yl
och vidare ar

|z +y| < [x] +Jy|.
Dérmed &ar hogra sidan bevisad.

(B) Bevis for vinstra sidan: Med stod av (A)-delen ar
lz[ =l +y) + (=l <lz+yl+ |-yl =lz+yl+ 1yl

Alltsa ar

lz+yl > || = |yl
Pa motsvarande satt ar

|z +y| =yl —|a].
Pastaendet ar bevisat.

Bernoullis olikhet. Da 2 # 0, x € Roch z > —1sa dr (14 2)™ > 1+ nz for alla
n € N.
Bevisas med induktion, se Rédknedvningsuppgift 1.4.

Anmérkningar. (1) Lat x,y € R. Da ar
121 = lyl| < ko = o1 < Jal + .
(2) Lat z; € R, dari € N. Dad ar
|1 + 22+ -+ zn] < x| + |z + -+ |2

for alla n € N.
Bevisas med induktion, se Handledning 2.5.

(3)

lz| < |y] <= 22 < ¢?
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Exempel. (1) Lat x #1. Da dr

’ il ’<1(:> ’ <1< <1
z—1 22— 2z +1 DS
(2)

20 — 1] < |z| +1
Vi upptacker att

20 -1 <0<4<=2<

DO =

Vi delar in lésningen i tre delar: Vi far
1) z2<0:22-1<|z|+1l <= -2z -1) < —z+1<<= 0 <z Allsa ar
z=0.
(2) 0<a<
O<ax <
(B) >3 20—1 < [o[+]l <= 20—1<a+]l <=2 <2 Alltsd dr 3 <z <2.
Saledes galler |2z — 1| < |z]+1 omm 0 < x < 2.

12z -1 < 2| +1<= —(2x—1) S +1 <= 3z > 0. Alltsd dr
1
2

BEGRANSADE MANGDER OCH OBEGRANSADE MANGDER

Intervall. Lat a,b € R, a <b.

(1) [a,b] = {z € Rla < x < b} slutet intervall.
(2) [a,b) = {z € Rla < z < b} halvoppet intervall.
(3) (a,b] = {z € Rla < x < b} halvppet intervall.
(4) (a,b) = {z € Rla < z < b} oppet intervall.

Obegransade intervall.
(1) (—o0,a] = {z € R|lz < a}.
(2) (—o00,a) ={z € Rjz < a}.
(3) [a,00) = {z € Rlx > a}.
(4) (a,0) ={x € Rlz > a}.

Anmairkning. co ¢ R, —oo ¢ R. Dessa symboler existerar endast i beteckningar-
na ovan.

Definition. En godtycklig, icke-tom méngd £ C R &r uppifran begrinsad, om det
finns ett sadant a € R att a > z for alla x € E. Da &r a en 6vre gréns for méngden
E.

Exempel. (1) Intervallet [0,17) dr uppifrin begrinsat. Ovre grinser for intervallet
ar till exempel 17 och 100. Det dr vdrt att notera, att dven varje dppet intervall
(a,b) dar uppifran (och nerifran) begrinsat for alla a,b € R.

(2) N dr inte uppifran begrinsad.
Anmaérkningar. (1) Om en godtycklig, icke-tom mangd E dar uppifran begrinsad,
sa har den alltid odndligt manga ovre granser. Alltsa, om talet a ar en évre grins

for méangden E och det for talet b galler att b > a, sa dr dven b en dvre grdans for
mangden E.

Pa motsvarande sétt definierar vi begreppen nerifran begriansad och undre gréns.
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Definition. Méngden E dr begransad, om den &r bade uppifran och nerifran be-
gransad. Om méngden F inte dr begréinsad, sa dr méngden E obegransad.

Sats 1.1. Féljande villkor dr ekvivalenta:
(1) Mangden E dr begrinsad.
(2) Det finns tva tal a och b sa att a < x < b for alla z € E.
(3) Det finns ett tal M > 0 sa att |z| < M for alla x € E.

Exempel.
(1) Ett intervall (a,b), ddr a,b € R, dr alltid begrdnsat.
(2) 0 ar begransad.
(3) Z dr varken uppifran eller nerifran begransad.

Definition. Talet a ér det minsta talet i méngden £ C R om
(1) a € E,
(2) a<zVzeE.

Da betecknar vi ¢ = min E.

Anmaiarkning. Det minsta talet i mdngden E dar alltid en undre grdns for mangden
E.

Anmaiarkning. Pa motsvarande sitt definierar vi det storsta talet i en godtycklig,
icke-tom mangd E. Detta tal betecknar vi max E.

Sats 1.2. Mdngden E C R kan ha hdgst ett minsta element och hogst ett storsta
element.

Bevis. Lat bade aj och as vara minsta element i méngden E. Eftersom a; &r minst,
sa ar a1 < ag. Eftersom ag dr minst, sa dr as < ap. Alltsa maste det nédvandigtvis
galla att a1 = as.

Exempel. Lat E =1[0,1). Da dar0 det minsta elementet i mingden E och mangden
har inget storsta virde.

Bewvis. Vi gor en antites: Det existerar ett max E = b. Eftersom b € E, sa ér
0<b<1 Mendaédr ! € (b1). Alltsa har viatt 2(b+1) € Eoch b < 4(b+1),
och diarmed ar b # max F, MS. Alltsa ar antitesen falsk och det ursprungliga
pastaendet ar sant.

Andliga mingder. Mingden A C R ér #ndlig, om den har ett #ndligt antal
element. Antalet element betecknas #A.

Alltsa &r A andlig ifall #A € N.

Till exempel:

HA=0<= A=0.

#A =1<«<= A ir en enpunktsmingd .

#{1,6,15} = 3.

Sats 1.3. Om () # A C R och A dr andlig, sd har mdngden ett storsta och ett
minsta element.

Bewis. Vi betecknar n = #A.
Induktion:
(a) n=1: A= {a} enpunktsméngd; a = max A = min A.
(b) Induktionsantagande: satsen ar sann, da n = p.
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Induktionspastaende: satsen géller, da n = p + 1.

Vi bevisar induktionspastaendet: Lat #A = p+1. Vi véljer nagot element a € A
och betecknar A; = A\{a}. Nu ar #A4; = p och med st6d av induktionsantagandet
finns det ett element max Ay, som vi kan beteckna a;.

Om a; < a, sa r a = max A.

Om a; > a, sa ar a; = max A.

Pa motsvarande sétt bevisas att det existerar ett minimum.

OMGIVNINGAR

Lat a € R och 7 > 0. Vi betecknar
Ua,r)=(a—r,a+r)={z|lz —a| <1},

som &r en r-omgivning till punkten a. Kort sa séger vi att U(a,r) ar punkten a:s
r-omg.
Vidare ar

Ul(a,r) =U(a,7)\{a}

punkten a:s punkterade omgivning.
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2. SUPREMUM OCH INFIMUM

Definition. Antag att £ C R. Talet G € R ar supremum fér méngden E, det
vill séiga den minsta 6vre grinsen, om den dr minst av alla 6vre grénser for E. Vi
betecknar da G = sup E.
Anmairkning. G =sup £ <

(1) G >z for alla x € E dvs. G dr en évre grins for mangden E.

(2) G <M for alla tal M som ar ovre granser for méangden E.
Anmairkning.

(1) En mdngd kan ha hogst ett supremum.
(2) Om sup E ezisterar, sa dar E uppifran begrinsad. Observera, att exempelvis
sup N inte existerar.

Definition. Talet g € R dr infimum for mangden E, det vill sdga den storsta undre
gransen, om den ar storst av alla undre granser for E. Vi betecknar da g = inf E.
Anmérkning. g =inf F <=

(1) g <z for alla x € E dvs. g ar en undre grans for mangden E.

(2) g > m for varje undre grins m for mangden E.

Exempel. Ldit E = (0,1]. Dd darsupE =1 och inf E = 0.

Bewvis. sup E = 1: Talet y € E &r en 6vre gréns for intervallet £ om och endast om
y > 1. Alltsa &r sup £ = 1.
inf £ =0:
(1) 0 <z Vze(0,1].
(2) Antag att m &r en undre grans for intervallet (0,1]. Vi visar att m < 0.
Vi gor en antites: m > 0. Vi kan anta att m < % Dadr0< g < 411 och

2 €(0,1]. Men 3 < m och ddrmed &r m inte en undre gréns for intervallet
(0,1], MS.

Sats 2.1. [Myrberg, Sats 1.4.1] Om E C R och max E ezisterar, sd dr max E =
sup E. Om min E ezxisterar, sa dr min £ = inf E.
Bevis. Antag att max F = M existerar.

(1) M &r en 6vre gréns fér mingden E, alltsa &r 2 < M Vz € E.

(2) Eftersom M € E, sa dr M <sup E. A andra sidan & M en 6vre gréins for

méngden E enligt (1). Alltsa & M > sup E.

Saledes ar M = sup E.
Sats 2.2. [Myrberg, Sats 1.4.2] Om den icke-tomma mdngden E C R har ett
supremum, sa ar detta supremum entydigt bestdmdt.

Bewvis. Lat sup E' = G och sup E = G;. G ér alltsa en 6vre gréns for méngden
FE och enligt supremums definition dr da G < G;. Pa samma sétt far vi G; < G.
Alltsa ar G = G;.

FOLJANDE TVA SATSER AR SPECIELLT VIKTIGA!
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Sats 2.3. [Myrberg, Sats 1.4.3] Antag att G = sup E och att € > 0. Dd finns det
ett x € E for vilket x > G — €.

Bevis. Vi gor en antites: Ett sadant element x existerar inte. For alla x € E géller
det att z < G —e. Da &r G — € en Ovre grins f6r méngden E, och dérmed &r G
inte den minsta Gvre grénsen, ty G — e < G. Vi har fatt en motségelse. Antitesen
ar alltsa fel och pastaendet &r riktigt.
Sats 2.4. [Myrberg, Uppgift 1.4.3] Lat E C R och G € R vara sadana att

(1) G ar en ovre grins for mdingden E,

(2) Ye >0 3z € E, for vilket © > G — €.
Da ar G=supkFE.
Bewvis. Antag att a &r en 6vre grins for mangden E. Eftersom G ar en 6vre gréns,
sa riacker det att visa att @ > G. Vi gor ett motantagande: a < G. Vi betecknar
€ :=G—a>0. Daara= G — e och enligt antagandet (2) existerar det ett x € E,
for vilket x > G — € = a. Alltsa dr a ingen 6vre grans, MS. Alltsa G = sup E.
Sats 2.5. Motsvarande for infimum. g = inf F <=

(1) For alla z € E géller x > g, dvs. g ar en undre grans for méngden E.

(2) For varje € > 0 finns det ett x € Esa att z < g +e.

Exempel. Bestdm supremum och infimum for mangden

A:{Q*"‘neN}

Motivera noggrannt. Har méangden ett minsta och/eller storsta virde?

Losning: Pastaendet dr att max A existerar och att supA = maxA = 1. Vi
bevisar detta.

(1) Eftersom

2 2 2
n:71+7§71+1:1,Vn€N,
n

sa dr 1 en Ovre grins och ddrmed dr sup A < 1.
(2) A andra sidan dr 1 € N, sa 1 € A och saledes &r max A = 1.
Alltsa sup A = max A = 1.

Pastaendet ar att inf A = —1. Vi bevisar detta.

(1) Eftersom —1+ 2 > —1 fér allan > 1, sé &r inf A > —1.

(2) Beviset for andra riktningen: Lat e > 0. Vi har bevisat pastaendet om vi
hittar ett sadant ng € N, att

2—1’L0

< —1l+e.
no

Det sokta talet hittas nog:
2~ ng 2 2
— < —l4e<=—-1<—-1+e<=ng>—.

no N €

Vi har alltsa hittat talet ng, om vi véljer ng > %

Alltsa inf A = —1.

Mingden A har inget minsta viirde, eftersom ekvationen 2% = —1 (= inf A)
saknar 16sning, da n € N.
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Fullstandighetsaxiomet 2.6. Om E C R dr icke-tom och uppifran begrinsad,
sa existerar sup E.

Takttagelse 2.7. Det existerar ett x € R, for vilket 2 = 2.
Bevis. Se [Myrberg, Exempel 1.4.3].

Potenser. Lat z € R.
Vi antar att f6ljande regler ar kianda:

och
(xm)n — Imn7

dar m,n € Z.

Lemma 2.8. Ldt () # E C Z. Om mdngden E dr uppifran begrinsad, sd existerar
max E. Om E dr nerifran begrdinsad, sa existerar min F.

Bewis. Se Riaknedévningsuppgift 2.5.

Antag att E &r uppifran begriansad. Da existerar G := sup E. Sats 2.3 [Myrberg
1.4.3] ger att det finns ett x € E, for vilket z > G — % Da ar x = max E, eftersom
det annars skulle finnas ett y € E sa att y > x och y >z + 1 > G. Darfor ar G
inte en 6vre gréns for méngden E, MS.

Pa motsvarande sétt bevisar vi Lemmats senare pastaende.

Arkhimedes Sats. (287-212 fKr.) Vx € R 3n € Z, for vilket n > x. (Detta
betyder att mangden Z inte ar uppifran begrinsad.)

Beuvis.

(1) Om z < 0 s kan vi vilja n = 0.

(2) Vikan alltsa anta att « > 0.
Vi betecknar F = {m € Z| m < z}. Eftersom 0 € E, s& ar E # ). Eftersom x
ar en Ovre grians for mangden F, sa ar E uppifran begrinsad. Enligt fullstdndig-
hetsaxiomet har méngden F en minsta 6vre gréns som vi betecknar G = sup E.
Med stod av foregaende hjalpsats &r G = max E. Darmed ar G € Z. Vi betecknar
n=G+1,varvid n € Z och n ¢ E. Alltsa dr n > x.

Foljdsats 2.9. Lat z € R, > 0. Da finns det ett n € N, for vilket % <x.

Bewvis. Av Arkhimedes sats foljer att det existerar ett n € N sa att n > % Alltsa
s 1

ar - < a.

Sats 2.10. [Myrberg, Sats 1.7.2] Mellan tva olika reella tal finns det alltid ett
rationellt och ett irrationellt tal - och darmed till och med odndligt manga.

Bevis. Lat a,b € R vara sadana att a < b. Vi skall visa att det existerar ett r € Q,
for vilket @ < r < b. Vi betecknar z := b—a > 0. Foljdsatsen till Arkhimedes sats,
Foljdsats 2.9, ger att det existerar ett n € N, {6r vilket % <.

Vi betecknar E := {m € Z| m > nb}. Arkhimedes sats ger att E # (. Mangden
E ar nerifran begriansad, eftersom talet nb &r dess undre gréns. Enligt Lemma 2.8
existerar min £ = p.
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Eftersom p — 1 ¢ F, sa ar p — 1 < nb, vilket ger ”n;l < b < Z. Det senare
estimatet foljer av att p € E.
Nu ar r = pn;l det sokta talet, ty

1
T=£77>771‘2b71‘=a.
n o n

IS S

Pastaendet att det finns oéndligt manga rationella tal bevisas i Rédkne6vnings-
uppgift 2.6.

Pastaendena angaende irrationella tal dr 6vningsuppgifter.

Foljande korollarium ar viktigt!
Korollarium 2.11. Varje reellt tal kan approximeras godtyckligt noggrannt med
hjalp av rationella tal. Alltsa for varje a € R och € > 0 finns det tal r1,r2 € Q sa

att
a—e<mrm<a<rg<a-+te.
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3. AVBILDNINGAR

Lat A och B vara icke-tomma méngder. Om det {6r varje element (punkt) x € A
finns ett och endast ett motsvarande element y i B, sa sager vi att vi har definierat
en avbildning fran méngden A till méngden B och betecknar detta f : A — B.

Avbildningen f : A — B éar alltsa en regel eller motsvarighet, som férbinder
varje element x i méngden A med ett val definierat element y i méangden B.

Elementet y séiges vara bilden av = och betecknas med symbolen f(z).

Méngden A &r avbilbningens startméngd, (definitionsméngd). Méngden B &r
avbildningens malméngd.

Mangden

f(A)={f(x):z€ A} ={yeB:3we Asiatt f(z) =y}

ar bilden av mangden A eller funktionen f:s virdeméngd.
Om B; C B, sa ar
fUB) ={z€A: f(z) € B}
urbilden for méngden Bj.
Om A; C A, sé &ar avbildningen g : 41 — B, g(x) = f(z), restriktionen for
avbildningen f till A; och den betecknas g = f N

1

Mangden
{(z, f(x)) e Ax B:z € A}

ar grafen for funktionen f.
Anmaérkning. Beteckningen f dr en avbildning och beteckningen f(z) ar ett ele-

ment i mangden B! Dessa dar olika saker.

Anmérkning. Avbildningen f kan dven betecknas x — f(x). Alltsa till exempel

.”L‘i—>l'2.

Exempel.

fiRoR, flx)=2°

]

g :N—>N, g(n)=

S|

Avbildningen g ar en sk. talfoljd, som vi behandlar mera senare.

Olika sorters avbildningar. Avbildningen f : A — B &r en (1) surjektion, om
f(A) = B, dvs. om varje element i mingden B &r en bild till nagot element i
méangden A.

Med andra ord, f ar en surjektion, om det for alla y € B finns ett x € A, for
vilket f(x) =y. "Bilderna fyller malméngden”.

Avbildningen f : A — B &r en (2) injektion, om

f(z1) = f(z2) endast da x1 = 24
Med andra ord,
f(.il?l) = f(.ZEQ) — X1 = T2.

En injektion avbildar alltsa olika element pa olika bilder.

Avbildningen f : A — B ér en (3) bijektion, om den dr bade en surjektion och
en injektion.

16 RHS/HOSTEN 1999/DIFF. INT. 1.1

Beteckning. Vi betecknar ofta

Ry ={z € R|lz > 0}.

Exempel.
(1) Funktionen f: R — Ry, f(z) = 22, dr en surjektion, ty

f(R) = f(Ry) = {z[z > 0},

men [ ar inte en injektion, eftersom till ezempel f(1) = f(—=1) = 1.

(2) Funktionen g : R — R, g(z) = 2z, ar en bijektion. Surjektiviteten av g visas
av att varje y € R dr bilden av elementet y/2 € R, och g dr dven en injektion: om
g(z1) = g(x2), sa ar 2z = 24 och dirmed dr x1 = xo.

(3) For funktionen f : R — R, f(z) = 22, dr

A=[-1,2], f(A)=[0,4]

B=[-12, f7'(B)=[-V2,v2:

z€ fH(B) <= f(z) € B<+= 2 € [-1,2]
22 <2 |z| < V2.

Anmirkningar. (1) Lat f : A — B vara en avbildning. Dd dr avbildningen
g : A— f(4), g(x) = f(z) for alla x € A, en surjektion.
Genom att ldmna bort de onddiga punkterna fran malmangden, alltsa de punk-
terna, som inte ar nagon punkts bild, kan varje funktion goras till en surjektion.
(2) Tva avbildningar f1 : Ay — By och fo : Ay — Bs ar lika, ifall Ay =
As , By = By och fi(x) = fa(z) for alla x € Ay . Enbart "samma regel” garanterar
alltsa inte likhet; dven start- och malmangderna maste vara lika!

Exempel. Antag att
f:R—=Rsa flz)=a?
g:[1,6] = R s.a. g(z) =22,

Da ar g # f, eftersom startmdngderna ar olika mdngder.

Sammansatt avbildning. Antag att f : A — B och g : B — C &r avbildningar.
Den sammansatta avbildningen go f : A — C &r en avbildning, for vilken

(go f)(z) =g(f(x)) for alla x.

Exempel.

f:R—>R s.a f(z)=cosz

g:R =R s.a gx)=a?

(go () = (cosz)?
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Definition. En reell funktion &r en funktion f: A — R, dar A C R.

Anmairkning. Pd denna kurs dr A vanligtvis ett intervall eller mera allmdnt av
formen A= A\F, dir F ar dndlig. Till exempel A =R\{-1,+1}.

Anmaiarkning. Manga funktioner har en naturlig startmdngd, ddr funktionen ar
definierad. Dvs., om f ar definierad med ett analytiskt uttryck (Exempelvis f(x) =
1/z), sd anser vi att startmangden for funktionen f dr den storsta realtalsmdngden,
dar funktionen ifraga dr meningsfull. Till exempel funktionen 1/ dr definierad i
mangden R\{0}.

Exempel. Lat

flo) = 52

Den naturliga startmdngden for funktionen f dar A =R\{-1,41}, f: A—R.

Den inversa avbildningen. Antag att f : A — B ér en bijektion. For varje
y € B finns det da ett entydigt + € A sa att f(z) = y. Vi betecknar detta
x = f~1(y), varvid vi far den inversa avbildningen fér funktionen f,

ff1:B—A.

Da har vi att
y=Ffa)=a=f").

Om f inte &r en bijektion, s& &r den inversa avbildningen f~! inte definierad.

Observera dock att urbilden, f~1(B;), for miingden B; C B alltid ér definierad.
Den identiska funktionen. Vi betecknar den identiska funktionen med idy :
A — A, darida(xz) = x for alla x € A. Kort kan vi beteckna id = ida, ifall det
inte finns fara for missforstand.

Avbildningen id 4 dr en bijektion och id;l =1idy.
Sats 3.1. Lat f : A — B vara en bijektion. Da dar

(1) f~' : B — A en bijektion.

@ (hHt=f

(3) f_l of=1ddy och fo f_l =1idp.

Bewis. Detta &r en enkel évningsuppgift.

Sats 3.2. Om f : A — B och g : B — C dr bijektioner, sa ar den sammansatta
avbildningen go f : A — C en bijektion och

(go )yt =/ "tog .
Bevis. Detta ar en enkel 6vningsuppgift.

Sats 3.3. Antagatt f : A— B ochg : B— A dar avbildningar, for vilka go f = id s
och fog=1idg. Dd dr f en bijektion och g = f~'.

Bevis. f ar en injektion, ty
f@)=[fly) =z = (90 f)x) =9(f(z)) =9(f(¥) =y

f &r en surjektion, ty
be B=0b= f(g(b)).

y=rfa) =gy =g(f(x) =z =g=f".
Nu, eftersom f &r en injektion och en surjektion, sa &r den ocksa en bijektion.
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Exempel. Lit f : R — R, f(z) =2z + 3. Visa att f ar en bijektion och bestam
.
Losning: Vi betraktar ekvationen y = 2x + 3, dar x ar okdnd och y dr given.

Den har alltid exakt en losning x = Y52, Nu dr f alltsé en bijektion och f~(y) =

2
ny‘ﬁyER.
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4. GRANSVARDET FOR EN TALFOLJD

Anmairkning. En av analysens mest centrala begrepp ar gréansvérdet for en tal-
foljd!

Exempel pa talfoljder:

1,2,3,4, ...
0,1,0,1,...
1,1/2,1/3,1/4, ...
5,5,5,5, ...

Talf6ljd. Om vi later varje naturligt tal n motsvara ett reellt tal x,, sa far vi en
(oandlig) talfoljd

(fcn) = X1, X2y 3 Tny oo
En talfoljd ar en avbildning z : N — R, som betecknas
n—xz, eler (zp)pen eller (x,).

Anmérkning. En talfoljd (z,) far inte betecknas {z,|n € N} eller {z,}.
Till exempel dr foljderna

(n) = 0,1,0,1,0, ...
(yn) =0,0,0,1,1,1,1,1,... (resten av termerna ettor)

olika foljder, fastin

{zn|n € N} = {yn|n € N} = {0,1}.

Gransvirdet for en talfoljd. En talfoljd (z,) har ett gransvirde a € R, om det
for varje tal € > 0 finns ett tal n. € N sa att

|zy, —al <e€,dan>n.

Med andra ord, for varje omgivning U(a, €) till punkten a finns det ett tal n, sa
att
Ty, € Ula,€) alltid da n > n..

Talet n. ar vanligtvis beroende av epsilon.

Om f6ljden (z,) har ett griansvirde, sa siger vi att foljden ar konvergent. Om
foljdens grénsvirde ar a, sa séger vi att foljden (z,) konvergerar mot talet a och
betecknar

T, — aeller a = lim z, .
n—oo

Foljden divergerar, om den inte konvergerar mot nagot tal.
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Exempel.

(1) Gréansvardet for talféliden 5,5,5,... dar 5. Allmdnt: Om z, = x for alla n
forutom for dndligt manga index, sa dar lim, o x, =z, ty

|xp — x| = |z — x| = 0 for stora virden pan.
(2) limy, oo £ =0, for die>0 sd dr

1, 1 o 1
0—=|==<e¢€, salingen> —.
n' n €

(8) limy, 00 % = lim,, s % =1, for ome >0, sa ar
‘n—l 1‘ 2 <
1 = €
n+1 n+1 ’

dan > 2? .
Berdkning av den undre gransen for n:

<
n+1 ¢

<= 2<e(n+1)
< 2<en-+e
< 2—e<ne

2—¢€
<~ n>

(4) Talfoljden 0,1,0,1,... divergerar. Vi bevisar detta genom att gora ett motan-
tagande: Talfoljden 0,1,0,1,... konvergerar, alltsa existerar det ett tal a € R sa
att x, — a, dd n — oo. Da finns det ett n. (skulle kunna betecknas ny /) sd att

|z, —al <1/2, dan >n..
Vi véljer n > n, varvid dven n+ 1 > n., och triangelolikheten ger
1= |zn —npa| = [(xn — a) + (@ = Zn41)]
<|zn—a|l+|xny1 —al <1/241/2=1,

vilket dr en motsdgelse. Alltsa dr motantagandet falskt och pastaendet riktigt och
ddarmed divergerar féljden 0,1,0,1,0,....

Sats 4.1. En talféljd kan ha higst ett gransvdrde.
Bewvis. Antag att x,, — a och x,, — b. Vi pastar att a = b.

Vi gor ett motantagande: a # b.
Vi betecknar € = @ > 0. Da finns det ett n, s.a.

|z, —a| <e, dan>n.
och det finns ett nz s.a. ,
|zp, —b] <€, dan>n,.
Vi véljer ne = max{n_,n. }. D& n > n., ger triangeloikheten att
3e=la—b| <|a—an|+ |z, — b
< €+e=2e,
alltsa dr 3 < 2, MS. Antitesen &r alltsa falsk och pastaendet riktigt.
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Sats 4.2. Lat (z,,) vara en konvergent foljd. Da finns det for varje ¢ > 0 ett sadant
tal ne € N att |z, — Tpip| <€, din >n. ochp e N.

Bevis. Antag att a = lim,,_ o, x,, och € > 0. Da existerar det ett n. € N s.a.
|xn —al <€/2,dan>ne.
Antag nu att n > n, och p € N, varvid dven n + p > n.. Triangelolikheten ger att

|y, — Trgp| = |20 —a+a — Tpypl
<z —al +la — 2pgpl
<€/24¢€/2=c¢.

Definition. En foljd (z,) ar
vaxande, om x, < T4 for alla n,
stréngt vixande, om x, < x,41 for alla n,
avtagande, om x, > z,1 for alla n,
stréngt avtagande, om z,, > x,4+1 for alla n,
monoton, om den ar vixande eller avtagande och
strangt monoton, om den &r strangt vixande eller strangt avtagande.

Exempel.
Féljden 1,2,3,... dr strangt vdzande.
Foljden 1,1/2,1/3,... dr stringt avtagande.
Féljden 1,1,1,... dr bade vaxande och avtagande.
Foljden 0,1,0,1,... dr inte monoton.

Delf6ljd. Foljden (yi) &r en delfoljd till foljden (z,,), om yi = 2y, , dér det géller
att ny < ng < ---. Da vi tar bort en del av termerna fran den ursprungliga f6ljden
(kvar blir fortfarande oéndligt manga termer) sa dr den kvarblivna foljden alltsa en
delfoljd till den ursprungliga foljden. Mérk dock, att en foljd alltid utgor sin egen
delfoljd.

Anmairkning. nyg > k. Bevisas med induktion.

Exempel. Féljden 0,1,0,1,0,... divergerar, men dess delfoljd 0,0,0,0,... kon-
vergerar.

Sats 4.3. Om foljden (z,,) konvergerar mot talet a, sa konvergerar alla dess del-
foljder mot talet a.

Bevis. Antag att (yi) ar en delfoljd till foljden (z,,) och att yg = zp,, dd ng > k.
Lat e > 0. Da finns det ett n, s.a.

|zy, —al <e€,dan>n.
Om k > ne, sa ar ng > k > n. och diarmed ar
lye — a| = |z, —a| <e.

Definition. Foljden (z,) &r begrdnsad, om méngden {z,|n € N} dr begrinsad.
Med andra ord, om det existerar tva tal a,b € R sa att a < x,, < b for alla n.
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Exempel.
1,2,3,4,... dr inte en begransad foljd.
1,2,1,2,... dr en begransad féljd.
1,1/2,1/3,1/4,... ar en begransad foljd.

Sats 4.4. En konvergent foljd dar alltid begrinsad.

Bevis. Vi antar att foljden (z,) konvergerar mot talet a. Vi véljer e = 1. Nu
existerar det ett nq sa att

|xn —al <1,dan>n.
Da n > n; galler
(2] < Jon —al + ] < 1+ o]
enligt triangelolikheten.
Hur ar det da n < ny? Eftersom méngden {|z1],|z2],... ,|Zn,|} &r dndlig, s&
finns det ett tal M = max{|z1]|,|za],... ,|2n, |}
Alltsa géller for alla n € N att

|zn| < max{M,1+ |a|}.
Anmarkningar.

(1) Det motsatta resultatet gdller inte! Som motezempel fungerar till exempel
foljden 0,1,0,1,..., som dr klart begrinsad, men som dnda inte konvergerar.

(2) Eftersom foljden 1,2,3, ... inte dr begrdnsad, sd konvergerar den inte enligt
foregaende sats.

Foljande sats ar mycket anvindbar!

Sats 4.5. Principen om olikheters invarians. Antag att (x,) och (yn) dr
konvergenta foljder och att x,, <y, for alla n. Da ar

lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

Anmairkning. Observera dock, att foljande inte galler:
Ty < Yp = lim z, < lim y,.
n—oo n— 00
1

Som exempel duger foljande: Lat x, =0 for alla n och y, = . Da dr

Ty <y, Vn MEN lim z, =0= lim y,.
n—oo n—o00
Bevis. Lat x,, — a och y,, — b. Pastaendet ar nu alltsa att a < b.
Vi gor en antites: a > b.
Vi betecknar € = %ﬁb > 0. Dé existerar det ett sadant n, att
|z, —a| <€, dan>n.
och det finns ett n;l s.a. ;
lyn — b <€, dan>n, .
Vi viljer n, = max{n_,n, } . DA n > n, &r
Yn—Tn<bte—(a—€)=b—a+2c=—-€<0
= Yn < Tn,

sa vi har fatt en motségelse. Diarmed &r antitesen falsk och pastaendet riktigt.
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Korollarium for principen om olikheters invarians 4.6. Lat z,, — a och
T, < M for allam € N. Da dra < M.

Bewis. Da vi véljer y, = M for alla n € N i sats 4.5, sa far vi y,, — M .

Sats 4.7. [Myrberg, Sats 2.3.4] Antag att

lim z, =a, lim y, =b.
n—oo n—oo

Da dr
(1) im (xp +yn) =a+Db
n—oo
(2) lim (raz,) = ra, dir r € R dr en konstant
n—oo

(3) lim (znyn) = ab

(1) Jim =5 b# 0,4, £ 0.

Bewis. Se beviset for Myrberg, Sats 2.3.4.
Punkt (1):
Lat € > 0. D4 finns det ett n_ si att
|z, —a|l <e€/2, ddn>n
och det finns ett n: s.a.
lyn — b < €/2, dan>n, .
Vi véljer ne = max{n_,n, } . Med st3d av triangelolikheten far vi, da n > n.
[(zn +yn) — (@+b) < a—zn| + |yn — b|
<€/24€/2=F¢,

alltsa ©,, + y, > a+0b.
Punkt (2) foljer av punkt (3), d& y,, = r for alla n.
Bevis for punkt (3):
‘Q:nyn - ab‘ = |xnyn — aYp + aYp — ab‘

= [(zn — )yn + a(yn — b)| < [(zn — @)ynl| + |a(yn — b)]
< @y —allynl + lallyn — b,

dér foljden (y,) dr konvergent och saledes begriansad enligt Sats 4.4 [Myrberg, Sats
2.3.2]. Darmed existerar det ett M > 0 s.a. |y,| < M for alla n. Vi kan dessutom
vélja M > |al.

Lat € > 0. D4 existerar det ett n. s& att

|zn —a|l < €/2M, d& n > nl
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och ett n;/ s.a.
lyn — b < €/2M , dz‘in>n!.

Vi viljer n, = max{n_,n, } . Da n > n, ger triangelolikheten att
|Znyn —ab] < Me/2M + Me/2M =e.
Pastaendet ar bevisat.
Bevis for punkt (4):
Med st6d av punkt (3) ricker det att visa att
1
yn

—

S| =

Obs. b # 0.

1 1‘7|b_yn‘
b

Un lymllb]

Lat € > 0. D4 finns det ett n, sa att
lyn — b] <€, dd n > nl.
Speciellt finns det ett ny s.a.
[yn —b] < |b|/2, da n > nq.
For dessa n géller att

|yn‘ = |b7 (b - yn)|
2 [b] = [b—yn| = [b] = [b]/2 = [b]/2.

Alltsa har vi att

1 1‘ < | 2
A R U
Eftersom y,, — b, sa existerar det ett nsy s.a.

[yn — b < €[b]?/2, dan >no.

Da n > max{nj,na}, sa ar

Exempel. (1)

n 1 1
= —
1+n 1+1/n 140

=1, dan — oc.

(2)
2+ n 241 040 0

3tantbon® L +i45 04045 5

- =0, dan— oo.
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Sats 4.8. Lat (x,,) vara en vizande talfoljd. Da ar foljande pastaenden ekvivalenta:
(1) talfoljden (x,,) konvergerar.
(2) talféliden (xy,) dr begrinsad.
(3) talfoliden (xy) dr uppifran begrinsad .

Dessutom ar

lim @, = sup{z,}.
n—o0 neN

Bevis. (1) = (2): Vi har tidigare bevisat, att en konvergent foljd alltid dr begrin-
sad, Sats 4.4 [Myrberg, Sats 2.3.2].

(2) = (3): Klar.

Det ricker alltsa att visa att (3) = (1):

Vi antar att (3) géller. D& existerar sup,cny{zn} = G. Vi pastar att =, — G.
Lat € > 0. Da existerar det ett ng s.a. x,, > G — ¢, [Myrberg, Sats 1.4.3]. Da
n > ng, ar

G-e<zp, <2, <G

Darmed ar
|z, — G| <e.

Motsvarande resultat géller for avtagande foljder:

Sats 4.9. Antag att (x,,) dr en avtagande talféljd. Da dr foljande pastaenden
ekvivalenta:
(1) talféljden (x,) konvergerar.
(2) talfoliden (xy,) dr begrinsad.
(3) talfoljden (xy,) dr nerifran begrdinsad .
Dessutom dr
li n — inf ny-
i @ = Inf {an}

Losningsmetoden for foljande exempel ar viktig:

Exempel. [Uppgift i mellanforhor 1994]
Uppgift: Lat 1 > 0 och Tp41 = #;n
gransvdrde lim,, o T, och bestim detta gransvarde.

,n > 1. Visa, att det existerar ett

Lésning:
1> 0= 29 = il >0= .= z,>0 Vn.
1 + T
Alltsa dr foljden (x,) nerifran begrinsad.
Eftersom
T — '/I/‘”L < ‘/I;TL
bn+1 1+ . 1+0 )

sa ar foljden (x,,) avtagande.
Ddrmed existerar gransvdrdet, och vi betecknar lim, o T, = a.
Vi far
= i = lim —n =%
a 7L14>n;o Tn+l n—oo 1 + Ty 1+a
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och vidare ar

a:1+a
at+ad’=a=
> =0=
a=0.

Anméirkning. Ofta lonar det sig att forst definiera x = lim x,,, fastin man inte vet
om det existerar eller inte; talet ifraga dr det enda mdjliga gransvdirdet. For att visa
att foljden (x,,) dr begrinsad kan vi anvinda talet x (som dvre eller undre grdins,
beroende pa ifall serien dr vizande ellet avtagande). FEzistensen for grdnsvdrdet
maste dock ALLTID bevisas!

Nepers tal e. [ skolan visades det att

1 n
e = lim <1+7) .
n— oo n

Vi visar, att grinsvdrdet existerar och mera allmdnt, att

T n
3 lim (1+ *) .
n—0o0 n
Sats 4.10. Lat v € R. Da ewisterar

T n
lim (1 + 7) .
n—oo n

T n
Ty = (1 + —) .
n

Del I: Vi visar, att (x,,) dr vixande for de n, for vilka n > |z].

Bewis. Vi betecknar

Antag att n > |z|.
Eftersom

LI PR
n n

sa ar x, > 0.

Nu ar
n+1
1+nL)
Tn41 :( +1 _ :(1_,’_7)a‘n+17
,I’IL
(o)
dar
Itifg _[n+1ltaontal—a x o
a = = = — = — 1.
1+2 (n+1)(n+ z) (n+1)(n + z)
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Om z <0, sa ar

CESICET

tyn+x>0. Om x > 0, sa ar

Q? < ! <
(n+1)(n+z) n+1

1 )

tyn+z > .
—t > —1 galler alltid.
Av Bernoullis olikhet foljer, att

Q- >1—(nt+l)t=1———— ="
n+x n+x

Alltsa ar M:(1+£)(l—t)7"+l>(l+£) n _1
T n - n'n+ax

Dérmed ér x,, < x,41. Del I dr alltsa bevisad.
Del II: Vi visar hirnést att foljden (z,) ar uppifran begrénsad.

T 2

I+ 0= =1-"5<1

T
n2
X x
1+3)<(1=3)71, d3
= (+n)_( n) ;dan > |zl

x x
n=01+=-)"<(1--=)"",da
ma= (L 2 < (1= D)7 déin > ol
Vi betecknar: k = det minsta heltalet, for vilket & > |z| géller.

Pastaende I implicerar, da vi substituerar  — —u, att foljden (1 — )™ &r
vaxande, da n > k. Alltsa ar

(1—%)"2(1—%)’“,dén2k.

Da har vi att
1-5Hrm<a- %)*k =: M, for allan >k,
n

och“séledes ar o, < M for allan > k.
Aven del II ar bevisad.

Anmaiarkning. Da vi nu substituerar x = 1, far vi det sk. Nepers tal

1 n
e = lim <1 + 7> .
n—oo n

Anmérkning. Skotten John Napier (Neper) (1550-1617) uppfann logaritmerna.
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Instangningssatsen 4.11. Antag att x, < y, < z, for alla n € N och att
limy, 00 Tp = @ = limy, o 2,,. Da har vi att y, — a.
Bevis. Lat e > 0. Da existerar det ett ng s.a.
|zy, —al <eoch |z, —a| <e,ddn>ng.
For dessa n ar
a—€<Tp <Yn<2zp<ate,

och saledes ar
|y —a] < €.

Exempel. Bestam lim,_, o, y,, da

1 1 1
= + TR .
Y VvnZ+1 n2+2 vnZ+n

Vi antar, att kvadratrotens (\/_) egenskaper ar kinda.

Lésning:
< 1 n 1 R 1 n
n 2 e = = Tn,
Y VvnZ+n  VnZ4+n vni+n Vn?2+n
och
1 1 1 n
P Zn .

n < + +ot = =:
Y VvnZ+1 Vn?2+1 vni+1 Vn2+1

I foljande utrdkning behdvs kontinuiteten for kvadratrotsfunktionen!

=1, dain — oo.

ﬁ
+

=
S

=1, dan — oo.

H
J’_

|~
5

Instangningssatsen ger att y, — 1.
FOLJANDE TVA SATSER AR VIKTIGA!
Sats 4.12. Varje talféljd har en monoton delfoljd.

Bewvis. Lat (z,) vara en foljd. Vi betecknar

S = {n € N|z,, < z,,, {6r varje m > n}.
Fall 1. S &r en odndlig méngd.

S ={n1,ng,...},darng <mg <---

I denna &r alltsa ny = min S, no = min(S\{n1}), ...
Om ny, € S, sa ar z,, < zp, for alla m > ny, . Saledes &r

Ty < Ty -



RHS/HOSTEN 1999/DIFF. INT. 1.1 29

Fall 2. S &r en éndlig mangd.

Om S = (), sa viljer vi ny = 1.

Om S # ), sa véljer vi ny = max S + 1.
Daarny >nVnes.

ny ¢ S, alltsa x,, < x,,Vm > ny géller inte.
Saledes Iny > nq, for vilket z,, < xy,.

ny ¢ S, alltsa x,, < x,Vm > ny giller inte.
Saledes Inz > ng, for vilket z,, < x,,.

Vi antar att vi har hittat talen n; <mng <--- <mny, for vilka z,, > --- > a5, .
ng ¢ S, alltsa z,, < x,,VYm > ny, galler inte.
Saledes Ing1 > ng, for vilket z,, | < Ty,
Vi har alltsa fatt en avtagande foljd (zy, ) -

Bolzano-Weierstrass Sats.
En begrdansad foljd har alltid en konvergent delfoljd.

Bevis. Antag att (z,,) dr en begrinsad talfoljd. Enligt Sats 4.12 har den en monoton
delfoljd (yy,).

Denna delf6ljd (y,) &r ocksa begrénsad.

Alltsa vi har en begrinsad, monoton delfoljd (y,). Vi har tidigare bevisat en
sats (Myrberg, Sats 2.4.1), enligt vilken foljden (y,) nu konvergerar.

Anmarkning. Mdirk att Sats 4.12 och Bolzano-Weierstrass Sats saknas fran Myr-
bergs bok, fastin de dar valdigt viktiga!

Cauchys kriterium 4.13. Lat (z,,) vara en talfoljd. Da dar foljande pastienden
ekvivalenta:

(1) Talféljden (x,,) konvergerar.

(2) Ve >0 3Ing €N s.a. |zy — Tpip| <€, dan > ng och p € N.

(3) Ve >0 3ng €N s.a. |z, — x| <€, dan >ng och k> ng.

Anmaérkningar. (1) I villkoren (2) och (3) for Cauchys kriterium 4.13 forekom-
mer inte nagot gransvarde dverhuvudtaget!
Konvergensen bestims genom att underséka avstanden mellan talen x,,.

(2) Cauchys kriterium gdller inte i mangden Q. Vi kan till exempel vilja foljden
z, € Q, for vilken x,, — /2. Dd gdller (2) och (3), men féljden (x,) konvergerar
inte 1 Q.

(8) Augustin L. Cauchy (1789-1857) var fransk.

Beuviset for Cauchys kriterium.
(2) <= (3) Klart
(1) = (2) Klart, eftersom vi bevisade detta tidigare, [Myrberg, Sats 2.2.1].

Det récker alltsa att visa att (3) = (1).
Vi antar alltsa att (3) géaller.
Vi tillampar punkt (3), da ¢ = 1, varvid vi far ett ny s.a. |z, — Tp, 41| <
1,dan>n;.
Alltsa ar
[2n] < [T — Zny 1] + |Zny 1] <1+ 20, 1],
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for alla n > ny . For alla n € N géller ddrmed att
|2n| = max{|z, |22, [wn, [ 14 @n, g} = M

Med stéd av Bolzano-Weierstrass Sats hittar vi en konvergent delfoljd (2r,) och
saledes existerar det ett a € R s.a.

Tp; —a,ddj— o0.

Vi visar att x,, — a.

Bewis.

Lat € > 0. Enligt punkt (3) finns det ett ng s.a. |z, — x| < €/2, da n > ng och
k> ng.

Eftersom x,; — a, sa finns det ett j, for vilket n; > ng och |z,,; —a| < €/2. Da
n > ng, sa ar

[ —a] < |2n — Tn,| + |20, —a| < €/2+€/2=¢.

Alltsa har vi att x,, — a.
Pastaendet ar bevisat.

Definition. Talféljden (z,) véxer obegransat, om det for varje tal M € R finns
ett index nps for vilket z, > M, da n > np;. Med andra ord &r talen i foljden ()
storre én vilket som helst givet tal, sa linge indexet njs ar tillrickligt stort. Da
betecknar vi
n—oo .
r, —— oo eller lim z, = .
o0

n—

Anméirkning. Symbolen oo dar inte ett tal. Om x, — oo, sda divergerar foljden.

Definition. Talféljden (z,,) avtar obegrénsat, om det for varje tal m € R finns ett
index n,, sa att z,, < m, da n > n,,. Da betecknar vi

n—oo .
T, —— —oo  eller lim z, = —c0.
n—oo

Exempel.

1)

lim n = oo, eftersomn > M, dan > M.

n—oo

(2)

lim (—n) = —oo.
n—oo

3)

lim (—n?) = —oc0.

n—oo

(4)

Foljden (x,) = (—2)" varken vizer eller avtar obegrinsat, men |x,| = 2" — oo.
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Sats 4.14. Lat x,, > 0. Da ar

Ty — 00— — — 0.

Bewvis. Se Rakneovningsuppgifterna 4.7 och 4.8.
Exempel 4.15. Lat a € R. Vi undersoker foljden (x,) = a™. Dd dr

0, om |a| <1
. 1, oma=1
lim a" =
n—00 oo, oma>1
39, oma < —1

Beuvis.
Om a=1sa ar limx, =lim1™ = 1.
Oma>1saédra=1+p,dirp>0. Lat M > 0. Bernoullis olikhet ger oss

a"=1+p)">1+np>M,

dan > (M —1)/p. Alltsa ér limz,, = cc.
Fallet |a| < 1. Antag att |a| = 12—, dér p > 0. Lat ¢ > 0. Bernoullis olikhet ger

T+p
o0ss
0—a"| =la"| = |a["
1 < 1 <
- - €,
(I+pm =~ 1+np
dén > (L —1)/p. Alltsa lima™ = 0.
Fallet a = —1. Da ér (a™) = —1,1,—1,1,... , sa foljden divergerar, ty Cauchys

villkor géller inte, eftersom |a,;, — am+1| = 2 for alla m € N.

2n+1 _

Slutligen, om a < —1, &r lim a®” = oo och lima —o0. Darmed divergerar

foljden (a™).
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5. GRANSVARDET FOR EN FUNKTION

Definition. Antag att A C R, att f : A — R och att U(zo,7)\{zo} C A. Med
andra ord, att funktionen f &r definierad i en punkterad omgivning till punkten x.
Vi séger att funktionen f har ett grénsvérde a i punkten xg, om det for alla € > 0
finns ett 6 > 0 sa att

|[f(z) —al<e, da0<|zg—2] <0,
dvs. om
f(x) € U(a,e) , da x € U(wo,6)\{wo} -

Ovan ér 6 <.
Da betecknar vi
f(@) —a,ddz—
eller
lim f(z)=a.
T—T(
Exempel.
(1) Lat f : R — R, f(z) ==z. Da ar

lim x =xq.

T—xo

(2) Lt f : R — R, f(z) =22 Dd ir

lim 2? = z2.
T—T0

Bevis. Lat € > 0. Da &r
|[f(@) = 23| = |® = af| = |z — @ol |z + ol
Antag att |z — x| < 1. Nu &r
|z + x| = |2z — 0 + m0 + @0l
<z —xo| + 2|zo| <14 2|xo| =: M.

Saledes &r
|f(z) — 23] < |z — 20| M <€,
sa lange

€
0<\m—x0|<M.

Alltsa véljer vi 6 = 57 .

(3) Antag att f: R — R, f(z) =22, dad x # 1 och f(1) =19. D4 &r

limz? =1.

z—1

Liknande bevis som ovan.
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Anmaérkningar. (1) Funktionen f maste vara definierad i nagon omgivning till
punkten xg, forutom i punkten xq, ddr den inte behdver vara definierad. Observera
alltsa, att det majliga virdet for funktionen f i punkten xq inte paverkar gransvdardet
for funktionen.

(2) Talet § dr vanligtvis beroende av talet e.

Sats 5.1. Funktionen f kan ha hégst ett gransvdrde i punkten xg.
Bewvis. Antag att gransvérdena a och b existerar. Vi pastar att a = b.
Vi gor ett motantagande: a # b.
Vi betecknar € = @ > (0. Da finns det ett 6; > 0 sa att
|f(z) —al <e, d4 0 < |z —z0| <41,
och ett 6o > 0 sa att
|f(z) —bl <€, da0 < |z — z0| < 2,

Vi viljer § = min{d1,d2}. Vi véljer talet z s.a. 0 < |z — x| < 6. D& ger
triangelolikheten att
Be=la—bl=la—b+ f(z) - f(2)] < la— f(x)]+]f(x) - b]
<€e+e=2e,
och saledes ar 3 < 2, MS. Alltsa ar antitesen falsk och det ursprungliga pastaendet
ar sant.

Anmarkning. Beteckningen

a= lim f(x).

T—T0o

ar meningsfull, eftersom grdnsvdrdet dr entydigt.

Sats 5.2. Antag att lim,_,,, f(z) existerar. For alla € > 0 finns det dd ett 6 > 0
s.a.

|F(x1) — f(22)| < €, di 1,25 € Uz, 8)\{zo}.

Bevis. Vi betecknar
a= lim f(z).

z—z0
Da finns det ett 6 > 0 sa att
|f(z) —al <€/2, da0<|z—xo| <0.
D& x1,x2 € U(zo,d)\{z0}, far vi att
|f (z1) = f(@2)] < la = flz)] + |f(z2) —af
<e/2+¢€/2=c¢.

Funktioners gransvarden kan ibland uttryckas m.h.a. talféljders gransvérden
sasom beskrivs i foljande sats:
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Sats 5.3. Ldt f vara definierad i den punkterade omgivningen U(xo,r)\{zo} till
punkten xo och antag att a € R. Da dr foljande pastaenden ekvivalenta:

(1) lim f(z)=a

T—T(

(2) lim f(x,) = a for varje foljd (xy,), for vilken x,, € U(xo,7)\{z0o} Yn och x,, — x¢.

n—oo

Anmairkning. x, # xg.
Bewis for sats 5.3. (1) = (2):
Lat (x,) vara en foljd, z,, € U(zo,7)\{z0}, Trn — 0.
Vi pastar att f(x,) — a, da n — occ.
Bevis: Lat € > 0. Da finns det ett 6 > 0 s.a.
[f(z) —al<e, da0<|z—xzo| <0.
Eftersom z,, — ¢, dng s.a.

0 < |zy, —xo| <d,dan>ng.

For dessa n géller
|f($7l) - (L| <e€.
(2) = (1)
Vi gor en antites, och antar att (1) inte géller. Da existerar det ett e > 0, for

vilket det inte finns ett motsvarande tal §. Ingen av talen 1/n duger alltsa som 0.
For alla n € N finns det ett @, € U(xo,7)\{z0}, for vilket

|z — 0| <1/m  och |f(zn) —al >,
men eftersom x,, — zo, sa foljer det av (2) att f(z,,) — a, da n — oo, MS. Diarmed
giller (1).
Med hjalp av sats 5.3 bevisar vi:
Sats 5.4. Lat

lim f(z)=a och lim g(z)=b och teR.

T—To T—xTo

Da ar

(1) lim (f(z)+g(x)) =a+0d.

T—x0

(2) lim (tf(x)) =ta, dirt € R ar en konstant.
T—To

(3) Jim (F(x)o(x)) = ab

Om b #0, sa dir
fim &) _ 2
A @) b
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Bewvis. Vi anvander Sats 5.3. Lat x, — xg, ©, # zo. Av Sats 5.3 foljer att
[Myrberg, Sats 2.8.3]

f(zp) —a och g(z,) — b, dan— 0.
Da dr [Myrberg, Sats 2.3.4]
flzn)+9g(zn) wa+b, dan — o00.
Igen, enligt foregaende sats [Myrberg, Sats 2.8.3] har vi att

f@)+g(x) = a+b, ddz— x.

De 6vriga punkterna bevisas pa samma, sétt.

Definition. En reell funktion &r begrédnsad i méngden A, om det existerar ett
M > 0saatt |f(z)] < M for alla z € A.

Exempel. f(z) = 1/z dr begrinsad i mingden [1,00[, men f dar inte begrinsad i
mdangden 10, oo

Sats 5.5. Om funktionen f har ett grinsvdirde i punkten xo, sa dr f begransad i
ndgon punkterad omgivning U(zg,r)\{zo} till punkten xo.
Bewvis. Antag att

lim f(z)=a.

z—x0
Vi véljer e = 1. Enligt gransvéirdets definition finns det da ett § > 0 s.a.
[f(x) —al <1, dax € U(zo,d)\{zo}-
Men for dessa virden for x &r
lf(@)] =1f(z) —a+al <[f(x) —al+a] <1+]a.
Ensidiga gransviarden. Lat n > 0. Antag att f dr en funktion som é&r definierad

i invervallet (xg — n,20). Talet a &r det vénstra grénsvérdet for funktionen f i
punkten xg, och vi betecknar

lim f(z)=a,

T—T0—
ifall det for varje tal € > 0 finns ett sadant tal 6 > 0 att

|f(z) —a|l <€, dax € (xg — 6, x0) .

Lat n > 0. Antag att f dr en funktion som &r definierad i intervallet (zo, zo+ 7).
Talet a ar det hogra grénsvérdet for funktionen f i punkten zq, och vi betecknar

lim f(z)=a,

T—To+

ifall det for varje tal € > 0 finns ett sadant tal 6 > 0 att

|f(z) —a|l <€, da x € (zg,20 +9).
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Sats 5.6. For funktionen f gdller

lim f(z) =a,

r—T0
om och endast om
lim f(z)=a= lim f(x).

T—To— r—To+

Bevis. =: Denna riktning &r klar.
<—: Lat € > 0. Da existerar det ett §; > 0 sa att

|f(z) —a|l <€, da x € (zg — d1,m0) -
Da finns det ocksa ett d5 > 0 sa att
|f(x) —al <e, da x € (xg,20 + J2) .
Vi véljer § = min{dq, d2}, varvid vi far
|f(z) —al <€, dax € (xg—d,20+)\{zo}. Alltsa ar Llinzo flx)=a.

Anmaiarkning. Det vdinstra och hogra gransvdirdet kan existera i punkten xo utan
att gransvdrdet skulle existera i punkten xo. Exempelvis om

f(x)i{o, dax <0
100, déz >0,
sa ar
wliyr(l)”li f(@)y=0 och xll%l+ f(z) =100,
och déirmed existerar inte lim,_o f(x), fastin de ensidiga gransvirdena existerar.
Gréansvirden i odndligheten. Talet a ar ett gransvirde i odndligheten for funk-

tionen f, alltsa

lim f(z)=a,
T—00

om det f6r varje tal € > 0 finns ett tal M, sa att

|f(x) —al <e, da x> M..

Pa motsvarande sétt ar talet a ett gransvirde for funktionen f i —oo, alltsa

lim f(z)=a,

r——00
om det f6r varje tal € > 0 finns ett tal m, sa att

|f(z) —al <€, da z < me.
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lim f(z) = o0,

T

—I0

om det for varje tal M finns ett sadant tal 6 > 0 att

flx)y>M, da0<|z—zo| <.

Pa motsvarande sétt definierar vi

Lemma 5.7. Lat f(z) > 0 for alla xz. Da dr

om och endast om

lim f(z) = —o0,

T—To

lim f(z) =o0.

x

—00

lim f(z) =0,

T—a

1

. 1
im — =
—Q

7@

)

ddr « kan vara av typen g, o+, r9—, 00, —00.

Bevis. Detta ar Rdkne6vningsuppgift 6.1.

Exempel 5.8. (Pa sdtt och vis en liten sats.)

lim 2P =
Tr—00

Vi bevisar varje fall skilt for sig:
(1) Omp €N, och x > 1, sa dr zP > x. Namligen, hur stort M > 1 vi an skulle
valja, dr x? > M da x > M. Saledes ar

(2) Omp=0, sa ar a? =1 for alla x # 0, och dirmed dr

oo, ompéeN

1, omp=0

0, om p € Z\Np

lim 2 =00, dap€N.

r—00

(8) Om p € Z\Ny, sa ar z? =

fallet att

lim 2° =1.

Tr—00

1

zm

1

lim 2P = lim —

T—00

z—o0 "M

— =0.

o0

37

dir m = —p. Alltsa far vi enligt det forsta
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Griansvirdet for en monoton funktion. En funktion f ar:

Véxande, om f(x1) < f(zg) alltid nér 21 < z2.

Strangt vixande, om f(z1) < f(z2) alltid nér 1 < zs.

Avtagande, om f(z1) > f(x2) alltid nér =1 < z».

Striangt avtagande, om f(z1) > f(z2) alltid nir z; < .

Vixande och avtagande funktioner kallas monotona funktioner. En funktion ar
stréngt monoton, om den ar strangt vixande eller stringt avgtagande. Observera,
att exempelvis den konstanta funktionen f : R — R, f(x) = 5, dr bade viixande
och avtagande i hela R.

Sats 5.9. Ldat A =a,b[. Vi kan ha a = —oo eller b= oco. Antag att f : A — R dr
vazande. Nu gdller:
(1) Om f dr uppifran begrinsad, sa existerar

lim f(z) = sup{ ()| € A}.
r—b—
(2) Om f inte dr uppifran begransad, sa dr

lim f(z)=o00.

r—b—
(3) Om f dr nerifran begrinsad, sa existerar

lim f(z) =inf{f(z)|lz € A}.

r—a+

(4) Om f inte dr nerifran begrinsad, sa dr

Anméarkning. Notera beteckningarna da b = oo och a = —o0; alltsa lim,_.., och

limg s oo
Bevis. (1) Antag att f r uppifran begrénsad. Da existerar talet
G =sup{f(x)|z € A}.
Lat € > 0. Da finns det ett 2y € A, for vilket f(z1) > G —e.
Dazy <z <bsadrG—e< f(z1) < flz) <G. Alltsa &r G = lim,_,— f(x).
(2) Vi antar att f inte ar uppifran begrinsad. Lat M € R. Da 3z s.a. f(xy) >
M. Dazy <x<b,saarM< f(x1) < f(x). Darmed &r

lim f(z) =o0.

r—b—
Fall (3) och (4) ar liknande och darfor lamnas bevisen for dem som Gvningsuppgifter.
Anmaiarkning. Motsvarande resultat galler dven for avtagande funktioner.
Exempel. Lat f : (0,00) — (0,00), f(xz) = 1/x. Funktionen f dr avtagande och

den dr inte uppifran begrinsad, men den dr nerifran begrinsad. Nu dr

lim f(z)=0 och lim f(z)=o00.

r—o0 z—0+
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6. FUNKTIONERS KONTINUITET

Anmarkning. En av analysens mest centrala begrepp ar funktioners kontinuitet!

Lat A C R vara en godtycklig méngd och f: A — R.
Kontinuitet. Antag att z9 € A. Funktionen f &r kontinuerlig i punkten xg, om
det for varje € > 0 finns ett 6 > 0 sa att
|f(z) = f(zo)| <€, ddxe Aoch |zg—z| <4,
alltsa da x € ANU(xo, ). I annat fall dr f diskontinuerlig i punkten z¢. Funktionen
f ar kontinuerlig, om f &r kontinuerlig i varje punkt z¢ € A.

Anmaérkning. Om z¢g ¢ A, sa ar [ varken kontinuerlig eller diskontinuerlig i
punkten xq.

Till exempel ar f : R\{0} — R, f(z) = 1/x inte diskontinuerlig i origo, fastin
den ibland sdgs vara det.

Specialfall. Ldt r > 0 vara sadant att U(xo,r) C A. Nu ar

f kontinuerlig i punkten ro < f(xo) = lim f(x).

T—xT0
Med andra ord, for varje tal € > 0 finns det ett sadant tal § > 0 att
[f(z) — f(zo)] <€, dd|zg—z| <4,

alltsd for vilken som helst e-omgivning U (f(xo), €) till f(xq) hittar vi en 6-omgivning
U(zo,9) till xo sa att
f(U(x0,0)) CU(f(x0),€) -

Detta har i sjilva verket anvénts som definition for kontinuitet i Myrbergs bok.

Kontinuitet i ett slutet intervall. Om A = [a,b], sa ar

f kontinuerlig i ¢ <= f(a) = lim f(z).

r—a+
och
f kontinuerlig i b < f(b) = liIil f(z).

Exempel. (1) Den konstanta funktionen f(z) = ¢, ¢ € R, ar kontinuerlig i hela
R:

lim f(z)=c= f(xo) for alla zo € R.

T—x0

(2) Den identiska funktionen, f(z) =z for alla © € R, dr kontinuerlig i hela R:

lim f(z) = lim = =9 = f(zo) for alla zo € R.
T—T0 T—x0

(3) Lit f : R — R, f(z) = |z|. Dad dr

(@) = F(zo)| < [Jo] = [aol] < | =z

Vi kan alltsa vilja § = € och dirmed dr f kontinuerlig for alla zo € R.
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Styckvis kontinuitet. Antag att A &r ett intervall. Funktionen f : A — R &r
styckvis kontinuerlig, om f &r kontinuerlig forutom i dndligt manga punkter, dar
funktionen f har ett vénster- och ett hogergransvarde.

Exempel. Lat f : R — R,

1, da x>0
fle)y=49 -1, daxz<0
0, dax=0.

Funktionen f dr styckvis kontinuerlig.
Sambandet mellan kontinuitet och féljder.

Sats 6.1. [Myrberg, Sats 3.3.2] Antag att f : A — R och att x € A. Da ar f
kontinuerlig i punkten xo om och endast om f(x,) — f(xo) for alla foljder (z,),
for vilka z,, € A och x, — xq.

Bevis. Satsen bevisas sasom motsvarande sats for gransviarden [Myrberg, Sats
2.8.3].

Exempel. Om x,, — a, sa ar dven |z,| — |a|, ty avbildningen x — |z| dr konti-
nuerlig.

Sats 6.2. Antag att f,g : A — R ar kontinuerliga i punkten xo. Da ar f + g,
f —g och fg kontinuerliga i punkten xo. Om g(xo) # 0, sa ar g(x) # 0 for nagon

mangd ANU(xg,r) och L ar kontinuerlig i punkten .
9 ANU (zo,T)

Bewvis. Satsen bevisas med hjilp av [Myrberg, Sats 3.3.2 och 3.3.4].

Beteckning. Lat A wvara ett intervall. Vi betecknar

C(A) ={f|f : A — R ar kontinuerlig} .
Sats 6.3. Om f,g € C(A), si ir f +g € C(A) och fg € C(A). Om g(x) # 0 for
alla x € A, sa ar 5 eC(A).

Sats 6.4. Lat f : A— B, g : B — C, C C R. Antag att f dr kontinuerlig i
punkten xo och att g dr kontinuerlig i punkten f(zo). Da dar go f kontinuerlig i
punkten xq.

Bevis. Lat € > 0. Eftersom g ar kontinuerlig i f(zo), sa finns det ett §; s.a.
l9(y) — 9(f(z0))| <€, day € B och [f(zo) —y| < 1.
Eftersom f &r kontinuerlig i o, sa finns det ett J s.a.
|f(x) — f(xo)] < b1, dax € Aoch |zg—2] <.

For dessa x géller att

lg(f(z)) — g(f(x0))| <e.
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Korollarium 6.5. En funktion som dr sammansatt av kontinuerliga funktioner ar
kontinuerlig.

Exempel. (1) Polynomfunktionen P(z) = ana™ + an_13"" 1 + -+ + ag dr konti-
nuerlig i hela R.

(2) Den rationella funktionen R(x) = gg; , dir P och Q ar kontinuerliga, dar
kontinuerlig i hela R forutom i Q:s nollstdllen.

(8) Lat g : R — R wvara sadan att g : x +— |z|. Antag att f : R — R ar
kontinuerlig. Da dr h =go f : x> |f(z)| alltid definierad och kontinuerlig.

GRUNDSATSER OM KONTINUERLIGA FUNKTIONER

Foéljande satser ar VIKTIGA satser, som maste memoreras!

Sats 6.6. Antag att f dar kontinuerlig i punkten xo och lat f(xzo) > 0. Da dr
f(z) > 0 i nagon omgivning till punkten xq.

Bevis. Vi valjer € = @ > 0. Enligt definitionen for kontinuitet hittar vi en
d-omgivning U(zg, d) till punkten zo for vilken

f(U(x0,6)) CU(f(w0),€) C Ry \{0},
ty vi hittar ett 6 > 0 s.a.

|f(@) = f(z0)l < f(20)/2, da |zo — x| <.
Genom att spjilka upp absolutbeloppen far vi da att

3
0< @ < flx) < @, nér |zg — x| < 4.
Sats 6.7. Ldat f vara kontinuerlig i punkten zq och lat f(zo) < 0. Dd dar f(z) <0

i nagon omgivning till punkten x.

Bewvis. Satsen bevisas pa motsvarande sitt som forgaende sats, genom att nu vélja
e= 10 <
-2 N

Bolzanos sats. Om den kontinuerliga funktionen f har olika tecken i dandpunk-
terna till intervallet [a,b], sa finns detatminstone en punkt ¢ € (a,b) s.a. f(c) =0.

Anmérkningar. (1) Intermediate Value Theorem.

(2) Beviset kan goras genom att anvinda en antites och de tva foregiende sat-
serna. Nu gor vi dock inte detta, utan vi bevisar satsen pa ett annat sdtt.

Beviset for Bolzanos sats. Lat till exempel f(a) < 0 och f(b) > 0. Vi betecknar
E={z € [a,b]|f(x) < 0}.

Eftersom a € F, sa ar E # (), och eftersom F C [a,b], sa dr FE begransad. Saledes

existerar det ett ¢ = sup E.

Nu ér a < ¢ <b. Vi visar att f(c) =0.

For alla n € N finns det ett =, € E, for vilket ¢ — 1/n < x,, < ¢. Da har vi att
xy, — coch f(xy,) < 0. Eftersom f &r kontinuerlig, sa har vi att f(z,) — f(c). Da
det vidare géller att f(z,) <0, sa ar f(c) <0. Alltsa &r ¢ < b.

Dac<ax <b arx ¢ E, ty ¢ ar en 6vre grans for E. Dérmed ar f(z) > 0.
Saledes ar f(c) =limg_,y f(z) > 0.

Genom att kombinera dessa resultat far vi att f(c) = 0, alltsa pastaendet.
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Foljdsats till Bolzanos sats 6.8. Antag att f : [a,b] — R ar kontinuerlig. Da
antar f alla virden som dr mellan talen f(a) och f(b).

Bevis. Lat f(a) < y < f(b). Vi tillimpar Bolzanos sats pa den kontinuerliga
funktionen F, dar F'(z) = f(z) —y, x € [a,b]. Eftersom F(a) < 0 och F(b) > 0, s&
finns det en punkt ¢ € (a,b), for vilken F(c) =0, alltsa f(c) = .

Exempel. Visa att polynomet P(z) = x5 — 4z — 2 har dtminstone ett nollstdlle i

intervallet (1,2).

Lésning: P dr kontinuerlig i hela R, P(1) = =5 < 0 och P(2) =32—-8—-2>0,
sa med stod av Bolzanos sats ser vi att det existerar atminstone ett nollstalle i
intervallet (1,2).

Storsta och minsta vardet fér en funktion. Antag att A dr en méngd, och
att f : A — R édr en funktion. Om

max f(A) = max{f(2)}w € A} = max f(z)

existerar, sa ar detta det storsta virdet for funktionen f.
Alltsa ar M det storsta vardet for funktionen f, om och endast om
(1) f(z) < M for alla = € A,
(2) f(z) = M for nagot z € A.
Pa motsvarande sétt definierar vi det minsta vardet fér funktionen f

min f(A) = min{f(z)|z € A} = %1141 fx).

Exempel. A = (0,1) och f(z) = x. Nu har funktionen f varken ett storsta eller
ett minsta virde i mangden A.

Anmérkning. Om Jmax f(A), sa dr f uppifran begrinsad och
max f(4) = sup{ (@)} € A}
Om 3min f(A), sa dr f nerifran begrinsad och
min f(A) = inf{f(z)|z € A}.

Foljande sats ar mycket viktig!

Weierstrass min-max -sats. Om f : [a,b] — R dr kontinuerlig, sa har funktio-
nen [ ett storsta och ett minsta virde.

Bevis. Vi visar att det existerar ett storsta vérde. Minsta vardet foljer av detta
med hjélp av funktionen —f.

Pastaende 1: f &r begransad. Vi gor ett motantagande: f &r inte begriansad.
Alltsa Vn € N 3z, € [a, ], for vilket | f(z,)| > n.

Eftersom z,, € [a,b], sa &r (z,,) en begrdansad f6ljd. Enligt Bolzano-Weierstrass-
teoremet har foljden (z,,) en konvergent delfoljd @, , Tp,, . .. Alltsa har vi att z,,, —
xg, dd n — oo.

Nu dr a < z,, <b for alla k. Alltsa dr a <z < b.

Observera att beviset skulle ga at skogen hér, i fallet av ett 6ppet intervalll Kom
ihag principen om olikheters invarians, Sats 4.5.
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Eftersom f &r kontinuerlig i punkten z, sa finns det ett § > 0 sa att
|f(z) = f(zo)| < 1, d& @ € U(xp,d) NJa,b].
Eftersom z,, — o, sa finns det ett kg s.a.
|@n, — o] <d,dak > ko.
For dessa k éar

|f(-Tnk) — f(ZUO)| <1.

Déremot ar |f(2y,, )| > nk — 00, dd k — oo. Vi far alltsa en motsigelse. Antitesen
ar saledes falsk och det ursprungliga pastaendet ar sant.

Av pastaende 1 f6ljer att
sup{f(z)|z € [a,b]} = M

existerar.

Pastaende 2: f(x) = M for nagot x € [a, b].

Bevis: Vn € N finns det ett y,, € [a, ], for vilket f(y,) > M —1/n. Av Bolzano-
Weierstrass-teoremet foljer att det finns en konvergent delfélid (yn, ), Yn, — Yo €
la,b], da k — oc.

Eftersom f &r kontinuerlig, har vi att f(yn,) — f(y0), d& k — oo.

A andra sidan #r fyn,) > M — % > M — % Jty ng > k.

Da k — oo, sa ar f(yo) > M —0= M.

Saledes ar f(yo) = M.

Exempel. Visa att funktionen f,
f(x)

uppnar sitt storsta och minsta virde i R.

R
T 1422’

Lésning: Nu kan vi inte direkt tillimpa Weierstrass min-max -sats.
Férst konstaterar vi att f dr kontinuerlig © hela R och att

lim f(z) =0 och zlirgo f(z)=0.

Dessutom ar f(1) =1/2 och f(—1) = —1/2. Eftersom

lim f(z)=0 och lim f(z)=0,

r——00 r—00

sa kan vi valja ett sa stort intervall [—a,al, att det i R\ [—a,a] gdller att |f(z)] <
1/2. Enligt Weierstrass min-max -sats finns det ett storsta och ett minsta virde
bland funktionen f:s vdrden i det slutna intervallet [—a,al], dvs. det existerar ett

M= max f(z) ochett m= min f(z).

r€[—a,al r€[—a,al

Enligt foregaende resultat ér M > 1/2 ochm < —1/2. Eftersom —1/2 < f(z) <1/2
gdller utanfor intervallet [—a, a], sa finns det ett

M= max f(z) ochett m= min f(z).
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Sats 6.9. Lat A wvara ett intervall och f : A — R vara stringt vazande. Da dr f
en injektion och f definierar saledes en bijektion f1 : A — fA.

Om f dessutom dr kontinuerlig, si dr fA ett intervall och fi* : fA — A dr
kontinuerlig och strangt vizande.
Bevis. Om x1 < xa, sd ar f(z1) < f(z2), ty f &r stringt vixande. Alltsa dr f en
injektion. Den forsta delen av satsen ar klar.

Antag att f dr kontinuerlig. Vi betecknar nu
g =inf{f(x)|z € A}, om f &r nerifran begrinsad; i 6vriga fall &r g = —c0.
G =sup{f(x)|z € A}, om f &r uppifran begrinsad; i 6vriga fall & G = co.

Om f dr begrinsad, sa ar fA C [g,G]. Om g = —oo eller G = oo, sa maste
motsvarande hakparentes vindas.

Pastdende 1: ]g, G[C fA.

Bevis: Lat g < y < G. Vi viljer y1,y2 € fAsa. g <y <y <y < G. Det
finns tal xq,z9, for vilka f(z1) = y1 och f(z2) = y2. Eftersom f &r vixande, sa
ar r1 < xo. Enligt Bolzanos foljdsats finns det ett « €]zq, xo[, for vilket f(z) = y.
Alltsa ar y € fA. Séledes ar pastaende 1 bevisat och |g, G[C fA C [g, G] géller.

Det senare pastaendet: fA kan inte innehalla tal som &r mindre &n g eller storre
ar G. Alltsa ar fA nagot av intervallen (g, G), (9, G], g9, G), [9, G]. Mérk rittelsen
i fallen oo och —oo. Alltsa dr fA = A’ ett intervall.

Vidare konstaterar vi att
GeAN < beA och f[f(b)=0G,

samt att .
geEA <= acA och f(a)=y,

Eftersom A &r nerifran begrénsad och har ett minsta tal a, sa &r g = f(a). Alltsa
irge A

Eftersom A &r uppifran begransad och har ett storsta tal b, sd d&r G = f(b).
Alltsé ir G € A

I vilket fall som helst giller alltsa att fA = A’

Dé &r fi : A — A’ en bijektion, och h = fl_1 : A" = A existerar.

Pastaende 2: h ar stringt vixande. Vi gor ett motantagande: Det finns tva
tal y1,y2 € A, 88 att y1 < ya, h(y1) > h(yz). Eftersom f dr véixande, sa &r
F(R(y1)) > f(h(y2)), alltsa ar y; > yo. MS. Da ar h striangt vixande.

Péstdende 3: h &r kontinuerlig. Bevis: Antag att y € A" och lat € > 0. Vi
betecknar xg = h(yo), varvid f(zo) = yo. Vi antar att z( inte dr en dndpunkt.
Genom att minska pa talet € kan vi anta att U(xg,€) C A. Av den inledande delen
foljer att fU(zg,¢€) ar ett Oppet intervall. Alltsa existerar det ett § > 0, for vilket
U(xo,0) C fU(yo,€). Detta ¢ ar det sokta, ty

ly —yo| <6 =y € fU(xo,€)
= y = f(z) for nagot = € U(zo,€)
=z = h(y) € U(zo,€).

Saledes ar h kontinuerlig i punkten yo. Om xg ar en &ndpunkt till intervallet A, sa
ar beviset ndstan detsamma, dock med ensidig “omgivning”.
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Anmaérkningar. (1) Motsvarande sats gdiller dven for avtagande funktioner.

(2) Mérk att graferna Ty : y = f(x) och Ty : y = f~Y(x) dr symmetriska med
avseende pa linjen y = x. (Rita bild!)
Funktionen <{/z. Vi betecknar A = [0,00), n € N. Antag att f : A — A,
f(z) = 2™ Funktionen f &ar kontinuerlig och striangt vixande, f(0) = 0 och
lim, o f(z) = 0o. Vi visar forst att funktionen ar striangt vixande:

0<z1<z9=0<2z} <z}.

Foregaende sats ger att f: A — A &r en bijektion och att det existerar en strangt
viixande, kontinuerlig invers funktion f~!: A — A. Vi betecknar denna f~!(x) =

T =aw.
Sats 6.10. Funktionen x +— {/x dr kontinuerlig och stringt vizande i intervallet
[0,00) och lim, o /2 = 00.

Observera att 1™ = 1 och darmed ar /1 = 1.

Anmaérkningar. (1) Om n dar udda, sa ar f stringt vizande i hela R och kon-
tinuerlig i hela R samt lim,_, o, f(z) = —oo. Vi visar att funktionen dr stringt
vazande i intervallet (—oo,0], dd n dr udda:

1 <23 <0=0< —29 < —1 =
0< (—aa)" < (—21)" = 0 < —a < —a7 =

xp <ay <0.

Funktionen [ har alltsa en kontinuerlig, strdangt vizande invers funktion, som dr
definierad i hela R och som vi betecknar ¢/z = z%/"™ for alle z € R. Eftersom

(—/2)" = —x, sd dr /—x = — Y.

(2) Om n dr jamnt, sa ar [ stringt avtagande i intervallet (—oo,0] och den
definierar en bijektion f : (—o0,0] — [0,00), fi *(y) = — /Y-

Eftersom (—x)" = 2", sa ar f sjilv inte en bijektion.

(3) Med /x menar vi:

Ett positivt tal, da x > 0.

Noll, da x = 0.

Ett negativt tal, da x < 0 och n dr udda.
Ingenting, da © < 0 och n ar jamnt.

Anmirkning. Bijektionen f kallas en homeomorfism, om bide f och f~1 dr kon-
tinuerliga.
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7. OM FUNKTIONERS DIFFERENTIERBARHET

Derivatan av en funktion. Antag att den reella funktionen f &r definierad i
nagon omgivning U(zg,r) till punkten xo. Funktionen f &r deriverbar i punkten

T, om gransvirdet
. flro+h) = flzo)
fim m T = ()
existerar och ar dndligt. Uttrycket w (= %) kallas differenskvot,
och dess grinsvirde, f’(zg), ifall det existerar, kallas derivatan av funktionen f i
punkten xg. Derivatan i punkten xq, f’(x¢), betecknas &dven D f(zg) eller %(zo).
Derivatan kan aven likvardigt definieras som grénsvardet
Az) — f(: -
flzo + Az) = f(zo) _ . fl&) = flzo)

! B p
zg) = lim
f ( 0) Az—0 Ax T—T0 T — X

Exempel.
(1) Vi definierar f: R — R sa att f(z) = 2%. D4 &r
fx+h)=(x+h)?=2?+22h+h® och

wz2x+h—>2x7 dah—0.

Av detta foljer att f'(x) = 2z existerar for alla x, alltsa géller
Df(x) = 2x, alltsa ar
Da? =2z.
F/(1) =2 alltsd &r D:1:2’1 =2.

(2) Vi definierar f: R — R sa att f(z) = |z|. Existerar f/(0)?

f(h) = f(0) _|n] _ [ 1,dah>0.
{—1,déh<0.

h h
Dérmed existerar inte f’(0). Daremot,

da x > 0, s existerar f'(x) =1 och
da x < 0, s existerar f'(z) = —1.

Ensidiga derivator. Hogerderivatan av funktionen f i punkten x( definieras som
gransvardet
. flzo +h) — flxo)
fi(wo) = N === ———=,
ifall gransvirdet existerar och &ar dndligt. (H&r begrinsas alltsa tillagget h till
positiva virden.)
Pa motsvarande sétt definierar vi vansterderivatan av funktionen f

fl(wo) = lim w .

Vi konstaterar genast att f &r deriverbar i punkten z¢ alltid och endast om f (o)
och f” (zo) existerar och om f’, (z9) = f’ (z0).
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Karakteriseringssatsen 7.1. Funktionen f dr deriverbar i punkten xo (och f'(zq) =
A), alltid och endast om tilldgget till funktionen f kan skrivas i formen

F(ao +h) = f(zo) = Ah + e(h)h,
dar A dr ett reellt tal, som dar oberoende av talet h och limyp_,o €(h) = 0.

Bevis. =: Eftersom limy,_,q M#W = f'(z0)

f(@o+h) = flzo)
h
dér e(h) — 0 da h — 0. Av detta foljer att

flxo+h) — flxo) = f(wo)h +€(h) - h,

och genom att nu beteckna f’(zg) = A, sa far vi den sokta formen.
<=: Om funktionen f kan skrivas som f(zo + h) — f(z0) = Ah + €(h)h, sa &r
f(@o +h) — f(xo)
h
Eftersom limy, .o e(h) = 0, sa far vi att
i d @0 +h) = flzo) _
h—0 h
Funktionen f &r alltsa deriverbar i punkten x¢ och f’(zo) = A.

, sa kan vi skriva

— f(xg) = €(h), d& h # 0 och €(0) =0,

=A+e(h).

Anmairkning. I den foregaende karakteriseringssatsen ar funktionens f tilligg
f(zo + h) — f(zo) delat i tva delar. Den viktigare delen, f’(zg)h, dr den sk.
differentialen av funktionen f i punkten zg. Termen e(h)h dr den sa kallade
korrigeringstermen.

Anmairkningar. (1) Antag att funktionen f ar definierad i en omgivning till punk-
ten zp. Om f &r deriverbar i punkten z, sa dr den &ven kontinuerlig i punkten xg.
Enligt karakteriseringssatsen (7.1) ser vi namligen att

f(xzo+h) — f(xo) = Ah+€e(h)h - A-04+0-0,da h — 0,

sa

}lin% flro+h) = f(xo). Alltsaar lim f(x) = f(=zo).

T—x0

(2) En kontinuerlig funktion &r inte nddvéandigtvis deriverbar. Till exempel
funktionen f: R — R, f(z) = |z|, 4 kontinuerlig, men sasom vi visade i Exempel
(2), sa existerar inte f/(0). Detta kan &ven verifieras med att rédkna f/ (0) =
1 och f/ (0) = —1. Réikna noggrannt! Dérmed &r f inte deriverbar i origo.

Geometrisk tolkning av derivatan. Differenskvoten

Af _ flzo+h) — fzo)

Ax h

ar riktningskoefficienten for den linje, som gar genom punkterna P = (xg, f(z0)), och Q =

(xo + h, f(xzo + h)). Rita bild!

Derivatan f’(xg) ar gransvirdet for riktningskoefficienten for denna linje, da h —
0. Den linje som fas med gransvérdet kallas tangenten ritad i punkten (zo, f(zo)).
Tangentens riktningskoefficient ar f’(zg), varvid tangentens ekvation &r

y — f(zo) = f'(z0)(z — x0)
y = f(xo) + f'(w0)(z — z0) .
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Sats 7.2. Rationella deriveringsregler. For funktionerna f och g som é&r de-
riverbara i punkten x géller:

(1) D(konstant funktion) =0,

(2) D(f +9)(x) = f'(x) + ¢ (),

(3) D(cf)(x) = cf’(z), dér c ar en reell konstant ,

(4) D(f9)(z) = f'(z)g(x) + ¢'(x) f (=),

(5) D(g)( z) = I (z)g(g) )g(z)f(z)7 dir g(z) £ 0.
Bevis. (1): Om f(x) = ¢, dar ¢ ar en reell konstant, sa ar

%,ii% w = }17111}) c;hc =0, och saledes &r f'(z) = 0.

(2):

i U@+ = ([ +9)@) _ | flo+h)+g(o+h) = f(@) — gla) _

h—0 h h—0 h

oS+~ f@)  glet+h)—gl@), /

lim( . + - )=1f(z) +g'(2)
(3):

lim
h—0

cflath)—cf(@) _
- = cf'(x)

(4): Vi betecknar
Af = f(z+ Az) — f(z)
Ag =gz + Az) — g(x).
Da ar
fla+Ar)g(z + Az) — f(z)g(z) _ (f(z) + Af)(g9(x) + Ag) — f(x)g(x)
Az N Az
A A A
= SR+ o 3L+ 2
= f(a)g'(z) + g(2)f'(z) + f'(2) - 0 = f(2)g(2) + g(2) f'(2),
da Az — 0, ty enligt kontinuiteten for funktionen g, sa géller Ag — 0, da Az — 0.
(5): Eftersom g(x) # 0 och g &r kontinuerlig, sa ar g(z) # 0 i ndgon omgivning

U(x,r) till punkten z. Av detta foljer att § ar definierad i omgivningen U(x, 7).

555123*5% 1(f()+Af @)

Az \g(z) +Ag  g(z)

:i( z)+ Af)g(z) - f(z )(g(x)JrAg))
A 9(x)(9(z) + Ag)
_ L( z)g )+ Afg(z) = f(z)g(z) — f(:v)Ag)
A g(x)(g(z) + Ag)
_g(@)&L - f(a) 5L
9(2)(9(z) + Ag)
_, 9@ f'(@) - f(2)g'(z)
g(x)? ’

da Az — 0.
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Exempel pa deriverbarhet. (1) Derivatan av den identiska funktionen f(z) = z
ar 11 varje punkt, dvs. Dx =1, ty

flz+h)— f(z) _x+h—x h _1

h N h T h

for varje h, och darmed &r &ven gransvardet 1.
(2) Derivatan i punkten x av potensfunktionen 2™ #r nz"~!,n € N. Formeln giller
for vardena n = 0 och n = 1; en konstant funktion och den identiska funktionen.
Vi bevisar formeln for positiva virden pa n med induktion. Vi antar alltsa att
foljande géller:

Da* = kakt
Enligt induktionsantagandet géller da
D(z**1) = D(z*z) = D(z*)z + D(x)z*
=ka*loz 4 1-2F = (k4 )2k = (k 4+ 1)2*HDL

Alltsa géller pastaendet dven for virdet n = k + 1. Saledes géller det dven for alla
neN.
3)

D(f*)=D(f - f) = f'(@)f(2) + f'(x) f(z) = 2f (2) f' (),
varav det med fullstindig induktion foljer att det for varje n € N géller att

D(f") = D(f(x)") = nf(x)" " f'(2).

Sats 7.3. Deriveringsregeln féor sammansatta funktioner eller kedjere-
geln.
Antag att f ar definierad i en omgivning till punkten x och att g &r definierad i
en omgivning till f(z). Antag att funktionen f &r deriverbar i punkten z och att
funktionen g ér deriverbar i punkten f(z). Da 4r den sammansatta funktionen go f
deriverbar i punkten x och

(g0 1) () =g'(f(2))f'(z).
Bevis. Lat y = f(z). Enligt karakteriseringssatsen ar
flx+h) = f(@)+ f'(x)h + her (h),
dér €1 (h) — 0, d& h — 0. Vi betecknar k = f/(x)h + hey(h), varvid
flx+h)=y+k,
och dédrmed &r

(go f)(@+h)=g(f(z+h)=g(y+k) =g(y) + g Yk + kez(k)
dér ez (k) — 0, da k — 0.
Alltsa ar
(g0 f)(@+h) =g(y) +g'(y)(f (@)h + her (b)) + (f'(x)h + hei (h))ex (k)
=9W) +9' W) (@h+ g @he(h) + (f (2)h + hex(h))ex (k)
=(go f)(@) +9' W) f'(x)h + hes(h),
dér e3(h) = ¢'(v)e1(h) + f/(x)ea(k) + €1(h)ea(k). Da h — 0, sa &r e1(h) — 0, och

ddrmed géller k — 0, eftersom f &r kontinuerlig i punkten x. Saledes ar ea(k) — 0
och ez(h) — 0.
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Anmaérkningar. (1) For funktionen ¢ i den foregaende satsen anvénds ibland
bendmningen yttre funktion. Funktionen f kallas ibland inre funktion.
(2) Formeln i det foregdende exemplet, D(f(z)") = nf(x)"~1f/(z), kan ocksa er-
hallas med kedjeregeln genom att vélja g(y) = y™ som yttre funktion:

(go f)(x) =g(f(x)) = f(=)",

(9o f)(z) =g (f(2))f () = nf(z)" " f'(2).

(3) Om vi i kedjeregeln for sammansatta funktioner villjer g = f~1 (ifall f~=1
existerar) och antar att g &r deriverbar i punkten f(z) =y, sa ger kedjeregeln och

gof(x)=f"of(a)=ux,

att
(go f)(x) =g (f(2))f (x)
=W f(=) =1,
alltsa ar 1
(f )W) = )
om f'(x) # 0.

Den inversa funktionens derivata i punkten y = f(z) &r alltsa det inverterade
talet till den ursprungliga funktionens derivata i punkten z. Foljande sats visar
att deriverbarheten for funktionen f~! inte behéver antas, utan den foljer automa-
tiskt av deriverbarheten for funktionen f. Observera att vi tidigare bevisade att
kontinuiteten for funktionen f~! féljer av kontinuiteten for funktionen f.

Sats 7.4. Deriveringsregeln for en invers funktion. Antag att A dr ett

intervall och att f : A — R ar en strangt monoton, kontinuerlig funktion. Lat

x € A vara en innerpunkt. Vi antar att det finns ett sadant f'(z), att f'(x) #0.
Dd har den inversa funktionen g = f~%: fA — A derivatan

i punkten y = f(x), med andra ord

1

r—1\/ _
U)W = Frgy

Bewvis. Vi valjer k # 0 sa att g(y + k) &r definierad.

Vi betecknar
h=gly+k)—gy),
varvid
h=gly+k) —z,

och dirmed &r
gly+k)=z+h,
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nar h # 0. Alltsa ar

y+k=flxr+h) =
k=flzx+h)—y=
k= f(zx+h)— f(z).

Da géller

gy+k) —gly) _ h B 1
k S St h) = fa) L)@

Da k — 0, far vi
h=gy+k)—gly) —0,

ty g ar kontinuerlig [Myrberg 3.9.1, en av kontinuitetens stora satser].

Saledes existerar .

g () = Tl

Anmairkning. Tangentens riktningskoefficient véxlar till ett inverterat tal, da ax-
larnas roller byts sinsemellan, y = f(z) och = g(y). Rita bild!

Hogre derivator. Om funktionen f har en derivata i varje punkt i intervallet
A, sa dr denna f’ igen en funktion av z: x — f’(x). Denna funktion kallas
derivatafunktionen till funktionen f. Om derivatafunktionen f’ till funktionen f
har en derivata i punkten x, sa kallas denna den andra derivatan av funktionen f
eller derivatan av andra graden i punkten x och betecknas

J(w) = DO (@) = L),

Generellt sa definieras funktionens derivata av n:te graden i punkten z, ifall den
existerar, som derivatan av funktionens (n — 1):te derivata i punkten z, och for
denna anvinds beteckningen

F® (@)= D™ fa) = L.

T daxn
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8. DIFFERENTIALKALKYLENS GRUNDSATSER

Anmirkning. Dessa saker hor till de viktigaste i kursen!

Den reella funktionen f &r deriverbar i det 6ppna intervallet (a,b), om den ar
deriverbar i varje punkt i intervallet (a,b). Den reella funktionen f &r deriverbar i
det slutna intervallet [a, b], om den &r deriverbar i det 6ppna intervallet (a,b), samt
om f! (a) och f’ (b) existerar.

Vi bevisar hérnéist nagra av de viktigaste resultaten inom differentialkalkyl.
Grundidén &r att f’(zo) visar funktionen f:s "riktning” i punkten xg.

Lemma 8.1. (a) Lat f'(xo) > 0. Da finns det ett o > 0 sa att

f(x)> f(xg), dazog <ax<z0+0
och

f(z) < f(zg),dazg—0 <z <ag.
(b) Lat f’(z0) < 0. D4 finns det ett o > 0 sd att

f(z) < f(zg),dazg <z <20+0
och

f(z) > f(zg),dazg—0 <z <ag.
Bevis. (a) Se boken [Myrberg, Sats 5.2.1].
(b)

f/(l'()) — lim f(I) — f(ZC())

T—x0 x — Xo

< 0.

Da finns det ett o > 0 sa att

f(@) ~ f(@o)

X — Xo

<0,

da 0 < |z —x| <o.Om

O<x—z0<0 dvs. x9<z<0+20,

sa ar
f(@) = f(z0) <0.
Om
—o<x—x90<0 dvs. x9g—0<z< T0,
sa ar

f(@) = f(x0) > 0.

Varning. I Lemma 8.1 behover inte funktionen f vara vixande i nagon omgivning
till punkten ¢, fastén det skulle gélla att f'(z) > 0. Till exempel har vi funktionen

2?sinl + £ diz#0
0,dax=0

)

)= {

som inte dr vixande i nagon omgivning till punkten xy = 0, fastén det nu géller
att f'(0) > 0. Se dven Riknedvningsuppgifterna 12.9 och 12.10.
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Korollarium 8.2. Antag att A ar ett intervall och att f : A — R, samt att
(1) f antar sitt storsta eller minsta vérde i punkten zg € A,
(2) zo inte &r nagon av intervallets dndpunkter,
(3) f'(zo) existerar.
Da ar f'(zo) = 0.
Bevis. Vi kan anta att f uppnar sitt maximum i punkten zo. Om f(xo) vore ett
minimum, sa skulle vi underséka funktionen — f.
(1) Om f’(zo) > 0, sa finns det enligt Lemma 8.1 ett sadant x att
ro<xr<xT9+O0,
och
f(@) > flzo),
men detta dr en motsagelse.
(2) Om f'(zg) < 0, sa finns det enligt Lemma 8.1 ett sadant x att
ro—o<x<Zxo,
och
f(@) > flzo),
men ocksa detta dr en motségelse.
Anmaérkning. Foljande géller INTE: f/(z) = 0 = f far sitt storsta eller minsta
varde i punkten xg.
Exempel. Lat f:[-5,5] —» R,
f(l.):xsa $€[7575}
f'(x) = 32
() =0.
Rolles sats. Lat f vara kontinuerlig i det slutna intervallet [a,b] och deriverbar i
det oppna intervallet (a,b) samt lat f(a) = f(b). Da emisterar det atminstone en
punkt & € (a,b) sa att f'(§) = 0.
Mirk: Eftersom f dr deriverbar i intervallet (a,b), sa dr f kontinuerlig i inter-

vallet (a,b). Som kontinuitetsantagande skulle det alltsa ricka med att anta att f
ar kontinuerlig i intervallets &ndpunkter.

Beuviset for Rolles sats.
(1) Lat forst
f(z) = f(a) = f(b) for alla x € [a,b].
Da &r
f'(z) =0 for alla =,
alltsa vilken punkt som helst i intervallet (a,b) duger som tal &.

(2) Vi kan alltsa anta att f far andra virden &n f(a). Vi antar att f(z) >
f(a) = f(b) for nagot = € [a,b]. Enligt Weierstrass min-max -teorem finns det dé
ett £ € [a,b] sa att f antar sitt storsta virde i punkten .

Saledes &r

f(&) = f(x) > fla) = f(b),
varvid a < £ < b och vidare ar f'(£) =0.

Vi antar sedan att f(z) < f(a) for nagot x. Pa motsvarande séitt som tidigare
sa existerar det ett &, dar f antar sitt minsta véirde, och dar f/(£) = 0.

=
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Differentialkalkylens medelvirdessats (DMVS).

Lat f : [a,b] — R vara kontinuerlig i det slutna intervallet [a,b] och deriverbar i
det dppna intervallet (a,b). Da finns det atminstone en punkt & € (a,b) sa att

:f(b)—f(a)
b—a

f1©)

Anméarkning. DMVS é&r differentialkalkylens mest anvéndbara sats!

Anmaérkning. Den geometriska tolkningen av Rolles sats garanterar (da vi gjort
antagandena) att ifall det for funktionens dndpunkter géller att f(a) = f(b), sa
finns det atminstone en punkt i intervallet, dar tangenten till grafen &ar likriktad
med z-axeln. DMVS garanterar pa motsvarande sitt atminstone en tangent, som
har samma riktning som linjen som férenar intervallets &ndpunkter. Rolles sats fas
alltsa som ett specialfall av DMVS.

Beuviset for Differentialkalkylens medelvdirdessats.
Antag att L &r en funktion, vars graf ar en rak linje, som férenar punkterna

(a, f(a)) och (b, f(b)). Nu dr L(a) = f(a) och L(b) = f(b) samt

EREIUES (0

for alla x.
Vi kan uttrycka pastaendet med hjilp av Rolles sats genom att undersoka diffe-
rensen mellan f(z) och sekanten som gar genom punkterna (a, f(a)) och (b, f(b)).

o(@) = fa) (o) + LO =T gy,
dar ,
L) = f(@) + 1O ),
alltsa ar

for alla « € [a,b]. Da &r g kontinuerlig i intervallet [a,b] och deriverbar i intervallet
(a,b). Eftersom g(a) = 0 = ¢(b), sa existerar det ett & € (a,b) sa att g'(§) = 0. For
detta £ galler att

Exempel. Antag att f &r deriverbar i det slutna intervallet [0,5], att f(0) = 2
samt att |f'(z)| <6, da z € (0,5). Mellan vilka grénser ligger da f(5)?

Losning: For det forsta dr f deriverbar i intervallet [0,5] (speciellt dr f kon-
tinuerlig i intervallet [0,5]). Med stéd av DMVS finns det atminstone en punkt
& €(0,5) for vilken det géller att
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Med stod av antagandena géller da
fB)—f0) _ f(5) -2

6 < = <6
— 5 5 _ b

alltsa ar
—30+2 < f(5) <30+2

och saledes har vi att
—28 < f(5) < 32.

Cauchys generaliserade medelvirdessats. Antag att f, g : [a,b] — R dar kon-
tinuerliga i det slutna intervallet [a,b] och deriverbara i det 6ppna intervallet (a,b).
Da finns det ett sadant & € (a,b) att

(f(0) = f(a)g'(§) = (9(b) — 9(a))f"(&) -
Bewvis. Vi definierar h : [a,b] — R,
hx) = (f(b) = f(a)g(z) — (9(b) — g(a)) f ().

Funktionen h dr kontinuerlig i intervallet [a,b]. Lat a < z < b. Da existerar

W(z) = (f(b) = f(a))g'(z) — (9(b) — g(a)) f'(x).
Vidare ar h(b) = h(a), ty

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(a) — g(b)f(a) + g(a) f(a)
h(b) = f(b)g(b) — f(a)g(b) — g(b) f(b) + g(a) f(b) .
Enligt Rolles sats finns det ett &, dar A/(€) = 0, varur pastaendet foljer.

Anmaérkningar. (1) Rolles sats fas analytiskt ur DMVS genom att vélja f(a) =
£0).
(2) DMVS fas ur Cauchys generaliserade medelvirdessats genom att vilja ett sadant
g att g(z) = z for alla z, varvid ¢'(z) = 1.
(3) Viktig anmérkning! I praktiken anvénds differentialkalkylens medelvirdessats
oftast &ven pa foljande sétt:

Antag att f ar kontinuerlig i intervallet [a,b] och deriverbar i intervallet (a,b).
Lat « € (a,b]. Da finns det ett &, € (a, ) sa att

f(@) = fla) + (&)@ —a),
dér a < &, < x < b. Observera att &, &r beroende av punkten z.

Integralkalkylens fundamentala grundsats. Denna sats betydelsefullhet syns
pa varens kurs Differential- och integralkalkyl I.2!

Antag att f : [a,b] — R dr kontinuerlig och att f'(x) =0 for alla x € (a,b). Dd
ar f en konstant funktion.

Bevis. Lat a < x < b. Vi tillimpar DMVS pa intervallet [a, z], varvid det existerar
ett £ € (a,z) sa att

och dérmed é&r
f(z) = f(a)

for alla x € [a, b].
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Korollarium fér Integralkalkylens fundamentala grundsats 8.3. Detta ko-
rollarium &r viktigt i varens kurs Differential- och integralkalkyl 1.2.
For funktionerna f och g som &r deriverbara i intervallet [a, b] géller att

fl@) =g'(x)

for alla z € [a, ], om och endast om

for alla x € [a,b], dar C € R &r en konstant.
Bewis. Vi tillampar Integralkalkylens fundamentala grundsats pa funktionen f — g,
(f —9)(=) = f(z) = g(z).
Medelviardesolikheten 8.4. Ldt f : [a,b] — R. Vi antar att

(1) f dr kontinuerlig,

(2) f dr deriverbar i det éppna intervallet (a,b),

(3) f'(x) < M for alla x € (a,b).
Da ar

f(b) = fla) < M(b—a).

Om det dessutom gdller att |f'(z)] < M, dr

1£(b) = fa)] < M(b—a).

Bevis. Resultatet foljer direkt av DMVS.

Felberdkning. Vi méter vinkeln ¢, och far 25.1° som dess nérmevérde. Vi be-
tecknar detta med symbolen a. Vi vet métningsnoggrannheten:

lp—al <0.1°=:h.

Fraga: Hur stort kan felet for tan ¢ vara?
Losning: Vi loser uppgiften med hjalp av Medelvirdessatsen (det finns ocksa andra
sdtt). Vi soker en approximation av uttrycket |A|, dir A = tangp — tana. Av
DMVS f6ljer att

|Al = [D tan pll¢ — of,

for nagot p € (a — h,a + h). Nu géller att

1 1

D(t =< ——
|D(tan )l cos? i~ cos?25.20

ty t — cost &r avtagande i intervallet [0, 7] och

cos pu > cos(a + h)
=c0s25.2°.

och dérmed ar

1 0.1
A< 0?2530 180" = 0.002132... = 0.002. Felet &r saledes ungefér 0.2 procent.
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Beteckning. Om A C R &r ett intervall, sa betecknar vi
intA = {z|z &r en innerpunkt for A}.

Punkten z &r en inre punkt for intervallet A, om det existerar ett o, > 0 sa att
U(z,0,) C A.

Foljande resultat dr anvandbart:

Sats 8.5. (Monotonitetssatsen). Antag att A C R dr ett intervall och lat
f A — R vara kontinuerlig i intervallet A och deriverbar i alla punkter x € int A.
Da dr f vaxande, omm

fi(x) =0
for alla x € int A .
Bevis. = i B - f(@)
, ) T+ — f(z
= >
== ="
for alla x.

—: Laty,z € A,y < z.
Enligt Differentialkalkylens fundamentala grundsats finns det ett p € (y,2) sa
att

f&) = fly)=Ff(w)(z-y) >0
= f(2) > f(y).

Funktionen f &r alltsa vixande.

Sats 8.6. (Satsen fOr string monotonitet). Antag att A C R ar ett intervall
och lat f : A — R vara kontinuerlig i intervallet A och deriverbar for alla x € int A.
Da ar f strangt vizande omm

F@) =0

for alla © € int A och om det inte existerar ett intervall Ay C A, dar f'(x) =
0 for alla x € Aq.

Bevis. =>: Av monotonitetssatsen 6ljer att f'(z) > 0 for alla € A. Om det
existerar ett Ay, dar f'(z) =0, sa ar f A konstant enligt integralkalkylens funda-
1

mentala grundsats, dvs. f ar inte strangt vixande.
<=: Av monotonitetssatsen foljer att f dr vixande. Om f inte ar strangt
véaxande, sa finns det tal y < z sa att f(y) = f(z). Da ar f‘[ ] konstant (eftersom
Y,z

f ir vixande), varvid f’(z) = 0 for alla z €]y, z2[= A;, men detta ir en motsiigelse.
Dérmed ar f strangt vixande.

Extremviarden. Antag att f ar definierad i en omgivning till punkten zy. Da ar
2o en lokal maximipunkt till funktionen f, om det finns en omgivning U(z,r) till
punkten zg sa att

f(@0) = max{f(z)|z € U(zo,7)}
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dvs. att f(z) < f(xo) for alla x € U(zg,r). Da ar f(zo) ett lokalt maximivérde for
funktionen f.

Pa motsvarande satt definierar vi en lokal minimipunkt och lokalt minimivérde.
De gemensamma bendmningarna ar lokal extrempunkt och lokalt extremvérde.
Punkten zg ar en véasentlig lokal maximipunkt, om det existerar ett » > 0 sa
att f(z) < f(zo) for alla x € U(zo,r) \ {zo}-

Vi repeterar Korollarium 8.2 och formulerar om det:

Sats 8.7. Om punkten x¢ dar en extrempunkt for funktionen f och om f'(zo) exi-
sterar, dar f'(zo) = 0.

Enbart villkoret f/(zg) = 0 garanterar dock inte att xo dr en extrempunkt.
Funktionen f(z) = x3 ger med virdet x¢ = 0 ett exempel pa ett fall dir f/(z¢) = 0,
men dir xg 4nda inte dr en extrempunkt. Harnést presenterar vi det sk. f’-testet
for lokala extrempunkter.

Sats 8.8. (f’-test for extrempunkter). Vi gor foljande antaganden om funk-
tionen f:

(1) f dr kontinuerlig i en omgivning U(xg,r) till punkten xo och

(2) f ar deriverbar for alla x € U(zg,r) \ 20 .

Om det dessutom gdaller att (3)

{ fi(x)>0,dixzg—71<z<z0
fl(x) <0, dixog<x<z9+T,

sa dr xo en vasentlig lokal maximipunkt for funktionen f.
Om villkoret (3) ersdtts med villkoret (37)

{ flx) <0, dixg—r <z <m
fl(x) >0, dixg<x<mg+T,

sa dr xo en vasentlig lokal minimipunkt for funktionen f.

Bevis. Se borjan av beviset i boken [Myrberg, Sats 5.6.1]. Av den foregaende mo-
notonitetssatsen [Myrberg, Sats 5.5.3] far vi att f ar strangt avtagande i intervallet
(xo—m,x0) och strangt vixande i intervallet (zo, zo+7). Pastaendet foljer av detta.

Sats 8.9. Vi gor féljande antaganden om funktionen f:

(1) f dr kontinuerlig i en omgivning U(zq,r) till punkten zo och

(2) f ar deriverbar for alla © € U(zg,r) \ {zo}-

Vidare antar vi att

(3) f'(x) har samma fortecken overallt och att f'(x) # 0 for alla x € U(zo,7) \
{zo}.

Da dr xg inte en mazximipunkt for funktionen f.
Bevis. Funktionen f dr stringt monoton i intervallet U(xg, 7).
Exempel. f:R — R, f(z) = 2% och 2y = 0.

Sats 8.10. (f”-test for extremvérden). Antag att f ar definierad och deriverbar
i en omgivning till punkten xo, att f'(xo) = 0 samt att f"'(xo) > 0 existerar. Dd
ar xo en lokal minimipunkt for funktionen f. Om f"(xz¢) < 0, sd dr zo en lokal
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mazimipunkt for funktionen f. Om f"(xo) = 0, sd kan vi inte siga nagonting om
funktionens extremvdrden i punkten x.

Bevis. Antag att f”(zp) > 0. Vi tillimpar Lemma 8.1 pa funktionen f’. Det
existerar ett sadant o > 0 att
fl@)> flxo)=0,dazg <z <z0+0
{ flx) < flxo) =0,daazg—0o <z <ap.
Av f’-testsatsen [Myrberg 5.6.1] foljer att zo &r en lokal minimipunkt. Fallet
f"(x0) < 0 behandlas pa motsvarande satt. Om f”(z) = 0, s kan zo vara el-
ler inte vara en extrempunkt.

Exempel. Lat
fR—R f(z)=2a".
h:R—R, h(z) = —a.
g:R—-R, g(z)=21>
Funktionen f har en lokal minimipunkt i noll (i sjilva verket en global mini-
mipunkt), funktionen h har en lokal maximipunkt i noll (i sjalva verket en global

maximipunkt), och funktionen g har inte en extrempunkt i noll. Rita bild!

Paminnelse. Strax fére Weierstrass min-max -sats definierade vi begreppen stors-
ta vardet for en funktion och minsta vérdet for en funktion. Lat A C R vara en
miéngd och f: A — R en funktion. Ifall

max f(A) = max fA = max{f(z)|z € A} = max flx),

existerar, ar det det storsta vardet for funktionen, dvs. ett globalt maximivérde.
Saledes ar M det storsta vardet for funktionen f omm

(1) f(x) < M for alla z € A och

(2) f(x) = M for nagot x € A.

Pa motsvarande sitt definierar vi det minsta vérdet for funktionen f, dvs. det
globala miniméardet:

min f(A) = min fA = min{f(z)|z € A} = 1;[1612 flx).

Korollarium 8.11. En funktion som &r deriverbar i det slutna intervallet [a,b]
uppnar sitt storsta (och likasa sitt minsta) vérde i intervallets &ndpunkter eller i
derivatans nollstéllen.

Korollarium 8.12. En funktion som &r kontinuerlig i det slutna intervallet [a, b]
uppnar sitt storsta (och likasa sitt minsta) virde i intervallets dndpunkter, i deri-
vatans nollstéllen eller i icke-deriverbarhetsstillen (med andra ord i en punkt, dér
derivatan inte existerar).

Anmirkningar. (1) Antag att A C R &r ett intervall. Lat f : A — R vara en
funktion. Vi skulle ha kunnat definiera, att funktionen f har en lokal maximipunkt
ixoom f(xp) ar det storsta vardet for funktionen f i nagot intervall U(xg, o) N A
som innehéaller punkten zg. Da skulle en lokal extrempunkt &ven kunna vara en
andpunkt till intervallet A. L. Myrberg och J. Vaiséla har valt att definiera endast
i innerpunkter zy och vi gjorde déarfor detsamma hér.

(2) T extremvirdesuppgifter bor man undersoka (vid behov)
derivatans nollstéllen,
intervallets andpunkter,
icke-deriverbarhetsstéllen och
diskontinuitetsstéllen.
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Exempel.
(1) Lat f : R — R vara sadan att f(z) = 32* + 423 . Bestdm det storsta och
minsta virdet for funktionen f.

Losning: f(z) = 3x* + 423, f #r kontinuerlig och deriverbar. Eventuella lokala
extrempunkter:

f'(x) = 12203 + 1222 = 1223 (2 + 1),
flx)=0

omm
r=0 eller x=-1.

Den lokala extrempunktens art klargors genom att rita teckenschemat som redan
ar bekant fran skolkursen. Rita ett teckenschemal

Enligt teckenschemat dr —1 en lokal minimipunkt, men 0 &r inte en lokal ex-
trempunkt. Se f’-testet och Sats 8.9.) Séledes ar —1 en lokal minimipunkt. Ovriga
lokala extrempunkter finns inte.

Globala extrempunkter:

fllzy<O0forallaz < —-1=f ( ar strangt avtagande.

—o0,—1
f'(x) >0 far allaz > —1 och f'(x) =0, néirx =0eller z = -1 = f ( ) ar
—1,00
strangt vixande.

Darmed ar —1 en global minimipunkt. Ett globalt maximum existerar inte, ty
lim, o0 f(2) = 0.

Svar: f(—1) =3 —4 = —1 &r det minsta virdet och det storsta virdet existerar
inte.

(2) Lat f:[-2,6) = R, f(z) = 2® —32%> —92+5. Bestim det stérsta och minsta
vérdet for funktionen f i intervallet [—2, 6].

Losning: Funktionen f &r kontinuerlig och deriverbar i det slutna intervallet
[—2,6]. Nu ricker det att undersoka nollstéllena for derivatan f’ av funktionen f,
samt intervallets &ndpunkter.

f'(x) =32% — 62 —9
fl(x)=32>—62—-9=0

6+1/36—4-3(—9) 6+ /36— 108
T = =

3-2 6
C6+£VI4d 612
B 6 6
alltsa ar
=3 eller z=-1,

saledes dr —1 och 3 eventuella extrempunkter. De enda eventuella extrempunkterna
ar darmed —2,—1,3 och 6.
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F(=1)=—1-3+9+5=10,

f(3) =27 —27 — 27+ 5 = —22; minsta vérdet,
f(-2)=-8-12+18+5=3,

f(6) =216 — 108 — 54 + 5 = 59; storsta vérdet.

Svar: Det storsta vardet ar f(6) = 59 och det minsta vardet ar f(3) = —22.
Observera att vi i denna uppgift inte alls behévde underséka extrempunkternas
art.

En kurvas krokning. Grafen for en funktion f som ar deriverbar i intervallet
A kallas konvex, om grafen inte i ndgon punkt i intervallet ligger nedanfér nagon
tangent till grafen. Vi utesluter alltsa inte riata kurvor.

Grafen for en funktion f som &r deriverbar i intervallet A kallas konkav, om
grafen inte i nagon punkt i intervallet ligger ovanfor nagon tangent till grafen.

Bevara det geometriska synséttet!

Sats 8.13. Grafen for en funktion f som ar deriverbar tva ganger i intervallet A
ar konvex omm f"(x) > 0 i hela intervallet.

Bewvis. Rita bild! Tangentens ekvation i punkten (zo, f(x¢)) ar
y— f(wo) = f’(fﬂo)(x — ) -

Skillnaden i y-lage mellan grafen och tangenten i punkten x ar saledes

d(z) = f(x) = (f(zo) + f'(x0)(z — w0)) -

Med stod av Differentialkalkylens medelvérdessats finns det ett sadant &, € (zo, )
att

d(z) = f(z) = f(xo) = f'(20)(x — o)
= f/(gz)(x —x0) — f/(x(,)(m — )
= (f'(&) = f'(z0))(z — z0) -

Vi pastar att d(z) > 0, omm f”(x) > 0.

Om f”(x) > 0 i intervallet A, s ar f’ vaxande, och darmed ar d(z) > 0.

Om d(z) > 0 i hela intervallet A, sa &r f”(x) > 0 i hela intervallet A. Ifall
det i nagon punkt zp hade gillt att f’(zo) < 0, sa skulle Lemma 8.1 (tillimpat
pa funktionen f’) ge att talen x — zg och f'(&;) — f/(zo) har olika tecken, da x &r
tillréickligt ndra punkten z och saledes skulle d(z) < 0.

Sats 8.14. Grafen for en funktion f som dar deriverbar tva ganger i intervallet A
dar konkav omm f"(x) < 0 i hela intervallet.

Bewviset motsvarar beviset for Sats 8.13.

Inflexionspunkt. Antag att funktionen f &r deriverbar tva ganger i en omgivning
till punkten . Punkten zq dr en inflexionspunkt till funktionen f, om f”(zo) =0
och f” byter tecken da vi passerar punkten zg.
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Exempel. (1) Lat f:R > R,

flx) =% -3z
fl(z)=32>-3
' (z) =6x.

Da dr f”(z) =6z >0, omm z > 0.
Funktionen f dr konkav i intervallet (—oo,0] och konvex i intervallet [0,c0).
Origo ar en inflexionspunkt till funktionen f.

(2) Lat f: R — R, f(x) = 2% — 322 — 92+ 5. Vi undersdkte tidigare extremviir-
dena i intervallet [—2, 6].

() =3z -6z -9

f'(x) =6x—6.
Da ar f”’(x) =0, omm = = 1. Eftersom f”(z) <0, da z < 1, och f”(z) > 0, da
2 > 1, har funktionen f en inflexionspunkt i punkten 1.

Funktionen f dr konkav i intervallet (—oo, 1] och konvex i intervallet [1,00).
I’Hospitals regel. Vi undersoker gransvardet lim,_.., %7 da f(zg) = 0 och
g(zo) =0.

Den enkla formen av I'Hospitals regel: Lat f och g vara definierade i en omgiv-

ning till punkten zo och deriverbara i punkten zo. Om f(z¢) = 0, g(zo) = 0 och

g'(xo) # 0, ar
@) _ f'(wo)

a=wo g(x)  g'(w0)

Beuis.
IR =
T gl@)—g(zo0)
g(z)  elz)=glro
!
_, F(xo) 7
g'(x0)
dax—xp.
Exempel. Bestam
621‘ esinz
lim

Vi antar att det ar ként att

De®” =e”

Dsinx =cosx.

Lat nu
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Funktionerna f och g dr deriverbara, f(0) = ¢(0) = 0 samt ¢’(0) # 0,
g'(z) = " (cos(e” — 1))
g (0)=e’cos0=1#0.
Vi deriverar téljaren och ndmnaren och substituerar x = 0.

2¢%* — (cos a?)eSi‘“c 2—-1
(cos(er — 1)er) 1

Alltsa ar
2
lim —— =1.
2—0 sin(e® — 1)

sin
—€

Den mera krévande formen av 'Hospitals regel: Antag att s dr nagon av beteck-
ningarna a, a+,a—, o0 eller —oo, dir a € R. Antag vidare att funktionerna f och
g ar deriverbara i intervallet A och antag att

1y
(1) im L&) _p
a=s g'(x)
existerar. Ifall
(2) lim f(z) = lim g(z) =0
eller
3) lim |g(2)] = oo,
sa ar fa)
x
lim —— =

Anmaérkningar. (1) Antagandet innehaller implicit f6ljande antaganden: f och
g ar definierade och deriverbara néra s och ¢’(x) # 0 nira s.

(2) Fallet lim,_,, foljer av fallen lim, 44 och lim,_,,_, ty lim,_,, h(z) existerar
omm gransvéirdena lim,_,,4 h(z) och lim,_,,_ h(x) existerar och ar lika stora.

(3) Guillaume de I'Hospital (1661-1704) var en fransk matematiker.

Vi formulerar fallet lim,_,, noggrannt i satserna 8.15 och 8.16 dér L € R.

Sats 8.15. Antag att funktionerna f och g dar deriverbara i intervallet (a,b), att
g(x) #0 for alla x € (a,b) samt att g'(x) # 0 for alla x € (a,b).
Antag att

fx) _
(1) Iirgl+g,(x)fLER.
Ifall
©) Jm f(z)=0= lim g(z),
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ar
T
lim —f( ) =
s—at g(z)

Bewvis. Eftersom g¢'(z) # 0 for alla « € (a,b), sa ar ¢’(z) > 0 eller ¢’(x) < 0 i hela
intervallet (a, b).

Lat a < x < y < b. Cauchys generaliserade medelvérdessats ger att det existerar
ett sadant € € (x,y) att

(f(y) — F(2)g'(€) = (9(y) — g(x)) f(€),

dar g(y) — g(x) # 0, ty g ar stringt monoton.
Darmed ar

fy) = f) _ 1)
gy) —g@) g€

(1%)
Ifall € > 0 &r givet, far vi med stod av fall (1) att det existerar ett o > 0 sa att

f't)
g't)

(2*)

—L’<€7

daa<t<a+o.

Antag nu att a < y < a+ 0. Vi viljer z € (a,y). Da finns det ett £ € (z,y) sa
att (1*) géller. Eftersom a < < { <y < a + o, sa géller (2*) da vi substituerar
t = £. Kombinerat med det foregaende far vi alltsa att

fly) = f(=)

o) —a(e) IO

daa<z<y<a+o.
Med en fixerad punkt y later vi punkten x nirma sig punkten a fran positiv
riktning, varvid f(z) — 0 och g(z) — 0 enligt antagandet (2). Darmed &r

da a <y < a+ o, och saledes &r

Pastaendet blev alltsa bevisat.

Sats 8.16. Antag att funktionerna f och g dr deriverbara i intervallet (a,b), att
g(x) # 0 for alla x € (a,b) samt att g'(x) # 0 for alla x € (a,b).
Antag att

f'(z)

=LeR.
zl»l}z{k g’(m)

1)
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Ifall
(2) Jim, g(@) = oo
a f()
. x
Loy T

Bevis. Nu ar g strangt avtagande. Detta foljer av att ¢'(x) # 0 for alla x € (a,b)
och att lim, .4 g(z) = co. Antag att e > 0 ar givet. Pa basen av antagandena (1)
och (2) finns det ett ¢ € (a,b) sa att

!

f(t)fL’<§7
g'(t) 2
dia<t<ecochg(t)>0,dia<t<e.

Vi fixerar punkten y € (a,¢1). Lat z € (a,y). Enligt Cauchys generaliserade
medelvirdessats finns det ett £ € (z,y) sa att

f) —f@) _ [
9(y) —glz) (&)

Jamfor detta med beviset for foregaende sats.
Dérmed ar

(2*)

=
&
\N

fx) —fly)+ fy)
9(x)

f2) = fy) 9@ —9()  f)

~ (@) —gW) g9(x)

_ O 9wy, f)

= v (i) T

Eftersom ¢ &r strangt avtagande och x < y, ar

g(x)

9(y)
g(z)

Med stod av (2*7) har vi darmed att

< (3)(-22) - 18

Enligt antagandet (2) finns det ett co

1-— > 0.

€ (a,y) sa att
€ 9w\ |, f)
L+ 7> (1 ) NPLC) Iy
( 2 g(x)/)  g(@)
sa lange a < x < ca.
Pa motsvarande satt ar % > L —eiintervallet a < z < c3.
Vi véljer nu ¢4 = min{cz, ¢3}, varvid
L — L‘ <€,
9(x)

daa<z<ey.
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Anmairkning. Aven fallen, dar L = oo eller L = —oco kan bevisas pa motsvarande
satt.

Exempel. Bestim lim, o4 zlnx.
Vi antar att det ar ként att DInx = % for alla > 0.
Losning:

da 2 — 0+. Eftersom satsens (2) antaganden géller i intervallet (0,c0), kan vi
tillimpa ’Hospitals regel:

Inx
lim zlnz = lim ——
z—0+ a0+ 1
1
= lim —%-=- lim z=0.
z—0+ —zz r—0+

Anmarkning. Da vi undersoker gransvardet for uttrycket (zg kan vi tillampa

I’'Hospitals regel pa nytt, med andra ord kan vi undersoka uttrycket 77 (1) Satsens
antaganden maste dock kontrolleras skilt for varje steg!

Exempel. Bestam
lim T —sinx
im

2—0 & — COSX

Vi antar att det ar kant att

Dsinx = cosx

Dcosx = —sinx
Losning:

T —sinx 0

e SN

T — T COST 0

da z — 0. Vi kontrollerar att antagandena géller och deriverar:

1—cosx

oo

1—cosz+xsinz
da z — 0. Vi kontrollerar att antagandena géller och deriverar:

sinx

oo

sinx 4+ sinx + x cosx

da x — 0. Vi kontrollerar att antagandena géller och deriverar:

—

Cos ™

_
2cosx + cosx — xsinx 3’

da xz — 0.
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Exempel. Visa att

Losning:

da x — oco. Med stéd av 'Hospitals regel existerar det sokta gransvérdet ifall

1) lim

2500 3631

existerar. Igen har vi att 52

(1) ifall

— 2, d& x — oo. Enligt 'Hospitals regel existerar

m ——
z—00 93T

existerar. Eftersom det vidare géller att

P
lim —— =0
zi»n;o 9@375 ’

sa ar )
lim — =0.

r—00 631
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9. ELEMENTARA FUNKTIONER

Polynom. Funktionen P,,
Py (x) = apnaz™ 4+ apn_12" " 4+ +ag,

dar an,an_1,...,a9 ar konstanter och a, # 0, kallas ett polynom, vars gradtal ar
n. Vi betecknar: deg P = n. Ett polynom, vars alla koefficienter ar noll, kallas ett
nollpolynom, och det betecknas med symbolen O. Vidare definierar vi deg O = —oo.

Anmaérkningar. (1) Polynomet P, dr kontinuerligt i hela R.
(2) Polynomet P, = "7 a;x" dr deriverbart i hela R och dess derivata &r

P’rlL(‘r) = nanx7171 + (n — l)an,lx”*Q + -+ ay

n
= g ja;xtTL.
i=1

(3) Om gradtalet for polynomet P, ar jamnt, sa har polynomet P, atmintstone
ett reellt nollstille. Detta foljer direkt av Bolzanos sats. Se dven Réknedvnings-
uppgift 6.8 och 10.10.

(4) Lat

P(z) =apa" + -+ a1z +ag,
déar n > 1 och a, # 0.

Bestam lim, oo P(z).
Eftersom

sa géller

da x — oo, om a, > 0, och
P(z) — —o0,

da x — oo, om a, < 0.
(5) Om P och @ é&r polynom, sa ar ocksa P + @Q, P — Q och PQ polynom.
Dessutom ar
deg(P + Q) < max{deg P,deg Q}
deg(PQ) = deg P + deg Q,

om P # O och Q # O.

Vi presenterar harndst nagra andra egenskaper for polynom.

Sats 9.1. Om z; dr ett nollstdlle for P,, sa ar P,(z) delbart med termen (z — 1),
med andra ord

Pu(z) = (. — 21)Qn-1(2),
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dir Qn—1(x) dr ett polynom av graden (n — 1).

Bewvis. Vi bevisar med induktion att
e =yt = (z—y) (@ 2" Py 4y,
se Handledning 1.3. Eftersom P,(x1) =0, ar

P,(x) = Py(x) — Py(21)
=ap(z" —aP)+ - +a(zt —2}) +ag —ao

= (1 - wl)(bn—lxnil -+ bO) )

dar
bp_1=an
bn—2 = ap%1 + ap-1
bo=anz 4 ta.
Korollarium 9.2. Om polynomet P, har n olika nollstillen z1, ... ,z,, sa ar

P,(z) =an(z —z1)(z —22) -+ (x — ) .

Korollarium 9.3. Ett polynom P, av graden n kan ha hogst n olika nollstéllen.
p-faldigt nollstéille. Om

Pp(z) = (. — 21)" Qn-p() ,
dér z; inte &r ett nollstélle till polynomet @,_p, sa siger vi att z; ar ett p-faldigt
nollstélle till polynomet P, (alltsa den p-faldiga roten till ekvationen P, (z) = 0).

Sats 9.4. Om z; dar ett p-faldigt nolistdlle till polynomet Py, sa dr zy ett (p —1)-
faldigt nollstalle till polynomet P,

Beuvis. Eftersom
Pn(.l') = (T - iﬂl)an*p(fE) )

dér Qp—p(z1) # 0, sa ar

P()

pla = 21)P ' Qup(a) + Q) () (& — 21)"
= (z — 2P (pQu—p(2) + (2 — 2,)Q},_,(2))
=(z— 2P H(x),

dér
H(x) = pQn—p(7) + (z — 21)Q),_,(2)

ar ett polynom for vilket det géller att H(zy) # 0.
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Binomialsatsen 9.5. Med induktion bevisar den sa kallade Newtons binomialfor-

mel:
n __ n n n n—1 . n n
(a+D) —(0)(1 +(1)a b+ +<n>b
_ Z (Z) an—kpk
k=0
- n! n—kpk
= a" ",
k;) kl(n — k)!
dar talet "n Gver k7, (2) = k,(n"—lk),, kallas binomialkoefficient. Trivialt géaller

(d) = (")
Kom &ven ihag Pascals triangel da du rdknar binomialkoefficienterna!

Anmaérkningar. (1) For polynom géller den sa kallade delningsekvationen:
Om P, och Qpm,n > m, (Qn # O), ar polynom, sa existerar det entydiga
polynom H och K sa att
P, = HQm +K,

dar gradtalet for polynomet K ar ldgre &n gradtalet fér polynomet Q.
Se Myrbergs bok, Sats 3.4.1.
(2) Da n = 1,2,3,4, far vi polynomet P,:s nollstéllen, alltsa 16sningarna till
ekvationen
a4+ +ag=0,

algebraiskt, dvs. losningarna fas genom att utfora en dndlig méngd additioner,
subtraktioner, multiplikationer och divisioner samt rotoperationer Da n > 5, hittas
inte losningarna langre algebraiskt. Detta bevisade den unge norske Niels Henrik
Abel ar 1823.

Rationella funktioner. Funktionen R,
P(x)
Qx)’

déar P och @ &r polynom och @ # O, kallas en rationell funktion.
Den naturliga startméngden for den rationella funktionen R ar R\{z : Q(z) = 0},
dar {z : Q(z) = 0} ar en andlig méngd [Myrberg, Sats 3.4.4].

R(z) =

Exempel. Den naturliga startméngden for funktionen

2% 4+ 5z +1
Blo) ===
arR\ {—1,1}.

Anmairkning. Antag att

P(z)=ao+az+ -+ apz™,
Q(x) =bo +brx+ -+ bpa™,



RHS/HOSTEN 1999/DIFF. INT. 1.1

dar a,, # 0 och b, # 0. Lat

P(z)
R(z) = .
= aw
Da ar
0, om m < n.
lim R(z) = o0, om m > n; fortecknet bestdms av termen =
€r—00 n

4m om m = n.
b ?

Bewvis. a) Om m < n sa géller

L[t
R(z) = xn—m( o . )
0

zn

da x — oo.

b) Om m > n sa géller
St tan
R(I):xnzfn(zb a )
20 4+...4+b,

"

och R(z) — oo, da 2 — oo, ifall §= > 0.
Om §= <0, sa giiller R(z) — —oc, da & — oo.

¢) Om m = n sa giller

a
4t am

Loty
am
., om
by’
da x — oo.
Sats 9.6. Lit R(z) = 2% 2 € R och Q(x0) # 0 # P(xg). Di ir

Q(z)
lim |R(z)| =o0.

T—T

Bewvis. Eftersom
Qz) = (z —x0)" Q1 (2),
dér m > 0, Q1 dr ett polynom och Q1 (zo) # 0, sa &r

_ L _IP@l
|R(z)| = [z — zo|™ Q1 ()]
. IPE)l

|Q1($U)‘ 7

da z — xo.
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Algebraiska funktioner. Funktionen f kallas algebraisk, om den uppfyller ekva-
tionen

Pz, f(x)) =0,

dér P ar ett polynom med tva variabler. Funktioner som inte &r algebraiska kallas
transcendenta funktioner. Sadana ér till exempel exponentialfunktioner och trigo-
nometriska funktioner. Med ett polynom med tva variabler menas att P(z,y) &r

av formen
n n
P(z,y) = Zzaijmly] )

i=1 j=1
dar a;; € R.
Exempel. Antag att f : (0,00) — (0,00), f(z) = x. D& ar funktionen f

algebraisk, ty
fl@)=y="z
och
P(a,y) = o —y* = 0.
Exempel. Polynom, rationella funktioner och rotfunktioner &r algebraiska funk-

tioner.

Elementéara funktioner. Genom att utféra additioner, subtraktioner, multiplika-
tioner, divisioner samt sammanséttning av funktioner pa algebraiska funktioner och
olika transcendenta funktioner (till exempel exponentialfunktioner, trigonometriska
funktioner och deras inversa funktioner), far vi funktioner, som kallas elementéra
funktioner.

Exempel. Foljande funktioner &r elementara funktioner:
arcsinx,
Inx,
cos(z? + e”),

.

Vi undersoker nu egenskaper for nagra transcendenta elementéira funktioner.
Exponentialfunktionen e*.

1
e= lim (14 -)" ~2,7182...
n

n—oo
Vart mal ar att definiera e® for alla x € R.
Repetition.
(1) =1
2" =™t r e R,m € Z,n € Z
(™)t =™ zeRmMEZLnEL

8

"=—mneNuxz#0.
xTL
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(2) Efter satsen om den inversa funktionens kontinuitet definierade vi funktionen
T

3=

Talet » definieras genom att sammansétta funktionerna

fl)y=a7 och g(y)=y™,

med andra ord

Vi upptécker att

diar m € Noch n € N,z # 0.

Funktionen z +— x% #r definierad i intervallet [0, 00), och om n #r jimnt si ir
den definierad i hela R.

Réknereglerna for heltalsexponenter ger att

n m = (nﬁ)m

P m | p
TR =axn T,

Observation. e® ar definierad, da x € Q,

6% _ (n\/é)m —n \fem

eTTY = e%eY
() = e
el =1.

Da géller

(1)omz =", mecNochneN,dvs. x>0,saére” > 1, ty e > 1, och ddrmed
&rew >1och e® > 1. Av detta foljer att funktionen

(2) e® &r striingt vixande i mingden Q, eftersom e” ™" = e%e > ¥ da h > 0.

Sats 9.7. f:Q — R, f(z) = e", dr kontinuerlig.

Bevis. (1) Vi visar att funktionen f &r kontinuerlig i origo. Lat € > 0. Vi viljer
ett n € N sa att

n—1

>1—e€.

L<1+e och
n—1 n

Detta kan vi gora da vi viljer n > 1€,

Antag att x € Q ar sadant att |z| < % Vi skall visa att
le® — 1] <e.

Eftersom f% <z< %, sa ar

ty e® ar viaxande.
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Nu ar
1 n
en < —— < 1+4e€
n—1
och

1 n—1
-1 >

T >1—e¢,

e

eftersom (1 — 1) &r viixande och (1 — 1) < 1. (Detta resultat bevisas senare.)

Alltsa ar
le® —1] <€,

och f ar darmed kontinuerlig i origo.
(2) Antag att zo € Q. Vi visar att f &r kontinuerlig i punkten zo.
Lat € >0 och h € Q. Da ar

|f (zo + h) = f(wo)| = [e™F" — e

= |emoeh — e = et — 1],
Eftersom funktionen f &r kontinuerlig i origo, sa existerar det ett § > 0 sa att
le® —1] < ee™0,

da

h| <.
Da ar
|f(xo+ h) — f(zo)] <e.

Definition. Om z € R\ Q, sa &r
e’ =sup{e’|r e Q,r < z}.
Denna méngd ar uppifran begrénsad; om vi véljer ett s € Q,s > x, sa ar e” < e*
for alla r < s. Alltsa ar
e’ =supe” <e’.
Av trycktekniska skél betecknar vi dven
e = exp(),
varvid exp : R — R.
Héarnést undersoker vi exponentialfunktionens egenskaper.

Lemma 9.8. Lat z € R, z,, € Q, x,, < x och x,, — x. Da ar
exp(an) — exp(r) .

Bevis. Om x € Q, sa foljer pastaendet av att f : Q — R, f(z) = e”, &r kontinuerlig.
Lat z € R\ Q och antag att € > 0 ar givet. Da finns det ett » € Q sa att r <  och
e > e* — ¢, eftersom e* = sup{ef|p € Q,p < z}.

Vi viljer ng sa att x,, > r, da n > ng. For dessa n giller att

e’ —e<e" < < e’

eftersom e* &r stringt vixande i méngden Q och z,, € Q.
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Sats 9.9. e*™Y = e%¢Y for allax € R och y € R.

Bevis. Vi viljer tva vixande rationella talfoljder (z,) och (y,) sa att

Tn, — T
Yn — Y,
varvid
Tp+Yn —2x+Y.
Eftersom

eTntUn — oTnln ,
sa ger Lemma 9.8, da n — oo, att

TV = %Y .

Lemma 9.10. e* > 0 for alla x € R.

Bewis. Fallet dir € Q bevisades redan tidigare.
Om z € R\ Q sa véljer vir € Q,r < z, varvid vi far

e*>e" >0,

ty . = {eP

p<z,peQ}
Lemma 9.11. z — exp(x) &r strangt vixande i R.

Bevis. Om h > 0, s dr e® > 1, eftersom vi kan vélja ett r € Q sa att 0 < r < h,
och dérmed é&r

e >em>1.
Lat nu x < y, varvid y = x + h, h > 0. Alltsa ar

eV = e"th = g%l > o7

eftersom e® > 0 och e > 1.
Repetition. Vi har tidigare bevisat foljande sats.

Sats 9.12. Lat x € R. Da ar foljden (x,,), dar

T n
Ty = (1 + 7) ,
n
vazande for de n, for vilka n > |x|. Dessutom dr foljden (x,) uppifran begrinsad.

n
Anmarkning. Da x =1, far vi Nepers tal e = lim, (1 + %) .
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Anmérkning 9.13. Den véxande talf6ljden (1 - %) har gransvérdet %

Beuis.

N T 6’
(1+%)

da n — oo, da vi tillimpar fo6ljande hjalpresultat.

. 1\"
ﬂ&(“ﬁ) =1,

Hjalpresultat 9.14.

eftersom
1\" 1
1><1_ﬁ> Zl—ﬁ(n)
1
=1-——=1,
n
da n — oo.

Ovan har vi anvént Bernoullis olikhet: (14 z)® > 1+ nz,n € N,z > —1.

Lemma 9.15. )
lim en =1
n—oo
och )
lim e » =1.

n—00

Bevis. Den vixande talfoljden (1 — %) har grénsvardet %, da n — oco. Alltsa ar

1 1
1—-—-)< -
( n) e
och
n—1
1
n en
Saledes ar
1 n
en < —— =1

n—1 +n71'

A andra sidan géller dessutom
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dvs.
1 n+1 1
1+—= <en.
n
Déarmed ar
1 1 1
1+-<er <14 ——0
n n—1

sa enligt instdngningssatsen ar

. 1
lim en = 1.
n—oo

11 o
Eftersom ewe™n =1 sa ar

. _1
lim e"» =1.
n—oo

Sats 9.16. Funktionen x +— e® dr kontinuerlig i R.

Bewis. Lat xo € R. Vi visar att funktionen f &r kontinuerlig i punkten zg.

(a) Om zp = 0. Lat ¢ > 0. Av de foregaende lemmorna foljer att

1
en — 1
och .
e n —1,
da n — oo.
Alltsa finns det ett n, for vilket
lem —1| < e

och )
le7n —1| <e.

Speciellt ser vi att
1 1
en —1<e och e n—1>—¢.
Da |2| < L, sd ér
_1 © 1
e <et<en,

och saledes ar
—e<e’—1<e.

Alltsa ser vi att
le* —1] <e.

Dérmed ar funktionen f kontinuerlig i origo.
(b) Om zq &r en godtycklig punkt i R sa &r

eroth — erogh _ oo . 1,

da h — 0, enligt (a)-fallet. Alltsa &r funktionen e” kontinuerlig i hela R.
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Lemma 9.17.

.oet—1

lim =1.

x—0 x

Bevis. Vi har tidigare bevisat att

1 n
(1+—) —e,dan — oo
n

" 1 .
1-—-) —-—,dan— o0,
n e

och

och dérmed ar

1 1
1+ = <en <14 —0\,
n n—1
och
1 1 1
1 —<er —1< .
(1) n ¢ n—1
Lat z € (0,1). Vi véljer ett sadant n, att
1
— <x< .
Ny N, — 1
Eftersom e® dr strangt vixande sa ger (1) att
1 1
—<emr—l<e’—1<emT 1< .
Ny Ny — 2
Saledes &r
1 < e’ —1 < 1
TNy x z(ng — 2)
Eftersom
1 1
— <z <
Ny ng — 1
har vi att
ng —1< — < n,
Vidare géller
ng —1 T —1
L < < lz
Ny T Ny — 2
Da x — 04, ser vi att n, — oo, sa de 6vre och undre grinserna nérmar sig talet 1,
dvs. 5 _1
lim &= =1.
x—0+ T
Om z < 0, sa ar
e —1 eltl—1 1 fell -1
z —lz| elrt\ |z
1
——--1=1,
1
da x — 0.
Darmed ar
et —1
lim =1.
z—0 x



RHS/HOSTEN 1999/DIFF. INT. 1.1 79

Sats 9.18. Funktionen x +— €* dr positiv, stringt vizande och deriverbar i hela R
och De® = e®. Dessutom dr

lim e* =00  och lim e* =0,
€r—00 €r— —00

och e® wvazxer fortare dn alla potenser P, p € N, dvs.

Bevis. (1) I de foregaende lemmorna har vi bevisat att exponentialfunktionen &r
positiv, strangt viaxande och kontinuerlig.
(2) Eftersom e > 1, sa ar

lim e" = oo,
n—oo

sa eftersom e® ar strangt vixande géller dven att

lim e* = o00.

Tr—00
Vidare géller att
. T . —t . 1
Iim e*=1lme "= lim —=—=0.
T——00 t—o00 t—o00 et X

(3) Vi visar att De* = e® for alla z € R. Eftersom

(4) Vi visar &nnu att

p € N. Detta &r Riaknedvningsuppgift 11.3. (Enkel tillimpning av I'Hospitals regel.)

Anmaérkningar. (1) Av det foregaende foljer att
DM = ¥

for alla n € N. Geometriskt betyder detta att tangentens riktningskoefficient i varje
punkt i grafen y = e® &r detsamma som y-koordinaten i punkten!

(2) For alla « géller att e* > 1+ x. Vi bevisar detta.

Vi definierar f(z) = e”, varvid f)(z) = ¢® > 0. Funktionen f #r alltsa konvex.
Tangenten for funktionen f(z) = e® i punkten (0,1) &r

y=14+1l-z2=1+2x.

Alltsa ar e* > 1+ z for alla x.
(3) Av den foregaende olikheten e* > 1+ foljer dven direkt att lim,_, o, €* = oco.
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Logaritmfunktionen. Vi har bevisat att exp : R — (0,00) ar strangt vixande,
kontinuerlig och att den antar alla vérden i intervallet (0, o).
Det existerar alltsa en invers funktion

exp~t:(0,00) = R,

som vi betecknar log eller In.
Eftersom det for den sammansatta funktionen géller

(expoln)(z) = exp(z) oIn(z) = x,

med andra ord
exp(In(z)) =z,
sa ar
xy = exp(In(x)) exp(In(y)) = e Ze¥
= exp(In(z) + In(y)) = et ety
och dérmed &r
In(zy) = In(z) + In(y) .

Vidare, eftersom exp(0) = 1, sa &r
1 1
O=Inl=lnz—=lnzx+In—,
T x

och saledes ar

1
In—=—-Inz.
T

Sats 9.19. Logaritmfunktionen ln : (0,00) — R, z +— Inz, dr stringt vizande och
deriverbar och den antar alla reella varden. Dessutom dr

1
Dlnz = —.
T

.. . .. 1
Vidare vizer Inx langsammare dn alla potenser x», p € N, med andra ord

Bevis. Att logaritmfunktionen ar strangt vixande och deriverbar foljer av de mot-
svarande egenskaperna hos den inversa funktionen exp(z). Om vi betecknar y =

Inz, sa far vi
1 1 1
Dhng= ——+=—=—.
ne D(ev) e =z

Dessutom ar

och déarmed ar
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Repetition 9.20. Lat p € N. Da &r
(1) lim, 0 & = 00,
(2) hmz_,oo ﬁ = 00,
(3) limy— 00 z(Inz)? = 0.
Bewvis. Raknedvningsuppgifter 11.3, 11.4 och 11.5.

Den generaliserade exponentialfunktionen a*. Antagatta > 0,a # 1,2 € R.
Den generaliserade exponentialfunktionen a” kan presenteras som den sammansatta
funktionen e, exp(kz), dir k = Ina.

Sats 9.21.

a® = e®11% = exp(zIna).

Bewvis. Se Myrberg, kapitel 6.4.

Anmairkning. Funktionen z — a® &r stringt vixande, da a > 1 och stringt
avtagande, da 0 < a < 1.
Dessutom ar
Da” =a*lna

och

lim a® =
xr—00

00, nar a > 1
0,nara < 1.

Den generaliserade logaritmfunktionen 2 logx.
Lat a > 0 och a # 1. Eftersom z — a® &r strdngt monoton och kontinuerlig, sa
har den en invers funktion, ndmligen logaritmfunktionen med basen a:

“log : (0,00) — R.

Eftersom
a® o%logr =z,

med andra ord
a Py
a logz _ z,

sa &r
In(a”"'°8%) = (“logz)Ina = Inx.

Med andra ord ar

o Inz
logx = —.
Ina
Dessutom ar
I§ 1
D%logx = DT _

Ina zlna’
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Den generaliserade potensfunktionen. z +— z# diar p € R, z > 0. Vi definie-
rar
o = exp(ulnz) = 07,

Da blir 2* definierad som en funktion, som &r kontinuerlig i (0, 00), strangt vixande
om p > 0, stringt avtagande om p < 0, och +1 (alltsa konstant) da u = 0.

De vanliga raknereglerna géller; till exempel ar
PtV =gt gV,
Genom att derivera far vi att
Dz" = Dexp(ulnz) = exp(plnz)

= Hmu = pxht,
T

SHRS

och saledes ar
Dzt = pat 1.

Viktig anmérkning. Funktioner av typen f(z)9(*) definieras enligt foljande:
f(@)?™) = exp(g(z) In f(x)).

Exempel. Lat f(z) = z®. Bestdm det storsta och minsta véirdet for funktionen f
i intervallet (0, 1], ifall det ifrdgavarade vérdet existerar.

Losning: Nu dr f(z) = 2* = exp(xInz). Funktionen f &r tydligt en sammansatt
funktion av tva kontinuerliga funktioner och dérmed kontinuerlig. Dessutom &r

f/(x) =exp(zlnz)(Dzlnz) = exp(xlnz)(lnz + x - %) .

Alltsé &dr f'(z) = 0 ifall

Inz+1=0
alltsa da
Inz=-1
dvs. da
r=e'€(0,1].
1 1
flehH=(3)e="3=0692<1.
e ee

A andra sidan ir f'(z) = exp(zlnz)(1 +Inz) > 0, dé = > 1 ty exp(zIlnz) > 0
och (1+Inz) >0, dd = > 1. Dessutom &r f/(z) <0,da 0 <z < 2.

Funktionen f ér alltsd striingt avtagande i intervallet (0, 1] och striingt vixande
i intervallet [1,1].

Darmed ar % ett lokalt och globalt minimistélle. A andra sidan #r

fa)y=1

och
lim f(z) = 1i%1+ exp(zlnz) =1.

r—0+

Det storsta véirdet for funktionen z® ar saledes f(1) = 1 och det minsta vérdet &r

fiy= L.

e
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Lemma 9.22. Nepers tal e definierade vi som gransvérdet lim,, (1 + %)" Ge-

neraliseringen av detta ar
1 x
lim (1 + —) =e.
T—00 x

Bewvis. Lat x vara stort, x > 1. Vi véljer n, € N sa att n, < <n, + 1. Da ar

1 Nag 1 x 1 x
1+ <(1+ < (1+-=
ng + 1 ng + 1 T
x ng+1
g(Hi) <(1+i) ,
Ny Ny

dér det for den vénstra sidan géller att

Nnzy+1
1
1 e (1 + n;c+1)
(1 " ) _ )

e
ng +1 1+ MIH 1’

da n, — oco. For den hogra sidan géller

1\ et 1\ 1
o)) ) e
Ny Ny Ny

Alltsa, nar © — oo, sa ar

da n, — oo.

1 T
lim <1+ 7) =e.
T—00 x

Sats 9.23. Vi fizerar ett a € R och later x € (0,00). Da dr

a
lim (1+ —)* =e”.
im ( +x) e

T —00

Bevis. (1) Da a = 0, sa stimmer pastaendet trivialt.
(2) Vi antar att a # 0 och betecknar ¢ = 1, varvid

Ave 1ta
A+ ) =0+7)

q)

a
— e,

da t — too, dvs. da ¢ — +o0, enligt kontinuiteten for potensfunktioner.
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Hyperboliska funktioner. Inom integralkalkylen kommer vi ofta att anvianda
sk. hyperboliska funktioner. Dessa &r sinus-, cosinus-, tangens- och cotangens
hyperbolicus och definieras enligt foljande:

sinh: R — R,
sinhx = £ -° ,
2
cosh: R — [1, 00),
xT —xT
coshz = +26 ,
tanh : R — (—1,1),
sinhx e* —e™®
tanhx = =

coth : R\ {0} — R\ [-1,1],

coshx e +4e™*
cothz = — = —.
sinh x et —e T

Rita graferna!
For de hyperboliska funktionerna géller formler, som liknar formlerna foér de
trigonometriska funktionerna, till exempel:

cosh? z — sinh?2 = 1.
Detta resultat foljer direkt av att
cosh’?z = i(e% +24 6721;)
och
sinh? z = i(e% —24e7%),

Genom att derivera far vi att:

1

Dsinhz = D((e® — e®)) = 3(e” + ¢7%) = coshz,
L )= 3(e* —e™®) =sinhz,

J— Z -z

Dcoshaz = D(5(e* +e®)
. PR sinhe _ 1
Dtanhz = D25 = —5—

Dcothz =1—coth®z.

, och

Areafunktionerna, dvs. de hyperboliska funktionernas inversa funktio-
ner.

Areafunktionerna definieras som inversa funktioner till de hyperboliska funktioner-
na.
Eftersom sinh : R — R &r en stringt vaxande kontinuerlig bijektion, sa har den
en invers funktion
arsinh: R — R,

med samma egenskaper.
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Eftersom tanh : R — (—1,1) &r stringt vixande och kontinuerlig i R, med vér-
deméngden (—1,1), sa ar tanh en bijektion, och ddrmed har den en invers funktion

artanh: (—1,1) —» R.

Begrénsningen till funktionen coshy i intervallet (0,00) har en invers funktion
ar cosh z, som ar definierad i intervallet [1,00).

Eftersom coshy = cosh(—y), sa har begriansningen till funktionen coshy i inter-
vallet (—o0,0) en invers funktion —ar cosh z.

Eftersom cothy &r stringt avtagande i méngden (0,00) med virdeméngden
(1,00) och striangt avtagande i méngden (—oo, 0) med virdeméngden (—oo, —1), sa
ar dess inversa funktion ar cothz definierad for alla vérden |z| > 1.

Areafunktionerna kan #ven skrivas med hjéilp av logaritmfunktioner, ty om vi
betecknar

y = arsinhx,
sa ar
Y — eV
z =sinhy = — =

2r=¢Y—e Y| :e TV =

(€¥)? —2ze¥ —1=0=
ey =z +x+z2+1.

Eftersom e¥ > 0, sa duger inte l6sningen med minustecken framfoér rotuttrycket,
och dérmed &r

e =z +Va?+1=
y =arsinhz = In(z + \/m)

Pa motsvarande satt far vi att

1
T = coshy = 5(61’ +e V)=
(e¥)? —2we¥ +1=0=

eY=axEtvVa-1.

y = farcoshz =In(z £ V22 — 1)
=xIn(z+ Va2 -1),

eftersom

Genom att beteckna y = tanh z far vi att

ey —e ¥ e—1
r=tanhy= —— = ——— |
ev+e Vv eW41
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och saledes ar

142
2y:
¢ 1—z’
alltsa ar 114
T
=artanhz = =1 R
y=artanhe = gln—0,
da |z| < 1.
Pa motsvarande sétt far vi att
1. x+1
the = = In ——
arcothz = o ln——,

da |z| > 1.
Vi sammanfattar resultaten i féljande sats:

Sats 9.24. For areafunktionerna gdller foljande framstdllningar med hjilp av lo-
garitmer:

x+ Va2 +1) for alla z € R,
arcoshz = In(z + Va2 — 1), dax > 1,
1

artanhz = 1tz

arsinhz = In(x

1 o

3In I3, dafax] <1,
arcothe = 1 In 2 dd || > 1.
Areafunktionernas derivator dr:

Darsinha = , for alla x € R,

1
V241
Dar coshz = \/%, dax>1,

Dartanhz = da |z| < 1,

1— ’L‘27

Darcotha = dd |z| > 1.

1— xza

Trigonometriska funktioner. I skolkursen definieras sinus och cosinus med hjalp
av en bild. Deras exakta hérledning med serieteori gors forst pa varens kurs
Differential- och integralkalkyl I.2. Da &r till exempel

. 23 ad
sinr = x — 3 + i
Det finns &ven andra definitionsmdjligheter, men ingen av dem passar riktigt i det
héar skedet av kursen.
Vi antar déarfor att foljande basegenskaper ar kénda:
(1) sin och cos ar funktioner R — R,

2) sin0 = 0 och cos0 =1,

4) sin(z + y) =sinz cosy + coszsiny
cos(x + y) =coszcosy —sinzsiny,

L=1.

2
(3) sin®x + cos?x =1,
(4)

(5) Ii

(Se till exempel K. Viisila: Trigonometria.)
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Anmaérkning. Av punkt (3) foljer att Saledes &r
L2
|sinz| <1 och |cosz|<1 1—cosx  2sin” 3
x2 22
for alla z € R. 1(sing 1z 2
Sats 9.25. Funktionerna sin och cos dr kontinuerliga i R. 2
Bevis. 1° Eftersom det enligt punkterna (4) och (3) géller att da vi definierar f: R — R genom
z z z : z . z sin x I 0
cosx = cos(= + =) =cos? = —sin? = =1 — 2sin® =, f(z) = z o Dar T
22 2 1, ndrz=0.
sa véicker det att visa att funktionen sin dr kontinuerlig. Eftersom f &r kontinuerlig, s fir &iven den sammansatta funktionen o — 3 f(%)?2
2° a) Vi visar forst att funktionen sin &r kontinuerlig i origo: kontinuerlig och dérmed &r
Av punkt (5) foljer att det existerar ett o > 0 sa att
1,2, 1 5 1
‘ Ef(i) —’if(o) =3
sinx
— 1‘ <1,
x
Sats 9.27.
da o< |z| <o.
For dessa x giller att Dsinx = cosx
. . Dcosx = —sinz.
mna:‘ < blnx71’+1<1+1:2,
x x
Bevis. 1° Nu ar D sinz =
varvid |sinz| < 2|z|. Darmed &r |sinz| < 2|z| for alla z, da |z| < o. Saledes &r . ) . ) .
sin(z +h) —sinz _ sinzcosh + coswsinh —sinx
a1liir%](sin:z:):0 och sin0=0. ' c};sh—l sinh h
= sin xT —+ cos 5
Funktionen sin &r alltsa kontinuerlig i origo och enligt punkt 1° sa &r &ven funktio- —sinz-04cosz-1=cosz.
nen cos kontinuerlig i origo.
2° b) Vi visar nu att sin ar kontinuerlig i en godtycklig punkt i R. Lat o9 € R Autié éi.r DSi_r_”U = cosx.
och h € R. Enligt punkterna (4), 2° a) och (2) ar da 2° Vidare &r D cosz =
) ) ) cos(z +h) —cosx  cosxcosh —sinxsinh — cosz
sin(zo + h) = sinxg cos h + cos zg sin b h = h
— sinx cos 0 + cos zo sin 0 = sinxg , cosh —1 . sinh
=cosx —sing—
da h — 0. —cosx-0—sinz-1=—sinzx.
Funktionen sin &r alltsa kontinuerlig i punkten xy. Bade sin och cos ar alltsa
kontinuerliga i hela R. Alltsa ér D cosxz = —sinz.
Sats 9.26. Anmirkning. Ténk geometriskt pa saken!
. l—cosz 1
lim ——— = 3" Viktiga anmérkningar. (1) Grénsvéirdet
. o1
lim sin —
x—0 xT

x—0 x

Beuvis. 1 del 1° av kontinuitetsbeviset visade vi att
existerar inte. Vi bevisar detta.

Lo X
cosm:1—2sm2§.
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Da z — 0, har vi att % — 00, och sin% antar alla varden fran —1 till 1 om och
om igen. Saledes &r

1 1
sin — —sin —| > 1
T Yy
for vissa @,y € U(0,6) \ {0}, hur litet § vi fin villjer. Funktionen sin 1 kallas
topologens sinuskurva. Rita bild!
Mérk: Lat f(z) = sinl. Eftersom gréinsvirdet lim,_o f(z) inte existerar, s

kan vi inte gora funktionen f kontinuerlig i origo, hur den &n skulle definieras i
origo.

(2)

lim zsin— =0,
z—0 x

eftersom i 1
‘O—xsin—‘ = |x|‘sin—‘ <l|z| <,
x x
da 0 < |z — 0] < e. (Talet € duger alltsa till tal §).
Mark: Antag att
1
f(x)=axsin—, x#0.
x
Eftersom lim,_,q msin% = 0 existerar, sa kan vi gora funktionen f kontinuerlig i
origo genom att definiera f(0) = 0.
(3) Definiera f : R — R genom
2?sind +Z dax#£0
flz) = N
0,daz=0.

Funktionen f &r deriverbar i origo och f/(0) > 0, men f &r inte vixande i nadgon
omgivning till origo. Jadmfér med varningen efter Lemma 8.1. Se &ven Rakneov-
ningsuppgift 12.10.

Periodicitet. Talet w € R ar period for funktionen f: R — R om
flz+w) = f(z)
for alla = € R.
Da ar dven varje nw, dir n € Z, period for funktionen f.
Sats 9.28. Perioderna for funktionera sinus och cosinus dr exakt talen n2mw,n € Z.

Bewvis. Se Myrberg, Sats 6.6.2.

Anmérkningar. (1) Sinuskurvan far vi genom att forflytta cosinuskurvan mot
hoger med 3:

. 71' . m .
sin(z + 5) =sinz cos o +cos:psm§ =COoSZ.

(2) sin(—xz) = —sinz.

cos(—z) = cosx.

Dérmed é&r sin en jimn och cos en udda funktion.
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Sats 9.29. For alla x € R galler att |sinz| < |x|.

Bewvis. Enligt Differentialkalkylens medelvéirdessats sa finns det ett sadant ¢ € (0, )
att
sinz =sina —sin0 = Dsin(¢) - (z — 0) = (cost) -z,

alltsa ar
[sinz| < |cost||z| < |z|.
Sats 9.30. For alla x > 0 gdller sinx < x.
Bevis. Vi definierar f : (0,00) — R genom
f(z) =2 —sinz.
Vi bevisar att funktionen f &r stréngt vixande. Da géller for alla x > 0 att
x —sinz > f(0) =0.

Funktionen f ar deriverbar,
fl(x)=1—cosz

och f/(x) > 0 for alla x. Séledes ar f vixande.
Om det skulle vara ett intervall A, dar

1—cosz=0
(alltsa f skulle inte vara strangt vixande), sa skulle
D(1 —cosz) =sinz =D0=0

for alla x € A, och
Dsinx =cosx = D0 =0

for alla x € A. Saledes &r 1 = 0, vilket dr en motségelse. Alltsa dr sinx < z for
alla x > 0.

Definition. Funktionen tan definieras enligt f6ljande.

Tangensfunktionens naturliga startmangd ar
R\{ngnTr:neZ}::A,

dér tan ar kontinuerlig.
Dessutom é&r

sinx
Dtanx = D( )
cosT
2 -2
_cos"r+sin“zr 1
cos? x cos?x

for alla x € A.
Ytterligare ar

1
Dtanx = —— >0,
cos? x

varvid tanz &r stringt vixande i alla intervall A C A. Speciellt dr den vixande i
det sa kallade standardintervallet (=%, 7).
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Definition. Funktionen cot definieras enligt foljande.

1 cos T
cotx = = — s
tanx sinx

och dess naturliga startmangd ar

R\{nr:neZ}=B.
Funktionen cot x &r deriverbar och saledes &ven kontinuerlig i méngden B. Dess-
utom ar

Dceotz = ————.
sin” x
Anmarkning. Approximering av talet m: Eftersom
.9 1 —cos2zx
sin”z = ———,
sa ar . . )
—cos %
sin2 L= — P2 o
4 2 2
Dérmed ar

ty sinz > 0 i intervallet [0, 7].
Eftersom det dessutom géller att
cos?x =1—sin’z,
sa ar
cos? T =1-sin? T =1-
4 4

och saledes ar

Vi tillampar Differentialkalkylens medelvérdessats pa funktionen cos i intervallet
[4, 5], Da existerar det ett ¢t € (§,7) sa att

™ ™ . T
COS§_COSZ_(_Smt)(§_Z)'
Alltsa &r 1
™
0— — = (—sint)—
5= (s}
och
4 22
V2sint  sint’
dér sint # 0.

Eftersom sin ér strangt vixande i intervallet [0, 5], sa ér
1 LT . LT
E :sz <smt<sm§:1.
Dérmed ar

2v2

W2<r="22<2.2=4.
sint

Pa varen hérleder vi en noggrannare metod for att berdkna narmevéardet for 7. Da
bekantar vi oss med sk. potensserier, som ar viktiga matematiska verktyg.

Foljande sak ar viktig!
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Arcusfunktionerna, dvs. de trigonometriska funktionernas inversa funk-
tioner. Eftersom de trigonometriska funktionerna inte ar strangt monotona, sa har
de inte inversa funktioner. Genom att begrénsa funktionerna till lampliga intervall,
kan vi dock definiera inversa funktioner.

(1) arcsinz. Eftersom sinus ar strangt véxande och kontinuerlig i intervallet

[—%, 5], med intervallet [-1,1] som vérdeméngd, sd har restriktionen av sinus
till det ifragavarande intervallet en invers funktion, arcsinz, (ldses: arcus sinus

huvudgren), som alltsa &r definierad i intervallet [—1,1] och har virdeméngden
5,5
Med beteckningen arcsinz (utan 6verstreck!) menas varje tal (vinkel) y, for

vilket siny = . Med andra ord
y = arcsinz.

Eftersom det finns oéndligt manga tal som uppfyller likheten siny = x, sa antar
arcsin x odndligt manga véarden,
arcsinx + n2w

arcsinz = .
T —arcsinx + n2w,

saledes &r arcsin z inte en funktion! (Mérk dock, att arcsinz igen AR en funktion.)

(2) arccosz. Eftersom sinus &r stréngt avtagande och kontinuerlig i intervallet
[0, 7] med intervallet [—1,1] som virdeméngd, sa har restriktionen av cosinus till
det ifragavarande intervallet en invers funktion arc cosz, som alltsa &r definierad i
intervallet [—1,1] med vérdeméngden [0, ].

Genom att definiera beteckningen arc cos x som talet y, for vilket cosy = x, med
andra ord

Y = arcCcosT <= COsy =T,

sa antar arc cosz odndligt manga vérden, namligen

arc cos x + n2m

arccosx =
T —arccosx + n2m.

(3) arctan z. Eftersom tangens ér strangt vixande och kontinuerlig i intervallet

(=%,%), med hela R som virdemingd, sa har restriktionen av tangens till det

ifragavarande intervallet en invers funktion arc tan x, som alltsa ar definierad i hela
™ T

R, och vars virdeméngd &r (-7, J).

Genom att definiera arc tan z som talet y, for vilket tan z = y, med andra ord
y =arctanr <= tany =z,
sa antar arctan x odndligt manga vérden, ndmligen
arctanx = arctanx + nm.
Mark att tangensfunktionens period ar .
Viktig anmérkning: Den allra viktigaste arcusfunktionen &r arc tanx, eftersom

den ar definierad i hela R och Darctanx = Funktionens betydelse framgar

1
1+22

_1
1422
integreras, sa far vi arc tan z.

till exempel av att da
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(4) arc cot z. Genom att definiera
Yy = arccotx <= coty = x,
sa antar arc cot z odndligt manga virden
arccotx = arccotx + nm,

dar arc cot z ar den i hela R definierade inversa funktionen till restriktionen av cot x
i intervallet (0, ).

Vi sammanfattar &nnu de erhallna resultaten:
Sats 9.31. Restriktionerna
ina|[-2, 7]
sinz|[——, =
2727
cos :1:’ [0, 7],
T
taIl.]J‘(*i, 5)7
cot x‘ (0,7),
har de inversa funktionerna

arcsinz,

arccos ,
som ar definierade i intervallet [—1,1], och de inversa funktionerna

arctanx,

arccot x ,

som dr definierade i hela R.

De inversa funktionerna ar deriverbara och

Darcsi !
arcsinr = ——,
V1-—2a2
1
Darccosz = —

iz

Darctanz =
TCtanx 1122

1

Darccotr = ——— .
14 22

Bevis. Antag att |z| < § och z = siny alltsa dr y = arcsinz. Da ar

11
Dsiny  cosy
1 1

B i\/lfsinQyi V1—a?’

Darcsinx =
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Den negativa 16sningen duger inte, ty |z| < 7.

Vidare ar
D 1 1 -1
arc cos & = = =
D cosy —siny V1—a2 ’
1 1 1
Darctanz = = 7 = ,
Dtany 1+tan’y 1422
1 1
Darccotx = =

Deoty —(1+cot’y)  1+a?’

SLUT.



