Luku 1

Sisatuloavaruudet

1.1 Maéiritelméit ja perusominaisuudet

Edellisessa luvussa rajoituttiin tarkastelu &direllisulotteisiin vektoriavaruuk-
siin, eli moduleihin kunnan yli. Téssd kurssin osiossa rajoitutamme tutki-
muskohdettamme vield rajummin ja tutkimme ainoastaan &airellisulotteisia
R ja C-kertoimisia vektoriavaruuksia ja niiden vélisid lineaarisia kuvauksia.
Kaytdamme tutkimuksessamme uudenlaista tyokalua eli sisdtuloa.

Vaikka tdmaé erikoistapaus saattaa tuntua liian suppealta, se on erittdin tér-
ked sovelluksissa, esimerkiksi fysiikassa.

Palautetaan ensin mieleen aikaisemmilta kursseilta tuttua R-sisdtulon ké&-
sitteen. Olkoon V' R-kertoiminen vektoriavaruus. Kuvaus (,): V x V — R
sanotaan V:n sisdtuloksi, jos

e (,) on R-bilineaarinen,

e (,) on symmetrinen, eli
(z,y) = (y,2)
kaikilla x,y € R,

e kaikilla x € V péitee
(z,2) > 0,ja

e (z,x) =0 jos ja vain jos x = 0.

Maaritelméstd ndhdédan heti sisdtulon erikoinen piirre - sen mééritelméssa
kidytetddn R:n jarjestysrelaatiota >, joten ei sitd voi yleistd suoraan mieli-
valtaisen kerroinkunnan tapaukseen.



C- kertoimisissa vektoriavaruuksissa yllid annettua mééritelmé emme voi sel-
laisenaan kayttéad, silld ei C:ssé ole mielekésta jarjestysta.
Olkoon z = x 4 1y kompleksiluku, z,y € R. Mééarittelemme z:n konjugaatin
7 kaavalla

zZ=x—1y.

Tamé kaava médrittelee niin sanotun konjugaattikuvauksen C — C, z — Z.
Jos joukon C ajattelee perinteiselld tavalla tasona, tdmé kuvaus on siis yk-
sinkertaisesti peilaus x-akselin suhteen.

Konjugaattkuvaus on kuntaisomorfismi, jonka ka&nteiskuvaus on konjugaat-
tikuvaus itse. Liséksi se on jopa R-lineaarinen, jos C tulkitaan R-avaruudeksi
R2. Niiden viitteiden tarkka osoittaminen jitetiiin lukijalle harjoitustehts-
vané. Patee siis

242 =747,
22 =72
kaikilla z, 2" € C. Liséksi kaikilla z € C pétee, ettd kompleksiluvut z + Z ja
2z ovatkin aina reaalilukuja. Osoitetaan tdméan. Olkoon z = x + iy. Talloin

z24+Z=(x+1y) + (x —iy) =2z € R,

2z = (z+iy)(zr —iy) =2 — (iy)* =2 +y* € R.

Tissé viimeisessi yhtdlossi esiintyvi lauseke 22 + y? = |2|? on tason pisteen
(x,y) = z normin eli itseisarvon nelis. Jos z # 0 myds |z|> # 0, joten
jakamalla silld, saadaan
z
z-m =1,
2|
misté seuraa, ettd voimme kirjoittaa uuden kaavan kompleksiluvun kaéanteis-
luvulle,
_ z
P T
2]

1 =7 jos ja vain jos |z| = 1 eli piste (z,y) sijaitsee yksikkdym-

Erityisesti 2~
pyralla.
Olkoot V, W C-kertoimisia vektoriavaruuksia. Sanomme, ettd kuvaus L: V' —
W on puolilineaarinen, jos kaikilla z,y € V' ja z € C pétee

L(v+w) = L(v) + L(w),

L(zv) = ZL(v).

Nimitys tulee siité, ettd kahden puolilineaarisen kuvauksen yhdistetty kuvaus
on C-lineaarinen (jos méaritelty).



Tarvitsemme myo6s konjugaatti-version bilineaarisesta eli 2-lineaarisesta ku-
vauksesta.

Olkoot V, W, U C-vektoriavaruudet. Sanomme, ettd kuvaus F: V x W — U
on puolitoista-lineaarinen eli 3/2-lineaarinen jos se on lineaarinen toisen
muuttujan suhteen mutta puolilineaarinen toisen suhteen, eli jos kaikilla
v, €V, w,w' € W jaa € C pitee

Flv+v,w) = F(v,w) + F',w),

Fu,w+w") = Fv,w) + F(v,w),
F(av,w) = aF (v, w),
F(v,aw) = aF(v,w).

Jokainen puolilineaarinen tai puolitoistalineaarinen kuvaus voidaan tulkita
lineaarisena tai bilineaarisena kuvauksena seuraavan konstruktion avulla.
Olkoon V C-vektoriavaruus. Masritelliéin sen konjugaatti V C-vektoriavaruutena
seuraavasti. Joukkona V' =V ja yhteenlasku siiné on sama kuin V:ssi. Ska-
laarikertolasku -: C x V' — V taas maééritelldén kaavalla

A-v=v,

missd oikealla puolella esiintyy alkuperédinen skalaarikertolasku V:ssé. Hel-
posti nahdisn, ettd tilld tavalla midritelty algebrallinen struktuuri (V, 4+, -)
(tarkka todistus harjoitustehtévana).

Tamén konstruktion avulla voimme tulkita puolilineaarinen kuvaus lineaa-
risena ja puolitoistalineaarinen kuvaus bilineaarisena. Tamé on hyodyllistéa
tietoa, silld voimme soveltaa jo kehitettyd lineaaristen ja bilineaaristen ku-
vausten teoriaa 1/2 ja 3/2-lineaaristen kuvauksiin.

Lemma 1.1. Olkoot V, W, U C-vektoriavaruudet. Olkoot L: V — W, F': V' x
W — U kuvaukset. Tdlloin L on puolilineaarinen jos ja vain jos se on line-
aarinen kuwvauksena L:V — W tai kuvauksena L: V — W.

F on puolestaan 3/2-lineaarinen jos ja vain jos se on bilineaarinen kuvauk-

sena F:V xW — U.
Todistus. Seuraa triviaalisti maaritelmista. O

Reaalilukujen R tulkitaan C:n osajoukkona
R ={(z,0) | z € R}.

Helposti ndhd&én, ettd téalloin R koostuu tasan sellaisista kompleksiluvuista
z joille pétee z = Z eli jotka ovat itseensd konjugaatteja.



Téata tulkintaa kdyttaméilla voimme yleistd joitakin C-vektoriavaruuksiin ja
konjugointiin liityvid méaritelmid myos R-kertoimisessa tapauksessa. Talla
tavalla sddstamme paljon aikaa eikd meidén tarvitse aina késitella erikseen
R-sisdtuloavaruuksien ja C-sisdtuloavaruuksien teoriaa. Teemme siis seuraa-
van sopimuksen.

Symbolilla K tésséd luvussa merkitsemme joko reaalilukujen kuntaa R tai
kompleksilukujen kuntaa C. Kunnassa K on mééritelty konjugaattikuvaus
z +> z, joka on R-bilineaarinen algebraisomorfismi. Jokaiseen K-vektoriavaruuteen
V liitdimme sen konjugaatti V, joka méiritelty kuten ylli. Puhumme -
lineaarisista kuvauksista, joissa A = 1/2 tai 3/2. Edellinen lemma pétee kun
C siind korvataan K:ll4.

Tietysti kun K = R konjugaattikuvaus on yksinkertaisesti identtinen kuvaus
ja jokaisen R-vektoriavaruuden V' konjugaatti on se itse. Puolilineaarinen on
talloin sama asia kuin lineaarinen ja 3/2-lineaarinen sama asia kuin biline-
aarinen. Edellinen lemma on R:n tapauksessa vailla varsinaista sisaltoa.
Vaikka néiden havaintojen valossa tuntuu sopimuksemme tuntuu turhalta,
se on kuitenkin hyodyllinen sillé se tarjoaa yhtendisen ndkemyksen sisédtuloa-
varuusten teoriaan ja jossakin tapauksessa sdédstdmme aikaa ja (virtuaalista)
paperitilaa kun ei tuloksia tarvitse muotoilla ja kéasitelld kahteen kertaan.
Olkoon V' K-vektoriavaruus. Sanomme, ettd kuvaus (,): V x V. — C on
Hermiittinen muoto V:ssi, jos se on 3/2-lineaarinen ja toteuttaa ehdon

(y,x) = (z,y).

kaikilla z,y € V.
Toisin sanoen (, ) on Hermiittinen jos ja vain jos kaikilla z,2',y € V jaa € K
patee

(1.2) (+a'y) = (z,y) + (', y),
(1.3) (z,y+y) = (x.9) + {z,9),
(1.4) {az, y) = a(z,y),

(1.5) (z, ay) = alz,y),

(1.6) (y. @) = (x,y).

Taméa madritelma on itse asiassa redundantti, silld voidaan helposti nayttas,
ettéd ehdoista (1.2), (1.4) ja (1.6) seuraavat ehdot (1.3) ja (1.5)(harjoitustehtéva).
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Kun K = R Hermiittinen muoto on sama asia kuin symmetrinen bilineaari-
nen muoto.

Olkoon (, ) Hermiittinen muoto K-vektoriavaruudessa V. Télloin ehdon (1.6)
nojalla jokaisella x € V pétee

(r,x) = (x,x).
Toisin sanoen a = (x,z) on aina reaaliluku. Selvésti (0,0) = 0.

Maiéritelma 1.7. Olkoon (,) Hermiittinen muoto K -vektoriavaruudessa V.
Sanomme sen V :n sisétuloksi jos se on positiivisesti definiitti eli jos

(x,z) >0
kaikilla x € V,x # 0.

Huomaa, ettd kun K = R saadaan sama mééritelmé kuin aikaisemmin.
Sisdtulolla (,) varustettu K-vektoriavaruus V' sanomme sisdtuloavaruudeksi.
Samassa vektoriavaruudessa voidaan méaéritella erilaisia sisdtuloja, joten si-
sdtulo on lisdstruktuuri vektoriavaruudessa.

Téarkedmpié sisdtulon sovelluksia on yhteys geometriaan ja topologiaan, jon-
ka se tarjoaa. Sisdtulon avulla avaruudessa voidaan mééaritelld sellaiset ké-
sitteet kuin etdisyys, vektorien viliset kulmat jne. Tamé tapahtuu normin
kautta.

Olkoon V siséituloavaruus, joka on varustettu siséitulolla (, ). Koska jokaisella
x € V suure (z,x) on ei-negatiivinen reaaliluku, voimme ottaa siitd (positii-
visen) neliGjuuren ja mééritelld z:n normi |x| kaavalla

|z = (2, ).

Vektorien z,y € V vilinen etdisyys méadritellddn kaavalla |z — y|.
Kuuluisasta Scwartzin epdyhtdlosta (jonka todistus kdydédén kohta lapi) seu-
raa, ettd tdmaé etéisyys toteuttaa luonnollisia etédisyyden ominaisuuksia eli on
niin sanottu metritkka. Myos vektorien vélisen kulman méaérittdminen onnis-
tuu saman epéyhtélon ansiosta. Palaamme tdhén esimerkkien jélkeen.

Esimerkkeja 1.8. 1) Klassinen esimerkki R-sisdtulossa on avaruuden R™
(n € N) pistetulo - joka mddritellidin kaavalla

-y = Z%%
i=1



2)

3)

Yieisemmin, jos V' on jokin n-ulotteinen R-vektoriavaruus, jolla on
kanta {ey, ..., ey}, voimme mddritelld siind sisdtulo (,) kaavalla

(z,y) = Z Lilis
=1

missi T =y . Tie; jay =y . yie; on vektorien esitys tissi kannas-
sa. Erityisesti siis jokaisessa ddrellisulotteisessa R-vektoriavaruudessa
voidaan mddritelld jokin sisdtulo. Tdstd seuraa, ettd voimme kdyttdid
sisdtuloa “lisdtyokaluna” ddrellisulotteisen lineaarialgebran tutkimises-
sa.

Vastaavasti “standardi” sisdtulo C-vektoriavaruudessa C™ on pistetulo,
joka on mddritelty kaavalla

(1.9) Ty = Z%E
i=1

Jos yritimme kayttid bilineaarista ja symmetrista muotoa (x,y)
Yo xiyi (kuin R™:n tapauksessa), niin kiy niin, etti "vektorin x nor-
mi” Y x? woi saada negatiwisia arvoja, tai ei ole edes reaaliluku.
Koska intuitiomme mukaan etdisyydet ovat positiivisia reaalilukuja, ndin
et voi menetelld. Kun n = 1 avaruus on C = R? ja voimme kdyttid

normina tavallista tason pisteen normia \/x? + y?, jonka kompleksi-

lukumerkein voi kirjoittaa muodossa |z| = V/2Z, z = x + iy. Yleistd-
malld tatd n-ulotteiseen avaruuteen C™ voimme mddritelld jonon z =
(z1, .-, 2n) “Tuonnollisen” normin kaavalla

122 = |z + ... + |22

Helposti ndihdddn, ettd tamd on juuri normi, joka litttyy Hermiittiseen
muotoon (1.9).

Historiallisesti juuri muoto (1.9) (tai siis sen ominaisuudet) toimi al-
kuperdisen C-sisdtulon kdsitteen motivaatioksi.

Olkoon I = [a,b] suljettu vili R:ssi, a < b. Olkoon V = {f: |a,b] —
C | f on jatkuwva }. Tdlloin V' on C-vektoriavaruus ja kaava

(f,q) = / f(2)g@)dz

mddarittelee V :n sisdatulon. Avaruuden V- mdadritelmdssd voidaan korva-
ta vaatimus “f on jatkuva” vaatimuksella f on Riemann-integroituva™



tai jopa “Lebesquen-integroituva” Kompleksisen funktion f = u + iv,
missd u,v: a,b] = R, integraali mddritelliin "komponenteittain” eli

[r=[usifv

Kun tarkastellaan kaikkien Lebesquen-integroituvien funktioiden ava-
ruutta tdlld sisitulolla varustettuna, se merkitddn symbolilla L*([a,b]; C).
Tamd ddaretonulotteinen sisdtulo-avaruus on erittdin tdrked esimerk-
ki taydellisesté sisdtuloavaruudessa eli Hilbertin sisdtuloavaruudessa.
"Tdaydellisyys” tdssd viittaa taman avaruuden metrisen topologian omi-
naisuuden, jossa jokainen jono, joka "ndyttid suppenevan” suppenee 0i-
keasti. Jos mddaritelmdssa ylla otetaan vain kaikki jatkuvat funktiot tas
jopa kaikki Riemann-integroituvat funktiot, niin ndin saatu sisdtuloava-
ruus et endd ole taydellinen. Tdamd on yksi syy sithen miksit Lebesque-
integraali on “parempt” kuin Riemann-integraali.

Tarkemmin ndistd asioista ja LP-avaruuksista kursseilla "Mitta ja in-
tegraali” ja "Funktionaalianalyysi”

Lemma 1.10. Cauchy-Schwartz epiyhtilo.
Olkoon (,) sisdtulo K -vektoriavaruudessa V. Olkoot x,y € V. Tdlloin

[z, )] < |||yl

Tdssd vasemmalla puoleella kompleksilukujen itseisarvo, oikealla puolella si-
sdatulon mddritelemd norms

2] = V/(z, 7).

Lisdkst yhtdlo
(2, )| =[] |y

pitee jos ja vain jos {x,y} on sidottu joukko.

Todistus. Jokainen kompleksiluku z = x + iy voidaan kirjoittaa muotoon
z =rt, missd r = /22 + y? = |z| ja t € C sellainen, ettd [t| = 1. Kun z # 0
tamé saadaan aikaan méérittelemélla ¢ = z/r ja kun z = 0 voidaan valita
t mielivaltaisesti, esim. t+ = 1. Huomataan heti, ettd téssi ¢~ = ¢, silld tm
normi on 1.

Kirjoitetaan kompleksiluku z = (z,y) muodossa rt, missi r = |z| € R ja
t] = 1.

Olkoon a € R mielivaltainen ja tarkastellaan vektorin ax+ty sisétulo itseensé
kanssa. Téalloin

0 < {ax + ty,ax + ty) = a® x> + [t* |y° + at{y, z) + at(x,y).
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Tassi [t|? =1 ja (y,z) = (x,y) = rt = rt. Niin ollen
t(y, x) + t{x,y) = rit + rtt = 2rtt = 2r |t| = 2r,
joten saadaan jokaisella a € R
2|* a® + 2a |z, v)| + |y > 0.

Vasemmalla puoleella oleva lauseke voidaan ajatella a:n suhteen toiseen as-
teen funktiona. Tamé& funktio siis on aina positiivinen, joten sen diskrimi-
nantin

D =4|(z,y)|* — 4|z|" |2|* < 0.

Jakamalla 4:114, siirtdmallé toinen termi toiselle puolelle ja ottamalla nelio-
juuri epayhtélon molemmista puolesta saadaan véite osoitettu.

Yhtéalo pétee jos ja vain jos diskriminantti on tasan nolla, eli jos ja vain jos
on olemassa a € R jolle

(ax + ty,azx + ty) = 0.

Téamé on yhtapitava sen kanssa, ettd ax +ty = 0 jollakin a € R. Koska téssé
t # 0, jonon (x,y) taytyy talloin olla sidottu.

Kédntéen, jos jono (z,y) on sidottu, niin joko y = 0 tai « € Span(y) eli x =
cz jollakin ¢ € C. Helposti ndhdédén suoraan, ettd molemmissa tapauksessa
Cauchy-Schwartzin epayhtilo péte yhtalona. m

Seuraus 1.11. Olkoon V' K -sisituloavaruus V' ja olkoon |x| sen normi. Ol-
koot x,y € V, a € K. Tilloin

1 |z +y| <|z|+ ly|, (kolmioepdyhtdls),
2. |ax| = [a][z],
3. x| >0 ja |x| = 0 jos ja vain jos x = 0.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Mika tahansa K-vektoriavaruudessa V méadritelty kuvaus || : V' — R, joka
toteuttaa edellisen Seurauksen ehdot (1)-(3) sanotaan V:n normiksi. Olem-
me osoittaneet, ettd jokainen sisdtulo méérittelee erdén normin avaruudessa
V. Kéénteinen viite ei pide - on olemassa normit, jotka eivét ole minkdan
sisdtulon "médradamia”. Voidaan osoittaa, ettd normi || on sisdtulon méarad-
mé jos ja vain jos se toteuttaa niin sanotun suunnikassddinnon eli kaikilla
x,y € V pitee

[z +yl + |z —yl =2(z[ + [y]).
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Nimitys "suunnikassaanto” tulee siitd, ettd tavallisen tason normin |z| =
v/ 2% + y? tapauksessa tdméi sddntod ilmaisee sen geometrisen tosiasian etta
suunnikaan lavistdjien pituuksien summa on sama kuin suunnikaan piiri eli
kaikkien sivujen pituuksien summa.

Vektoriavaruus, joka on varustettu jollakin normilla, sanotaan normiavaruu-
deksi. Jokaisessa normiavaruudessa, erityisesti siis jokaisessa sisdtuloavaruu-
dessa, on olemassa luonnollinen etéisyys, eli metriikka. Tama méaaritelladn
kaavalla

d(z,y) = |z —y|.

Taméi kuvaus toteuttaa kaikki metriikan aksioomat eli
d(z,z) < d(z,y) + d(y, ) kaikilla x,y, z € V, (kolmioepéyht#ls),

d(z,y) = d(y, x) kaikilla z,y € V, (symmetrisyys),
d(xz,x) > 0 kaikilla z, € V,
d(xz,x) =0 jos ja vain jos = = 0.

Téamén konstruktion avulla padstddn puhumaan normiavaruuden topologisis-
ta eli "geometrisista” ominaisuuksista. Me emme varsinaisesti mene tdhén
suuntaan, joten ylla olevat tulokset ja késitteet mainittu lahinna taydellisyy-
teen ja yleissivistyksen takia.

Avaruuden K™ standardikanta (e, ..., e,) toteuttaa standardin pistetulon -
suhteen yhtélon

€€ = (51]

Tama on esimerkki ortonormaalisesta kannasta.

Maaritelma 1.12. Olkoon V' sisdtuloavaruus. Sen osajoukko A on ortogo-
naalinen, jos kaikilla a,b € A a # b pdtee {a,b) = 0. Ortogonaalinen os-
ajoukko on ortonormaali jos lisiksi (a,a) =1 kaikilla a € A.

Pannaan heti merkille seuraava yksinkertainen, mutta hyodyllinen ha-
vainto.

Lemma 1.13. Olkoon (e, ..., e,) ortonormaali jono sisituloavaruudessa V.

Olkoon

n

r = E a;€;.

i=1
Tdlloin kaikilla 7 = 1,...,n pdtee

a; = (z,¢€j).

Erityisesti jokainen ortonormaali joukko on vapaa.



Todistus. Taméa on helppo lasku,

n n

(x,e;) = (Z ae;,ej) = Zai<ei,ej) = a;.

=1 i=1

Lineaarisen kombinaation

xr = E a;e;

i=1
termit ovat siis yksikésitteisesti méaréttyd, joten miké tahansa ortonormaali
osajoukko on vapaa. O]

Lemma 1.14. (Gram-Schmidt ortogonaalisaatio).
Olkoon (eq, ..., e,) sisituloavaruuden V wvapaa osajoukko. Tdallin on ole-
massa ortonormaali joukko (f1, ..., fa) siten, ettd

Span(ela s 7€k) = Span(fb R fk)

kaikilla k =1,... n.
Erityisesti jokaisella ddrellisulotteisella sisdtuloavaruudella on ortonormaali
kanta.

Todistus. Jono (fi,..., fn) konstruoidaan induktiolla. Alkuaskeleena asete-
taan f; = e1/ |e|, talloin |fi| = 1 ja Span(e;) = Span(f;).

Oletetaan, ettd [ < n ja oletetaan, ettd olemme konstruoineet ortonormaa-
i jono (fi,...,f;) siten, ettd Span(ey,...,ex) = Span(fi,..., fr) kaikilla
k = 1,...,1. Meidédn pitdd konstruoida f;,; siten, ettd samat ehdot ovat
voimassa.

Etsitddn ensin f’ # 0 jolle Span(ey, ..., e, ev1) = Span(fi,..., fi, f') ja li-
siksi jono (f1,..., fi, f') ortogonaalinen. Sitten kun sellainen 16ytyy riittda
vain normeerata se, eli asettaa

fin= /111

Koska induktiooletuksen nojalla pitee Span(ey,...,e;) = Span(fi,..., fi),
ehdosta Span(ey, ..., e, er1) = Span(fi, ..., fi, [') seuraa, ettd f’ € Span(f,
joten etsitdin f’ joka on muodossa

ff=en+afit...+af

joillakin skalaareilla aq, ..., q;. Huomataan jo tissi vaiheessa, ettd jos f’ on
miké tahansa sellaista muotoa oleva alkio on nolla-alkiosta eroava ja lisak-
si sille patee Span(ey, ..., e, 1) = Span(fy, ..., fi, f'). Pitda vain asettaa
skalaarit aq,...,a, niin, ettd ortogonaalisuuden ehto on voimassa eli pétee
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(fi, ) =0 kaikillai = 1,...,1. Koska f' = e;y1 +aifi1 + ... + a,f), saadaan
jonon (fi,..., fi) ortogonaalisuuden nojalla

0= (f', fi) = (eryr, fi)Far(fr, fi) . Aailfi, fi)+. . Aa(fi, fi) = (e, fi) +ai,

eli
a; = —(eit1, fi)

kaikilla 7 = 1,...,n. Kun ndma sijoitetaan ylli f":n méaritelméan, tdméa vek-
tori toteuttaa vaaditut ehdot. O]

Olkoon V &érellisulotteinen K-vektoriavaruus ja olkoon (, ) sisitulo V:ssé.
Edellisen lemman mukaan V114 on olemassa ortonormaali kanta e = (ey, ..., e,).
Olkoot =,y € V. Esitetddn ne kunnassa e eli muodossa

n n
€r = E €T;€;, Y = E Y;€;.
i=1 Jj=1

Talloin sisdtulon ominaisuuksista seuraa, etté

(,y) = Z%‘?Tj(ez‘, ej) = ZIZE
ij i=1

Siis ortonormaalissa kannassa n-ulotteisen sisdtuloavaruuden sisdtulo "nayt-
tad” samanlaiselta kuin K™:n standardi pistetulo.
Olkoon W aérellisulotteisen sisdtuloavaruuden V aliavaruus. Tieddmme ylei-
sesté vektoriavaruuksien teoriasta, ettd W:lld on V:ssé komplementti U. Ylei-
sesti téllaisia komplementteja voidaan valita hyvin monella tavalla eiké ole
mitddn "kanonista” tapa valita niistd yksi "oikea”. Sisdtuloavaruuksissa tél-
lainen tapa valita yksi kanoninen komplementti 10ytyy.
Sitd varten tehdédn seuraava médritelmé. Olkoon A C V sisdtuloavaruuden
V' mielivaltainen osajoukko. Mééritelldadn sen ortogonaalinen komplementts
ehdolla

At ={w € V| {a,w) = 0 kaikilla a € A}.

Lemma 1.15. Olkoon A C V', V sisatuloavaruus. Talloin
1) At on V:n aliavaruus.
2) Jos V' on ddrellisulotteinen ja A =W on aliavaruus, niin

WaeWwt=Vv

eli W+ on W :n komplementti V :ssd.
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Todistus. 1) Harjoitustehtavé.

2) Osoitetaan, ettd W N W+ = {0}. Olkoon w € W siten, ettd w € W+.
Télloin ortogonaalisen komplementit mééritelméan nojalla erityisesti (w, w) =
0. Sisétulon méaaritelmén nojalla tédstéd taas seuraa, ettd w = 0.
Aliavaruudet W ja W+ siis muodostavat suoran summan. Osoitetaan, etté,
sen arvo on koko avaruus V. Olkoon v € V. Koska V' on #érellisulotteinen,
my6s W oon, joten voimme valita sille kanta (eq, . . ., ex). Liséksi Lemman 1.14
nojalla voimme olettaa, ettd tdmé kanta on ortonormaali.

Jokaisella i = 1,. ..,k olkoon a; = (e;,v). Vektori

k
= E aje;
j=1

on télloin Wi vektorin (kohta ndhdd4n mihin konjugaatti tarvitaan). Osoi-
tetaan, ettd vektori w’' = v —w € W+, Téllsin v = w+w' € W + W+ ja
véite on todistettu.

Avaruuden W jokainen alkio u voidaan kirjoittaa muodossa

k
U= Z Ui€i,
i=1
misté seuraa, etta
k
= Z w;{e;, w')
Niin ollen riittdé osoittaa, ettd (e;, w') = 0 kaikilla ¢ = 1,..., k. Mutta

<ei7w/> = <ei7v> - <€i7w>7

joten riittad nayttad, etta
<6i7 U) = <€i7 w>
kaikilla 2 =1, ..., k. Mutta

k
(€5, w (€, E a;e;) aj(e;, ej) = a; = (€;,v).

Jj=1 Jj=1



