3.3 Polynomialgebran sovelluksia lineaarial-
gebrassa

Olkoon V' n-ulotteinen K-vektoriavaruus, n € N. Télloin L(V) = {L: V —
V| L on K-lineaarinen} on ykkosellinen K -algebra (kertolaskuna kuvausten
yvhdistdminen). Téstd seuraa, ettd jokaisella p € P(K) ja L € L(V') voidaan
madritelld sijoitushomomorfismin avulla alkio p(L) € L(V'). Kéaytannossa
tamé tarkoittaa sitd, ettd jos p =co + 1 X + ...+ ¢, X", niin

p(L) = Cp id +C1L + ...+ CnLn.

Koska L(V) on #irellisulotteinen, itse asiassa n?-ulotteinen, K-vektoriavaruus,
Lemmasta (3.27) seuraa, ettd jokainen sen alkio on algebrallinen. Toisin sa-
noen jokaisella L € L(V') on olemassa (yksikésitteinen) minimipolynomi, jo-
ka merkitsemme symbolilla my. Koska K[X]/(my) = K[L], missid K[L] on
korkeintaan n?-ulottinen, Lemman (3.27) nojalla degmy < n?. Itse asias-
sa, osoittautuu, ettd aina degmy < n. Tdméa on seuraus Cayley-Hamiltonin
Lauseesta, jonka todistamme téassé aliluvussa.

Samalla tavalla voidaan menetelld matriisien kanssa. Olkoon
A: M(nxn; K) neliomatriisi. Koska M (n xn; K) on ykkosellinen algebra, on
olemassa sijoitushomorfismi ¢4 : P(K) — M (nxn; K) eli jokaisella p € K[X]
voimme muodostaa nelidmatrisin p(A) € M(n x n; K). Koska viimeksi mai-
nittu on K-vektoriavaruutena n?-ulotteinen, tismilleen samalla tavalla kuin
ylla nahdéén, ettd A:lld on olemassa yksikéasitteinen minimipolynomi m 4.
Jos n-ulotteisessa K-vektoriavaruudessa V' kiinnitetdin kanta e = (eq, ..., en),
niin se méarittelee kanonisen algebraisomorfismin ®¢: L(V) — M(n x n; R).
Tédma kuvaa L:n sen matriisiksi [L]e kannassa e. Koska ®, on algebraisomor-
fismi, L:n ja matriisin [L]e minimipolynomit ovat samat, m; = mL]e (mieti
miten se nidytetddn tdsmaillisesti).

Esimerkki 3.28. Lineaarioperaattor: L: V — V on nilpotentti, jos on ole-
massa m € N jolle L™ = 0. Samoin neliomatriisi A on nilpotentti, jos
A™ = 0 jollakin m € N. Pienin sellainen m sanotaan nilpotentin operaatto-
rin/matriisin asteeksi.

Olkoon m nilpotentin operaattorin L (matriisin A) aste. Tdlloin polynomille
p = X™ paitee p(L)(p(A)) = 0. Ndytetidn, ettd p on itse asiassa L:n (A:n)
manimipolynomi. Jos q on minimipolynomsi, niin joka tapauksessa q jakaa
p:n. Mutta helposti pddtelldin (esim. hajotelmalauseen avulla), ettd X™:n
tekijit ovat (kerrointa vaille) muotoa X*, 0 < k < m. Koska asteen mdid-
ritelmdn mukaan m on pienin sellainen luku k, jolle X* nollaa L:n (A:m),
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nun taytyy olla mp = X™ = may.

Tyyppilinen esimerkk: nilpotenttista operaattorista on esimerkissd 3.1 tar-
kasteltu derivaattaoperaatori D: P, — P,. Tdamdn aste on tasan n.

Minimipolynomin liséiksi jokaiseen operaattoriin ja matriisiin voidaan liit-
ta4 niin sanottu karakteristinen polynomi xr (x4). TAmé on itse asiassa (joh-
tava kerrointa vaille) sama polynomi, josta puhuttiin jo aikaisemmin ominai-
sarvojen yhteydessé, eli polynomi A — det(A — A).

Néin ajateltuna se on kuitenkin polynomifunktio, ei abstrakti algebrallinen
polynomi, joten meidén on keksittavas tapaa maaritella se polynomialgebran
K[X] alkiona.

Madritelladn se ensin matriiseille. Olkoon A (n x n)-matriisi. Tavoitteena
olisi tietenkin mééritelld x4 € K[X] siten, ettd xya(\) = det(A] — A), jokai-
sella A € K. Mutta tdmé& on polynomifunktio X — K, joten emme voi tehd&
siitd yleisesti suoraan K [X|:m alkio, silld samaa polynomifunktioita voi vas-
tata yleisesti ottaen monta erilaista K [X]:n alkiota.

Yksi tapa olisi huomata, ettd mééaritelméan mukaan

xa(z) = det(A—xl) = Z (%(1)1—11350(1)1)((%(2)2—1‘50(2)2) e (aa(n)n_'r(sa(n)n)a

O’GSn

missé d;; on Kronickerin delta (jonka arvo on yksi kun ¢ = j ja nolla muuten).
”Apinoimalla” taté kaavaa voidaan maéaritella

XA = Z (o)1 — Xdo()1)((@o2)2 — Xo@2)2) - - - (Gomin — XOo(mn)-

ogESy

Téamé on hyvin médritelty P(K):n alkio, mutta téllainen konstruuktio on
kompeld ja siitd on vaikeata soveltaa.

Paljon tyylikkdmpi ldhestymistapa olisi seuraavanlainen. Polynomialgebra
P(K) on vaihdannainen rengas, joten voimme muun muassa muodostaa ne-
liomatriisit, jonka kertoimet ovat P(K):n alkiot ja laskea sellaisten matriisien
determinaantit. Koska K C P(K) (samastetaan kunnan alkiot ja vakiopoly-
nomit), jokainen K-kertoiminen matriisi voi ajatella P(K)-kertoimisena mat-
riisina, erityisesti A voidaan ajatella sellaisena. Néin ollen, on olemassa myos
P(K)-kertoiminen matriisi X — AI, jonka (ij)-alkio on §;;X — a;;. Tamén
matriisin determinantti det(X I — A) on renkaan P(K) alkio ja se lasketaan
samalla kaavalla kuin ylla, eli

det(XI —A) = Z (Xo(11 = o)1) (Xdo(2)2 = Go2)2) - - - (Xdo(mpn = Go(mn)-

UESn
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Néin ollen voimme mééritelld x4 = det(X1 — A) ja saamme saman tulok-
sen kuin ennen. Jos algebralliseen polynomiin y4 sijoitetaan alkio A € K,
saamme saman polynomikuvauksen x4(\) arvon, kuin ennenkin. Erityisesti
polynomin yx € K[X] juuret kunnassa K ovat edellenkin kaikki A:n omi-
naisarvot.

Kutsumme y 4 matriisin A karakteristiseksi polynomiksi. Syy siihen, miksi
médrittelemme sen polynomina det(X 1 — A), eikd polynomina det(A — XT)
(kuten ennen) on tietenkin siiné, etté tdlloin se on aina padpolynomi.

Jotta voisimme mééritelld operaattorin L karakteristisen polynomin, meidén
on ensin osoitettavaa, ettd similaarisilla matriseilla on sama karakteristinen
polynomi. Onneksi tdmé on helppoa.

Lemma 3.29. Olkoot A,Y € M(n x n; K), missd Y on kddntyvi. Olkoon
B =Y AY !, Tdlloin
XA = XB-

Todistus. Késittelemme matriisit A, B ja Y K[X]-kertoimisina matriiseina,
kuten ylla. Patee

B-XI=YAY ™'~ XI=YAY '~ Y(XI)Y ' =Y(A - XI)Y!,
joten
xB =det(B — XI) =detY det(A — XI)(detY) ! =det(A — XI) = xa.

Kaytdmme téssd determinaantien ominaisuuksia, jotka ovat voimassa, koska
K[X] on vaihdanninen rengas. O

Olkoon L: V — V operaattori. Olkoon e jokin V:n kanta. Maaritelemme
X1 = Xa, missd A = [L]e. Tdmé& méaéritelmé ei riipu kannan valinnasta, silla
jos € on toinen kanta, niin B = [L]o = YAY ™! missd Y on eris kannan-
vaihtomatriisi. Edellisen lemman nojalla xg = x 4.
Operaattorin karakteristen polynomin y juuret kunnassa K ovat L:n omi-
naisarvot. Operaattorin L ominaisarvon A algebrallinen kertaluku on sen ker-
taluku polynomin y juurena.

Lemma 3.30. Operaattorin L: V — V ominaisarvon A geometrinen kerta-
luku on pienempt tar yhtd suuri kuin sen algebrallinen kertaluku.

Todistus. Olkoon V) = {z € V' | L(z) = Az} ominaisarvoalivaruus. Valitaan
V':lle jokin kanta (eq,...,ex), missd k = dim V) ja tdydennetdén se koko
avaruuden kannaksi e = (ey,...,e,). Taméan kannan suhteen L:n matriisin

116



k ensiméistd saraketta sisdltdvit A diagonaalilla ja nollat muaalla, mista
seuraa, etta

XL = (X - )‘)kq’

missé ¢ on jokin polynomi (laske determinaantti kehittdmélld ensimméaisen
sarakkeen suhteen, sitten toisen ja niin edelleen k’'nnen sarakkeen asti). Tésté
seuraa, ettd A:n (algebrallinen) kertaluku y:n juurena on ainakin k. O

Esimerkki 3.31. Olemme ndhneet jo esimerkin ominaisarvosta, jonka al-
gebrallinen kertaluku on aidosti suurempi kuin sen geometrinen kertaluku,
nimittdin esimerkissd 3.7, 1). Siind matriisin

1 1
0 1.
karakteristinen yhtilé on (X —1)2, jolla silli on yksi juuri 1, jonka kertaluku

on 2. Vastaava ominaisarvoaliavaruus Vi = {(z,0) | x € R} on kuitenkin
yksiulotteinen, joten tamdn ominaisarvon geometrinen kertaluku on 1.

Seuraava tulos kuuluu lineaariaglebraan téarkedmpiin perustuloksiin.

Lause 3.32. (Cayley-Hamiltonin Lause.)
Olkoon L:V — V lineaarinen kuvaus ja A € M(n x n; K) matriisi. Tdlloin

XL(L) =0,

Todistus. Viite riittaa osoittaa matriiseille, silla operaattorin L karakteristi-
sen polynomin arvo L:ssd on isomorfiaa vaille sama kuin sen matriisin (jon-
kun kannan suhteen) karakteristisen polynomin arvo siind matriisissa.

Olkoon K jokin kunnan K siséltavé algebrallisesti suljettu kunta (joka
on olemassa Proposition 3.8 mukaan). Jokainen K-kertoiminen matriisi voi
ajatella K'-kertoimisena matriisina. Selvésti sen karakterteristinen polynomi
ei riippu siitd, missd kunnassa se tarkastellaan. N&in ollen, riittda todistaa
véite algebrallisesti suljettulle kunnalle.

Olkoon K siis algebrallisesti suljettu. Osoitetaan véite operaattorille L: V' —
V', missd V' &érellisulotteinen K-vektoriavaruus (matriiseille se taas seuraa
talloin isomorfismin ¢ vilitykselld).
Proposition 3.12 ja Lemman 3.10 nojalla on olemassa ketju V:n aliavaruuksia

WicWycC...CW,_1 CV,
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siten, ettd dim W; = ¢ jokaisella7 = 1,...,n —1 ja jokainen aliavaruus W; on
L-invariantti. Téssd n = dim V. Voimme valita V:lle kannan e = (e, ..., e,),
siten, etté (eq, ..., ex) on avaruuden Wy kanta jokaisella k = 1,...,n. Tdéméan
kanna suhteen L:n matriisihan on yldkolmiomatriisi

a1 a2 ... Q1n

o 0 A29 ... QA9p
A=

0 0 ... ap.

ja

L(el) =x+ ;i€ = X + )\iei,
missd v € W,_q, jokaisella ¢ = 1,...,n (missd W_; = {0})). Téassa merkit-
semme a; = A;. Jos L:n matriisina kdytetadn matriisia A, niin

XL = XA

on polynomi det(X7 — A), missd X1 — A on yldkolmiomatriisi, jonka diago-
naalialkiot ovat X —\;, 7 = 1,...,n. Koska yldkolmiomatriisin determinaantti
on sen diagonaalialkioiden tulo, saadaan siis

n

xo=JJ(x =)

=1

Nyt (X — X)) (L)(e;) = (L — \;)(e;) € W1 jokaisella 7, joten (X — X\;)(L) C
W;_1. Saadaan

n n—1

xe(L)(V) =L = 2)(V) € JT(X =AWt € ... C (X = M) (W3) =0,
i=1 i=1

joten x (L) on nolla-operaattori, mitd pitikin todistaa. O

-Huomatus: Joskus Cayleu-Hamiltonin lauseelle esitetdén seuraava hou-
kuttelevan yksinkertaiselta nédyttdvéd, mutta tdysin virheellinen "todistus”.
Maéritelmédn mukaan x4 = det(A — X1), joten sijoittamalla X:n paikalle
matriisi A saadaan

Xa(A) =det(A— Al) = det(A— A) = det 0 = 0.

Erittdin hyvé harjoitus on miettia, miksi téssa ei ole mitddn jarkea.
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Seuraus 3.33. Kuvauksen (tai matriisin) minimipolynoms jakaa karakteris-
tisen polynomin. Erityisesti minimipolynomin aste on korkeintaan avaruuden
V' aste. Lisiksi minimipolynomilla ja karakteristisella polynomilla on samat
jJuuret.

Todistus. Tarkastellaan asiaa operaattorin L polynomeille, matriisille todis-
tus samanlainen. Ma#ritelméan mukaan my, jakaa jokaisen polynomin, jonka
juurena L on. Koska edellisen tuloksen nojalla x on sellainen, ensimméinen
véite on nyt selvé. Erityisesi minimipolynomin jokainen juuri on myos karak-
tertisten polynomin juuri.

Olkoon kéadntden A jokin karakteristisen yhtélon yp juuri. Méaéritelmén
mukaan se tarkoittaa sitd, ettd A on L:n ominaisarvo eli on olemassa x # 0
siten, ettd L(z) = Ax. Téastd seuraa, ettd L"(x) = \"x, joten jos yleisemmin
p=c, X"+, 1 X"+ 4+ X + ¢ € K[X] on polynomi, niin p(L)(z) =
p(A)z. Néin ollen eritysesti

0=myg(L)(x) =mp(\)z,
ja, koska x # 0, m(\) = 0. O

Olkoon K algebrallisesti suljettu kunta, A jokin K-kertoiminen n x n-
matriisi ja A1, ..., Ay (kaikki) karakterisen polynomin y 4 juuret (eli matriisin
ominaisarvot). Talloin

Xa = (X = A)"H(X = X)™2 (X = A\p)™™,
missd m; on juuren \; kertaluku. Koska y 4 on tasan n-asteinen,
mi—+mo~+...+mp =n.

Koska edellisen seurauksen nojalla minimipolynomilla m on samat juuret
A1, Mg ja lisdksi my on x4:n tekija, niin

Xa = (X = X)™M(X — X)) (X — A\)™,

missd 1 < m! < m; kaikilla ¢ = 1,..., k. Minimipolynomi ja karakteristinen
polynomi ovat samat tdsmiélleen silloin kun m}; = m; kaikilla 7 yll&, tai tés-
maélleen silloin kuin m 4:n aste on n.

Jos K ei ole algebrallisesti suljettu, x4 ei viltamétta pysty jakamaan en-
havainnon suora yleistys - polynomeilla m 4 ja x4 on samat jaottomat teki-
jét eli jaoton polynomi p jakaa y4:n jos ja vain jos se jakaa m4:n. Todistus
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sivutetaan.

Edellisen kappaleen tulokset pétevit sellaisinaan tietysti siind tapaukses-
sa, ettd matriisi A korvataan operaattorilla L.
Jordanin normaali muoto.

Olkoon L: V — V nilpotentti operaattori ja olkoon m sen aste. T&lloin
polynomi X™ nollaa L:n, mutta mikiin sen aito tekija X* k < m ei enii
nollaa L:&4, joten X™ on L:n minimipolynomi. Edellisten tulosten nojalla
L:n aste m < n = dim V. Tama tulos seuraa myo0s seuraavasta lemmasta,
jos valitaan siiné v:ksi jokin alkio jolle L™ v # 0.

Esimerkiksi olkoon L: R? — R? operaattori, jonka matriisi standartikantojen
suhteen on

o O O
o O O
o = O

Tallén L? = 0 ja L # 0, joten L on nilpotentti ja sen minimipolynomi on
X?2. Karakterstinen polynomi on X3.

Olkoon L nilpotentti operaattori. Koska L:n ominaisarvot ovat samal-
la sen minimipolynomin juuret (Seuraus 3.33) ja minimipolynomi on téssi
tapauksessa muotoa X™, niin 0 on L:n ainoa ominaisarvo. Erityisesti, jos
L # 0, se ei voi olla diagonalisoituva.

Lemma 3.34. Olkoon L:V — V mnilpotentti operaattori ja olkoon v € V.
Olkoon m pienin luonnollinen luku m jolle L™(v) = 0 (olemassa koska L
nilpotentti). Tdlldin jono

(v, Lv, L*v, ..., L™ )

on vapaa. Sen virittdmdad m-ulotteista V :n aliavarvutta K[X](L)v sanotaan
v:n mdadrdmdksi sykliseksi aliavaruudeksi.

Todistus. Huomaa, ettd L™v = 0 kaikilla n > m.
Olkoon
agv + a1 L(v) + ... + a1 L™ v = 0.

Jos tdmé esitys on epétriviaali, valitaan pienin & < m — 1 jolla a # 0 ja
jaetaan yhtdlo silld. Saadaan esitys

LF(0) + b Lo+ 4 by L™ 0 = 0.

Soveltamalla yhtilon molempiin puoliin kuvausta L™ !** saadaan L™ v =
0, miké& on ristiriidassa oletuksen kanssa. Néin ollen jokainen nollan esitys on
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triviaali, joten kyseinen jono on vapaa.

Tarkastellaan V':n osajoukkoa
K[X](L)v =A{p(L)v | p € K[X]}.

Helposti ndhdééin, etté tdmé on Vin aliavaruus ja sisiltéé kaikki jonon (v, Lv, L*v, ..., L™ 1v)
alkiot. Néin ollen se sisdltdd myos niiden virittdméan aliavaruuden.
Kaéntden olkoon

p=co+aX+.. .. +cma X" e, X"+ +c, X"
polynomialgebran K[X] alkio. Télloin
p(Ly=co+calL+...+cn L™ P e+ ..+, L7,

joten
p(L)v = cov + 1 Lv + ... + ey L™,

silli Lkv = 0 kaikilla & > m. Niin ollen jokainen aliavaruuden K[X](L)v al-
kio voidaan esittdi jonon (v, Lv, L?v, ..., L™ 'v) alkioiden lineaarisena kom-
binaationa. Olemme néyttédneet, etta

K[X](L)v = Span(v, Lv, L*v, ..., L™ v).
0

Olkoon L:V — V nilpotentti operaattori, jonka aste m on sama kuin
avaruuden dimension dim V' = n. Asteen mééritelmén nojalla 16ytyy v € V
jolle L™ v # 0. Tillsin edellisen lemman nojalla (v, Lv, L?v, ..., L 'v) on
V:n vapaa osajoukko, jossa n = dim V alkiota, eli sen tdytyy olla V:n kan-
ta. Tallaisella operaattorilla on siis niin sanottu syklinen kanta, eli kanta
e = (e, es,...,6,), jolle L(e;) = e;_1, missd ey = 0.

Edelli konstruoitu kanta (v, Lv, L?v, ..., L") ei ole syklinen tiissi mieles-
sd, mutta siitd tulee syklinen, jos sen alkiot kirjoitetaan kiinteisessa jarjes-
tyksessi eli jonona (L" v, L"2v,..., L*v, Lv,v).

Tallaisen syklisen kannan suhteen L:n matriisi A on esimerkki niin sanotusta
Jordanin solusta,

0 1 0 0

0 1 0
A=|0 0 O 0
1

0 0 0 0



Maaritelma 3.35. Olkoon K kunta, A € K ja n > 1. n-kokoinen Jordanin
A-solu N (\,n) on n X n-matriisi

A 10 0
0 A 1 0
NAn=1]0 0 X 0
0 0 0 A

Jordanin solu N (X, n) on siis sellainen matriisi A = (a;;) jolle a; = X kaikilla
t=1,...,n, aj1, =1 kaikilla i =1,...,n — 1 ja muut alkiot nolleja.

Olemme néyttaneet, ettd nilpotentti operaattori, jonka aste on sama kuin

avaruuden dimensio n, voidaan esittdd Jordanin soluna N(0,n) (sopivassa
syklisessa kannassa).
Jos nilpotentin operaattorin L aste on aidosti pienempi kuin n = dim V', niin
asia monimutkaistuu. Edellisen lemman nojalla voidaan valita jokin sykli-
nen vapaa osajono (v, Lv, L?v, ..., L™ 1v). Téllaisen virittimii aliavaruut-
ta sanotaan sykliseksi aliavaruudeksi. Luonnolliseksi nousee kysymys siité,
voidaanko V' jakaa suoraksi summaksi. Osoittautuu, ettd vastaus on aina
myonteinen.

Propositio 3.36. Olkoon L:V — V nilpotentti operaattori. Tdlldin on ole-
massa vi, ..., €V siten, ettd V' on suora summa

Vi,
miss Vi on v;:han listtyvd syklinen aliavaruus
Vi= KIX](L)(vi),i = 1,....k

Todistus. Osoitetaan viite induktiolla dim V' = n:n suhteen. Jos n = 1, niin
véite on selva.

Koska L on nilpotentti, se ei voi olla surjektio. Nimittéin, jos se olisi surjektio,
niin se olisi dimensiosyistd isomorfismi, joten myos jokainen sen potenssi L™
olisi isomorfismi, erityisesti ei olisi voinut olla nollakuvaus.

Erityisesti LV on V aito aliavaruus, joten voimme valita n — 1-ulotteinen
Vn aliavaruus U siten, ettd LV C U. Erityisesti LU C U, joten voimme
soveltaa induktio-oletus avaruuden U nilpotenttiin operaattoriin L|U. On
siis olemassa vy, ..., v, € U siten, ettd

(3.37) U=ei,U,
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missé,

Ui = K[X](L) = Spa‘n{via Lvia s 7Lmi_lvi}7

jokaisella ¢ = 1, ..., k. Téssd m; on pienin luonnollinen luku jolle L™iv; = 0.
Voimme olettaa, etté

Koska U on n—1-ulotteinen, on olemassa u € V|, siten, ettd U@ Span(u) = V.
Toisaalta LV C U, joten

L(u) = Z a;v; + L(w)

jollakin w € U ja aq,...,a, € K. Taméi johtuu siité, ettd U on suora summa
(3.37), missé jokaisella yhteenlaskettavalla on kantana {v;, Lv;, ..., L™ty }.
Nyt

k
Lu—w)= Z a;v;,
i=1

joten jos korvataan u alkiolla v = u — w, saadaan esitys V = U @ Span(v),

missé
k
L(v) = Z a;v;.
i=1

Nyt, jos kaikki kertoimet a; = 0, ¢ = 1,...,n, niin L(v) = 0, joten 1-
ulotteinen aliavaruus Span(v) on syklinen. Koska V' = U & Span(v), mis-
sd U on suora summa syklisistd aliavaruuksista, viite on todistettu téssé
tapauksessa.

Toinen tapaus on se, ettd jokin a; # 0. Valitaan pienin sellainen indeksi j
jolla a; # 0. Télloin

L(v) = ajv; + Z a;v;.
i=j+1

Jakamalla tdmé& yhtélo a;:114 saadaan yhtalo
L(e) = v; + Z bivi =v; + [,
i=j+1

misséd e = v/a;j, b; = a;/a; ja f = Z?:jﬂ b;v;. Huomaa, ettéi edelleenkin V' =
U @ Span(e). Koska f on summa alkioista syklisista alaiavruuksista V;, missé
i > j, tavastamme jarjestd indeksit ¢ (kts. 3.38) seuraa, ettd L™ (f) = 0, joten
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my6s L™ (v + f) = 0. Toisaalta L™~ (v;4 f) = L™~ (v;)+ L™~ (f), misté
seuraa, koska L™ 7! (v;) # 0 ja summa @& ,U; on suora, ettd L™~ (v;+ f) #
0. Néin ollen, jos korvataan v; vektorilla v; = v; + f, niin sen virittdma
syklinen aliavaruus on samanulotteinen, kuin v;m virittama, eli

V! = K[X]L(v}) = Span(v}, Lv}, ..., L™~ (v})).
Tétd kiytdmalld ndhdéain helposti, ettd aliavaruuksien @;;V; ja V' summa
on suora, ja sen arvo on U. Korvataan siis v; uudella virittdjalla of. Tétd
ei muuta alkuasetelmissa mitddn, mutta nyt L(e) = v}, joten em virittdma
syklinen aliavaruus K[X]L(e) on syklisen aliavaruuden V' laajennus, jonka
dimensio on V/n dimensio plus yksi. Néin ollen aliavaruuksien @;x;V; ja
K[X]L(e) summa on suora ja on arvoltaan koko avaruus U. Tdmé on etsitty
hajotelma. O

Olkoon L: V — V nilpotentti operaattori. Olemme néyttéineet, etté tél-
16in on olemassa eq, ..., e, € V, siten, ettd niiden virittdmét sykliset aliava-
ruudet V; = K[X]L(e;) muodastavat suoran summan, joka on arvoltaan koko
avaruus V. Jokainen aliavaruus V; on triviaalisti L-invariantti ja L:n rajoit-

tuma siihen voidaan kannassa (L™ e, ..., Le, e) esittdd Jordanin O-soluna.
Néin ollen L voidaan esittdd matriisina
A, 0 0 ... 0
A 0 A, 0 ... O 7
000 0 ... 4

missd A; = N(0,m;) on Jordanin 0-solu. Tamé& on erikoistapaus niin sano-
tusta Jordanin normaalista muodosta.

Maaritelma 3.39. Matriisi A on Jordanin normaalissa muodossa jos se on
“suora summa” Jordanin soluista, eli muotoa

A 0 O 0
A 0 Ay O 0 ’
0 0 0 A

missd A; = N(\;,m;) on Jordanin X\;-solu, \; € K, m; > 1,k € N, i =
1,..., k. Merkitiin se jonona (N(A1,m1), N(Ag,m2), ..., N(Ax, mg))

Tutkitaan voidaanko operaattori L: V — V esittdd jossakin kannassa
Jordanin normaalissa muodossa. Osoittautuu, ettd tdmé on mahdollista jos
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ja vain jos L:n karakterstinen polynomi on jaettavissa ensimmaéisen asteen

sitteinen solujen permutaatiota varten.

Lasketaan Jordanin normaalissa muodossa olevan matriisin A karakteris-
tinen polynomi. Jordanin (m x m)-kokoinen A-solu N (A, m) on yldkolmio-
matriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat A joten sama pétee matriisille
X1 — N(\ n), jonka determinaantti (eli solun karakteristinen polynomi) on
(X — )™ Koska A on "suora summa” téllaisista soluista, sen karakteristinen
polynomi on

Xa = (X = )™ (X = Q)™ (X =A™,

valtamattomyys-osuuden seuraavasta klassisesta tuloksesta.

Lause 3.40. Jordanin Lause.

Olkoon L:V — V lineaarinen operaattori, missi V ddrellisulotteinen K -
vektoriavaruus, K kunta. Tdlloin L voidaan esittdda jossakin kannassa Jorda-
nin normaalissa muodossa eli matriisina (N (A1, m1), N(Ag,ma), ..., N(Ar, mg))
jos ja vain jos L:n karaktterinen polynomi on jaettavissa ensimmdisen asteen
tekijoihin. Jos tdllainen esitys on olemassa, niin se on yksikdsitteinen siind
esuntyvien Jordanin solujen permutaatiota varten.

Erityisesti, jos K on algebrallisesti suljettu kunta (esim. C), niin jokainen
adrellisulotteisen K -vektoriavaruuden operaattori voidaan esittid Jordanin
normaalissa muodossa, vieldkin olennaisesti yksikdsitteiselld tavalla.

Jordanin lauseen toditus on pitké ja vaikeaa joten esitdmme se aputulos-
ten kautta.

Olkoon V' K-vektoriavaruus ja A € K. Olkoon L: V — V operaattori.
Maaritelemme A:n juuriavaruuden kaavalla

VA={z eV | (L - \id)*(x) =0 jollakin k € N}.
Juuriavaruus on jossakin mielessd ominaisarvoavaruuden yleistys.

Teemme ensin juuriavaruuksista muutaman havainnon.

Lemma 3.41. Olkoot V' K -vektoriavaruus, N € K ja L: V — V operaatto-
ri. Tdlloin
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1. V* on aliavaruus,
2. VX on invariantti L:n suhteen,

3. Operaattorin L — \id rajoittuma aliavaruuteen V> on hyvinmddritelty
VA nilpotentti operaattori. Erityisesti (L — \;id)"™v = 0 kaikilla v €
Vi

4. VX # {0} jos ja vain jos X on L:n ominaisarvo.

5. L:n rajoittuma aliavaruuteen Vi voidaan esittdd Jordanin normaalissa
muodossa, jossa kaikki solut \-soluja.

Todistus. 1)-4): Harjoitustehtavé.

Kohdan 2) nojalla L — Aid on aliavaruuden V* operaattorina nilpotentti.
Propositiosta 3.36 seuraa (kts. kappale tamén proposition jilkeen), ettd L —
\id on esitettivissd V*:n yli Jordanin normaalissa muodossa A, jossa esiintyy
vain 0-soluja. Mutta talloin L = (L — Aid) + Aid on esitettévissd samassa
kannassa matriisina A + Aid, joka on Jordanin normaalissa muodossa, jossa
kaikki solut A-soluja. O]

Propositio 3.42. Olkoon L:V — V K-vektoriavaruuden operaattori. Ol-
koot A1, ..., Ay sen kaikki (erilaiset) ominaisarvot. Tdlloin seuraavat vdiitteet
patevdat.

1. Juurialiavaruuksien VA, V22 V™ summa on suora.

2. Operaattorin (L — N\;id) rajoittuma aliavaruuteen V> on nilpotentti

operaattor: jokaisella v =1,... k.
3. Jokaisella 7 =1, ...,k aliavaruus
Di V™

on L-invariantti ja operaattorin L — \;id rajoittuma tihin avaruuteen
on isomorfismi.

4. Olkoon m; juuren X\; kertaluku xp:m juurena, tdlloin dim V> = m;,
5. L:n rajoittuma avaruuteen
vl — @,I;:l‘/)\i

voidaan esittad Jordanin normaalissa muodossa.
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Todistus. Polynomit py,...,p; € K[X] sanotaan kesken&éin jaottomiksi jos
ainoat niiden yhteiset tekijit ovat vakiopolynomit. Télloin (harjoitustehtdva)
on olemassa polynomit ¢, ..., q siten, etta

P1gr +page+ ...+ g = 1.

Viite 2) seuraa edellisestd lemmasta, kohta 3). Osoitetaan viite 3). Edelli-
sen lemman nojalla V* on L-invariantti jokaisella i = 1,..., k&, joten myos
suora summa @;,;V* on L-invariantti. Osoitetaan, ettd L — \;id:n rajoit-
tuma téhén avaruuteen on isomorfismi. Polynomit p; = (X — A;id) ja p; =
[1iz;(X — Aiid)™ ovat keskenéin jaottomat (mieti miksi), joten todistuksen
alussa tehdyn havainnon nojalla on olemassa polynomit ¢, g € K|[X] siten,
etta

1 =gp1 + gpo.

Oletetaan, ettd v € @,V ja (L — Nid)v = 0. Télldin po(L)v = 0, mutta
my6s pi(L)v = 0. Néin ollen

v =id(v) = I(L)v = gp1(L)v + gpa(L)v = 0.

Viite 3) on osoitettu. Véite 1) nyt seuraa véitteista 2) ja 3). Nimittdin, jos
v € VN N @V, niin toisaalta (L — \;id)"(v) = 0, mutta L — \;id:n ra-
joittuma aliavaruuteen V* N @,; VA on edelld todistetun nojalla injektio,
joten my6s (L —A;1id)™ on injektio. Néin ollen v = 0 ja véite 1) on todistettu.
Viimeinen véite seuraa nyt todistetuista ja edellisestd lemmasta.

Viitteen 4) tarkka todistus sivutetaan. Kun y, on jaettavissa ensimmaéi-
positiosta. Yleisesti se voidaan todistaa upottamalla kunta K algebrallisesti
suljettuun kuntaan ja kayttamalla sitd, ettéd viite pétee aina sellaisessa kun-
nassa. Yksityiskohtainen tarkastelu jatetaédn lukijalle.

Viite 5) seuraa edellisestéd tuloksesta ja viitteesté 1).

m

Propositio 3.43. Olkoon L: V — V lineaarinen operaattori, missd V ddrel-
lisulotteinen K -vektoriavaruus, K kunta. Oletetaan, ettd L:n karakteristinen
polynomi on jaettavissa ensimmdisen asteen tekijoihin.

Talloin L voidaan esittiad Jordanin normaalissa muodossa.

Todistus. Edellisen proposition nojalla riittdéa osoittaa, ettd juurialiavaruuk-
sien (suora) summa
D VN

127



on koko avaruus V. Olkoon

Jokaisella ¢ = 1,..., k méaritellaan

Py =JJx —x)m™ e K[X].
1#]

Tamé& on siis polynomi, joka saadaan kertomalla kesken#ddn kaikki tekijét
(X — A\;)™, paitsi j'nnes. Polynomit P,..., P, € K[X], i = 1,...,k, ovat
keskendén jaottomat (miksi?). Néin ollen (kts. edellisen proposition todistus-
ta) on olemassa polynomit @1, ..., Qx € K[X] siten, ettd

Merkitédén W; = P;(L)V, j =1,..., k. Télléin jokaisella w € W; pétee
(L —X;jid)™w = (L — \;id)™ Pj(L)v = x(L)v = 0,

missd v € V jokin alkio. Téssé olemme soveltaneet Cayley-Hamiltonin Lauset-
ta.

Olemme néyttineet, ettd W, C V. Osoitetaan, ettd avaruuksien W; sum-
ma on koko avaruus V. Talléin erityisesti aliavaruuksien V* summa on koko
avaruus V.

Nimittéin jokaisella v € V'

v =id(v) = P,(L)Qu(L)v + Po(L)Qo(L) + ... + Po(L)Qu(L),
missi P,(L)Qi(L)v € P(L)(V) = W, O

Jordanin lauseen olemassaolo-puoli on nyt todistettu. Jéljelld on yksika-
sitteisyys.
Olkoon L: V — V sellainen operaattori, joka voidaan esittdd Jordanin nor-
maalissa muodossa olevana matriisina A. Olkoot Aq,..., A\, erilaiset K:n
alkiot, joilla A sisdltdd A;-soluja. Me tieddmme jo, ettd ndmé luvut ovat
tdsmélleen L:n ominaisarvot, joten L mé&érda ne yksikéasitteisesti. Jokaisel-
la ¢ =1,...,k matriisi A voi sisédltdd yhden tai enemmén \;-soluja, olkoot
N(Aiymy1), N(Aj,ma), ..., N(N\;, ms) kaikki A;-solut jotka esiintyvét A:ssd. Mei-
dén pitdd osoittaa, ettd samankokoisten eli (m x m)-kokoisten A;-solujen méé-
réd riippuu vain L:sté jokaisella m € N.
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Jokaisella i = 1,...,k A:m jokin Ai-solu N(A;,m;) vastaa operaattorin
(L — X;id) "syklisti vapaata osajoukkoa” el = (e;, (L — A;jid)e;, ..., (L —
Aiid)™ite;). Téamédn virittdméssd aliavaruudessa W]’ operaattori L — \;id
on nilpotentti, joten W]’ on juurialiavaruuden V* aliavaruus. Eri soluja vas-
taavat avaruudet VV; muodostavat suoran summan W?, joka on titen V*:n
aliavaruus. Toisaalta aliavaruuksien W* summa on koko avaruus V, joten

taytyy olla
W)\i — V)xi

jokaisela ¢ = 1, ..., n. Nain ollen
Vj = EBlS]SS Span(ej, (L - )‘z id)@j, ceey (L — )\z id)mj_lej),

missd m; kéy lapi kaikki A:n A;-solujen koot (mahdollisesti samat!). Voimme
olettaa, ettd m; < mo < ... < ms.

Strategiana on laskea jokaisella luonnollisella luvulla ¢ € N operaattorin
(L — X\)": V — V kuvajoukon dimensiota, joka merkitdin r,:11d. Naméhéin
tietenkin riippuvat vain L:sté, joten jos onnistumme kytkeméédn solujen lu-
kuméaradn nédihin invariantteihin, saamme todistettua myos jalkiméisten in-
varianttisuutta.

Proposition 3.42 nojalla jokainen aliavaruus V% on invariantti operaat-
torin L — \;, joten myds operaattorin (L — );)"n suhteen, jokaisella ¢t € N.
Lisiiksi se on isomorfismi rajotettuna aliavaruuksiin V%, j # i. Toisaalta,
jos e} = (e;, (L — Aiid)e;, ..., (L — A;id)™ ~'e;) on erds syklinen vapaa jono,
joka vastaa erdstd A;-solua, niin (L — );)* kuvaa sen virittdmén avaruuden
avaruudeksi, jonka kanta on ((L—\;)'e;, (L— ;)" te;, (L—X;id)™ " te;). Té-
méhéin on vapaan osajonon e;, (L — X\;id)e;, ..., (L — X\;id)™e;) osajono,
joten myos vapaa. Jos solun koko m; < ¢, niin tdmé&n jonon pituus on 0,
muuten m; — t. Néin ollen, jos V":114 merkitdén suoraa summaa

V! = @iV,
niin
re = Z (m; —t) +dim V",
m;>t
Tasté seuraa, ettd

Tt = Tey1 = Z(mj_t)_ Z (m;—t—1) =

mj>t mj>t+1

=> mi—t)— > (my—t)+ > 1=

mj>t mj>t+1 mj>t+1
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Z 1+ Z 1= Z 1=np1 + o+ ...,

m]-:t-i-l mj>t+1 m]'Zt+1

missé ng:118 merkitddn k-kokoisten A;-solujen lukumaééraé. Néin ollen
Ng =141 =T — Ty = Tey1) = Teo1 — 20 + Teq1

Téasséd rg = dim V. Koska suuret oikealla puoleella riippuvat vain L:sté, ei
tavasta esittdéd se Jordanin matriisina, sama pétee vasemalle puoleelle. Yksi-
késitteisyys on todistettu.

Jordanin lauseen avulla voidaan johtaa kuvauksen diagonalisaation hyo-
dyllinen karakterisaatio.

Nimittéin, olkoon
k

XL = H(X — )™
i=1
operaattorin L: V — V karakteristinen polynomi, jolloin L voidaan esittaé
Jordanin matriisina A. Jos ni,... ,néi ovat erilaisten \;-solujen koot, niin
tietysti n® + ...+ ngz = m;. Minimaalinen polynomi joka nollaa n-kokoisen
A-solun on polynomi (X — A\)", joten L:n minimipolynomi on

k

my = [ J(X =)™,

i=1

missi m; = max{ni,nb, ..., n. }.

Jokainen diagonaalinen matriisi on Jordanin normaalissa muodossa, jossa jo-
kaisen solun koko on 1 ja péinvastoin. Téasté ja edellisestd saadaan seuraa-
va mielenkiintoinen havainto. Tarkemmin sanottuna odistuksessa tarvitaan
yleisesti my0s se fakta, etté karakteristisella ja minimipolynomilla on samat
jaottomat tekijat, jonka perustelu sivutettiin.

Lemma 3.44. Olkoon L: V — V operaattori. Tdlloin se on diagonalisoituva
jos ja vain jos sen minimipolynomi on muotoa

k

my, = [J(X =N,

=1

missd A\; kaitkki eri kunnan luvut. Toisin sanoen minimipolynomi on jaetta-
vissa ensimmdisen asteen tekijoihin, joista mikddan ei toistu.

Tulos on hyddyllinen, silld usein minimipolynomin voi laskea suoraan.
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