3.2 Polynomialgebra

Edellisessé luvussa térméttiin polynomifunktioihin ja polynomiyhtéléihin kun-
nan yli luonnollisella tavalla, nimittdin tutkimalla kuvauksen ominaisarvoja.
Téma antaa meille hyvan syyn tutkia polynomeja yleisesti (muitakin syita

16ytyy).

Tahan asti olemme késitteleet polynomeja yksinkertaisesti funktioina
K — K, joilla on tietty muoto. Nykyalgebrassa kuitenkin preferoidaan ab-
straktimpi ja algebrallisempi tapaa ajatella polynomit.
Madritelmén mukaan polynomifunktio kunnassa K on kuvaus p: K — K
jonka voi kirjoittaa muodossa

p(l‘) - Cnxn + Cn_ll’n_l +...+caxr+c

joillakin cg, ..., ¢, € K (joita sanotaan p kertoimiksi, ¢, # 0. Téllaisen po-
lynomin aste on n (toki yleisemmin voimme puhua polynomista renkaassa
R, mutta rajotutaan téssd kunta-tapaukseen). Haluasimme, ettd polynomin
kertoimet madraytyisivit sen yksikasitteisesti, jolloin olisimme voineet iden-
tifioida p sen kertoimien jonon (co,...,c,) € K™ kanssa. Valitettavasti té-
mé ei aina pidd paikkansa - erilaiset polynomilauseekkeet voivat méaritel-
14 saman kuvauksen. Esimerkiksi olkoon K = {zo,...,x,} jokin ddrellinen
kunta, n > 1, esimerkiksi Z, (missé p alkuluku). Téll6in polynomifunktio
p: K — K,
p(z) = (x —x0)(z — 1) ... (x — xy,)

on polynomilausekkena (n + 1)-asteinen polynomi, mutta kuvauksena on-
kin nollakuvaus. Ndhdaén, ettd tdassd tapauksessa polynomikuvauksen aste
ei ole edes hyvinméaéritelty - se riippuu siitd, miten kuvaus esitetdan poly-
nomilausekkeena. Itse asiassa, jos K on &érellinen, on selvéé, ettéd erilaisia
kuvauksia f: K — K on vain airellinen méard, mutta erindkoisia polyno-
milausekkeita on pakko olla ddreton mééré - ainakin yksi jokaisella n € N
(kuvaus = — z™).

Voidaan osoittaa (harjoitustehtdvé), ettd ddrettoméan kunnan tapauksessa
néin ei voi kdyda - jos K on ddreton, niin kaksi polynomikuvausta p,q: K —
K ovat kuvauksina samat jos ja vain jos niilld on sama aste ja samat kertoi-
met.

Polynomikuvaukset, jonka kertoimet ovat kunnan K alkiot yleistyvét
luonnollisella ja ja tuottoisalla tavalla K-algebrothin. Taméan ndkokulman
kautta paddytadn luonnollisella tavalla algebrallisen abstraktiin polynomiin
késitteseen.
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K-Algebrat.
Palautetaan mieleen, ettd K-algebra A on K-vektoriavaruus, jossa on méa-
ritelty myos kertolasku -1 A x A — A, joka on K-bilineaarinen kuvaus ja
laskutoimituksena assosiatiivinen. Bileneaarisuus-ehto tarkoittaa tasan sité,
etta
(a+b)-c=a-c+b-c,

a-(b+c)=a-b+a-c,
(ka)b = a(kb) = k(ab)

kaikilla a, b,c € A, k € K. Kaksi ensimmaéista ehtoa (muiden algebran ehtojen
kanssa) takaavat silloin, ettd (A, +, ) on rengas. Algebra on siis samanaikaan
vektoriavaruus ja rengas. Yleensd kisittelemme vain ykkdsellisid algebroja,
joissa kertolaskulla on neutraalialkio 1 € A. Algebran kertolasku ei ole viil-
taméatta vaihdannainen. Jos se on, puhumme vaihdannaisesta algebrasta.
Aina kun torméatdan uudenlaiseen algebralliseen struktuuriin, luonnollisiksi
nousevat kysymykset mika on tdméntyyppisiin struktuurien vélinen morfis-
mi, mikéd on alistruktuuri ja miten saadaan tekijastruktuurit konstruoitua.
Olkoot A, B K-algebrat. Kuvaus f: A — B on K-algebrojen homomorfismi,
jos se on K-lineaarinen A:n ja B:n K-vektoriavaruuden suhteen ja sailyt-
tad kertolaskun, toisinsanoen on lisdksi rengashomomorfismi f: (A, +,-) —
(B,+, "), kun unohdetaan skalaarikertolaskua.

K-Algebran A osajoukko B on K-alialgebra, jos se on K-vektoriavaruuden
A aliavaruus ja renkaan A alirengas. Algebran ideaali on sellainen renkaan A
ideaali, joka on myos aliavaruus K-vektoriavaruuden suhteen. Jos I on A:n
ideaali, niin voimme muodostaa tekijialgebran A/I. Yleisen teorian (kts. Lu-
ku 1) nojalla A/I on sekd K-vektoriavaruus (jos késitelladn A vektoriavaruu-
tena), ettd rengas (jos A ajatellaan renkaana). Helposti verifioidaan, ettd kun
A/I varustetaan indusoinneilla K-vektoriavaruuden ja renkaan struktuureil-
la, yhdessé ne todellakin muodostavat K-algebran (pitdé tarkistaa vain, etta
indusoitu kertolasku on K-bilineaarinen, harjoitustehtava).

Olkoon f: A — B (ykkosellisten) algebrojen homomorfismi. T&ll6in yleisen
teorian (kts. Luku 1) mukaan Ker f on A:n ideaali, Im f on B:n alialgebra ja
isomorfialauseen nojalla f indusoi algebraisomorfismin A/ Ker f = B. Ylei-
semmin hajotelmalause takaa, ettd jos I on A:n ideaali jolle I C Ker f, niin
f indusoi agebrahomomorfismin f: A/I — B.

Oletetaan, ettd A on ykkosellinen K-algebra. Méadritelemme kuvauksen
¢: K — A kaavalla ¢(k) = k - 1, missa - tarkoittaa skalaarituloa. Helposti
niahdddn, ettd ¢ on K-algebrojen vélinen homomorfismi (harjoitustehtavi).
Téssé siis ajattelemme K itse K-algebrana ilmeisella tavalla. Itse asiassa ¢
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on jopa injektio, eli upotus, silld vektoriavaruuden supistusdanté takaa sen,
ettda k-1 = k’-1 jos ja vain jos k = k’. Tasta syystd samastamme K :n alkio
k A:m alkion ¢(k) kanssa ja puhumme siis algebran A alkiosta k.

Olkoon = € A, missd A on jokin ykkosellinen K-algebra. Mietitddn mika
on pienin A:n (ykkosellinen) K-aliagebra K [z], joka sisdltdd x:n, eli z:n virit-
tamaé alialgebra. Koska sen taytyy olla ykkosellinen alistruktuuri, sen taytyy
sisdltad z:n lisdksi ainakin alkion 1 € A. Koska se on algebra, eli suljettu ker-
tolaskun suhteen, sen taytyy siséltda lisdksi kaikki z:n potenssit ", n € N
(tapaus n = 0 vastaa alkiota 1). Toisaalta, koska K[z|:n tdytyy olla vektoria-
liavaruus A:ssé, se on suljettu skalaarikertolaskun suhteen, joten se siséltaé
myo6s kaikki muotoa kx™ olevat alkiot, & € K, n € N. Lopuksi, koska se
on suljettu myos yhteenlaskun suhteen, sen taytyy sisaltad kaikkien téllaista
muotoa olevien alkioiden summat, eli mielivaltaiset polynomilausekkeet

~1
" + 1"+ .+ + o,

joissa kertoimet cq,...,c, € K,c, # 0. Méiaritelemme A:ssa kuvauksen
p: A — A kaavalla

p(x) = o™ + coz™ L T+ .

Téllainen kuvaus sanotaan algebran A K-kertoimiseksi polynomikuvauksek-
st ja se on siis suora yleistys edelld tarkasteltuvasta polynomikuvauksesta
p: K — K kunnassa K.

Olemme néytténeet, ettd alialgebra K[z] siséltdd kaikki muotoa p(z) olevia
lausekkeita, misséd p on K-kertoiminen polynomi A:ssd. Namé riittaid ja té-
hén voidaan lopettaa, silla kddntden voidaan osoittaa, ettd kiddntiden jokainen
K[z]m alkio on tdtd muotoa. Saamme siis seuraavan tuloksen, jonka todistus
jaa lukijalle harjoitustehtaviksi.

Lemma 3.15. Olkoon A (ykkosellinen) K-algebra ja x € A. Tdilldin x:n
virittdma alialgebralle K[z| pdtee

Klz] = {p(x) | p: A — A on K-kertoiminen polynomi}.

Esimerkiksi C on R-algebra. Polynomikuvauksen p(z) = x? + 1 voim-
me ajatella polynomina p: R — R tai polynomina C — C. Riippuen siité,
missé joukossa tdmé kuvaus tarkastellaan, se kidyttaytyy eri tavalla - esim.

2 4+ 1= (z —i)(z + ). "Polynomilausekkena” se on kuitenkin sama.
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Koska K-kertoimisen polynomilausekkeen kayttaytyminen riippuu siité,
missé K-algebrassa se tarkastellaan, haluamme konstruoida abstraktin, "uni-
versaalin” polynomialgebran, johon kaikki mahdolliset polynomitilanteet voi-
daan vertailla.

Polynomialgebran konstruuktio.

Ajatus on seuraava. Koska haluamme, ettd polynomin kertoimet méia-
ritelisivat sen yksikésitteisesti, kutsumme K-kertoimiseksi (algebralliseksi)
polynomiksi jono (cg, ..., ¢,) € K", jollakin n € N. Koska haluamme tarkas-
tella kaikkien mahdollisten asteiden olevia polynomia, n saa kdyda léapi kaikki
mahdolliset arvot N:sté. Toisin sanoen meidén on tarkisteltavaa kaikki mah-
dolliset ddarellispituiset jonot. Toisaalta voimme silloin yhtd hyvin kayttas
kaikki ddarelliskantaiset jonot!

Siirrymme nyt formaaliin konstruktioon, jonka idean pitéisi olla téssé vai-
heessa jo hyvin selva lukijalle. Olkoon K kunta. Muodostamme K-vektoriavaruus
K®™_ jonka alkiot ovat siis #irelliskantaiset jonot (c,)neny (huom., meille
0 € NI!). Proposition 2.79 nojalla tdmé on vapaa, ddretonulotteinen K-
vektoriavaruus, jolla on kanta (e, ),en. Téssd e, on sellainen jono (¢ )nen,
jolle ¢,,, = 1 ja muut koordinaatit ovat nolleja. Koska tdmé on kanta, mééri-
telméin mukaan voimme kirjoittaa jokainen K™ alkio muotoon

Co€o + C1€1 + ... + Cply

jollakin n € N, ¢y, ..., ¢, € K, missd voimme olettaa, ettd ¢, # 0. Téllainen
esitys on yksikésitteinen. Sanomme, ettd téllaisen alkion aste on n. Jonon
(€n)nen aste on siis suurin n € N jolle ¢, # 0. Télloin tama alkio ¢, sanotaan
fm johtavaksi kertoimeksi. Jonon f aste merkitddn deg f. Se on mééritel-
ty kaikille K™ alkioille, paitsi nollaalkiolle, jonka kaikki koordinaatit ovat
nolleja. Tama alkio sanotaan nollapolynomiksi ja asetetaan sen asteeksi —oo
(eli miinus ddreton) teknisista syisté.

Sanomme K ™:n alkiot K-kertoimisiksi (algebrallisiksi) polynomeiksi. Mer-
kitdain K™ = K[X]. Koska K[X] on méiritelmin mukaan K-vektoriavaruus,
polynomit voi laskea yhteen ja kertoa K:n alkioilla. Haluamme myos ker-
toa polynomit kesken&én, joten meidén on méaariteltavas kertolasku joukos-
sa K[X].

Koska (e,,)nen on K[ X]|m kanta, Lauseen 2.80 nojalla on olemassa tasan yksi
K-bilineaarinen kuvaus ®: K[X]| x K[X]| — K[X], jolle ®(e,, e) = €nim
kaikilla n,m € N. Merkitdan ®(f,g) = f - g, - on siis laskutoimitus joukossa
K[X]. Kutsumme sitd polynomien kertolaskuksi. Maaritelmésté seuraa (har-
joitustehtava), ettd jos f = (a,) ja g = (b,) ovat polynomeja, niin f - g on
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polynomi (¢,), jolle

Cp = Z akbl

kt+l=n,k,lcN

jokaisella n € N.

Lemma 3.16. Polynomien kertolaskulla varustettuna K[X] on ykkésellinen
ja vaihdannainen K-algebra. Kertolaskun neutraalialkio on eg.

Todistus. Kuvaus ® on konstruktioon perustella bilineaarinen, joten jéljella
on kertolaskun osoittaminen vaihdannaiseksi ja liitdnn&iseksi.

Tarkastellaan kuvaukset ¥;: K[X]| x K[X] x K[X] — K[X], ¥y: K[X] X
K[X]| x K[X] — K[X], Y1(f,g,h) = (fg)h, Ys(f,g,h) = f(gh). Kertolasku
on assosiatiivinen jos ja vain jos W; = W,. Helposti nihdddn (tarkistal!),
ettd molemmat kuvaukset ¥; ja Wy ovat 3-lineaariset. Koska K[X] on vapaa
moduli, Propositiosta 2.80 seuraa, ettd ndméa kuvaukset ovat samat jos ja
vain jos ne ovat samat, kun rajoidutaan kanta-alkioihin (e, ). Mutta kanta-
alkioille assositivisuus pétee, silla

\Ill<€n7 €m, ek) = Entm€rk = €(n+m)+k = Ent(m+k) = EnCmik = \P2<en; €m; ek)-

Liitdnnéisyys on todistettu. Vaihdannaisuus todistetaan samalla tavalla - riit-
tad huomata, ettéd se pétee kanta-alkioille.
Algebran K[X] neutraalialkio on kanta-alkio e. O

Algebraa K[X] sanomme K:n polynomialgebraksi.
Koska ey on kertolaskun neutraalialkio, merkitsemme sen symbolilla 1. Alkio
e; puolestaan merkitsemme symbolilla X . Induktiolla helposti ndhd&éan, etta

en=e€+...+e =€ =X"
—_——

n kertaa

jokaisella n € N. Néin ollen voimme kirjoittaa jokainen (nollasta eroava)
polynomi f = (¢,) muotoon

f=c+aX+eX?+.. .+, X",

missd n = deg f yksikésitteiselld tavalla. Néin padstdan muotoon, joka néyt-
tad samalta kuin vanha tuttu "polynomi”. Télla kertaa se ei kuitenkaan ole
endd mikddan kuvaus ja X ei ole mikddn muuttuja.

Kuten yleensi algebrassa, médritelemme kuvausta ¢: K — K[X], k —
kXY = k, missi k € K[X] on nolla-asteinen polynomi, jonka nollas kom-
ponentti on k. Sanomme téllaiset polynomit vakiopolynomeiksi. Taméa ku-
vaus on agrebrojen vélinen homomorfismi, ja liséksi injektio, joten voimme

100



identifioida k € K ja vastaava nolla-asteinen polynomi k € K[X]. Ajatellem-
me siis kunta K polynomialgebransa K[X]| osajoukkona.

Olkoon A ykkosellinen K-algebra ja p = (¢, )nen polynomialgebran alkio.
Télloin voimme madritelld sitd vastaava polynomikuvaus p: A — A (merkit-
semme se samalla symbolilla) kaavalla

Voimme ajatella, ettd "sijoitamme” symbolin X paikalle algebran alkion .
Tésméllisemmin sama ajatus voidaan muotoilla polynomialgebran universaa-
liksi ominaisuudeksi.

Propositio 3.17. Olkoon A ykkosellinen K-algebra ja x € A mielivaltainen.
Tdlloin on olemassa tasan yksi (ykkosellisten) K-algebrojen homomorfismi
Syt K[X] — A jolle S,(X) = z. Kutsumme sitd alkion x méaaritteleméksi
sijoitushomomorfismiksi. Sille pdtee S,.(p) = p(z), kaikilla p € K[X].

Todistus. Jos S,: K[X] — A on ykkosellinen algebrahomomorfismi, jolle
Sz(X) =z, niin S;(eg) = S:(1) = 1 ja liséiksi induktiolla S, (e,,) = S, (X") =
z". Koska S, on erityisesti lineaarinen kuvaus, niin ndmé arvot K[X]:n kan-
nan alkiolle méaréavét sen yksikasitteisesti.

Kééntden médritelldén K-lineaarinen kuvaus S, : K[X| — A asettamalla sen
arvot kanta-alkiolla S, (e, ) = 2™, jolloin siis erityisesti S, (1) = S,(eg) = 2° =
1ja Su(X) = S,(e;) = 2! = 2. Lemman 2.22 nojalla téllainen K-lineaarinen
kuvaus on olemassa ja yksikéasitteinen.

Jaljelld on sen osoittaminen, ettd S, on yhteensopiva myds kertolaskun kans-
sa eli S;(pq) = S:(p)S(q) kaikilla p, ¢ € K[X]. Yhtalon Si(pq) = Su(p)Su(q)
molemmilla puoleella esiintyy erés kahden muuttujan kuvaus K[ X|x K[X]| —
A ja helposti ndhdéaén, ettd molemmat nadmé kuvaukset ovat K-bilineaarisia.
Néin ollen, Lemman 2.80 nojalla, riittdé osoittaa, ettd nama kuvaukset saavat
samat arvot kun p = e,, ¢ = e,, ovat kanta-alkioita. Mutta potenssisdantojen
nojalla pétee

Se(enem) = Selenim) = 2" = 2"2™ = S,(€,)Sp(em).

Viite on todistettu.

Sen osoittamiseksi, ettd S, (p) = p(x) riittdd huomata, ettd kaavalla p — p(x)
maédritelty kuvaus on K-lineaarinen ja kuvaa kannan alkion e, alkiolle z"
kaikilla n > 0. Néin ollen sen on pakko olla kuvaus S,. ]
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Kuten universaalit ominaisuudet yleensékin, edellisessé propositiossa mai-
nittu polynomialgebran ominaisuus méaéraa sen yksikésitteisesti algebra-isomorfismin
vaille. Jatdmme tdmén véaitteen formulointi ja todistus lukijalle harjoitusteh-
taviaksi.

Sijoitushomomorfismin avulla voimme soveltaa polynomialgebraan liityy-
véat tulokset mielivaltaisessa algebrassa. Téamén takia alamme nyt tutkimaan
K[X]:n teoriaa.

Lemma 3.18. Olkoot f,g € K[X]. Tdlloin

1)deg(f + g) < max{deg f,deg g},
2)deg fg = deg f + degg.
3) K[X] on renkaana niin sanottu kokonaisalue eli fg = 0 jos ja vain jos

f =0 tai g = 0. Tdssd tulkitaan —oo +n = —o0 ja —oo0 < n jokaisella
n € N.
Todistus. Harjoitustehtava. O

Vaihdannaisen renkaan R alkiota z # 0 sanotaan R:n nollan jakajaksi, jos
on olemassa y € R,y # 0 siten, ettd xy = 0. Vaihdannainen rengas sanotaan
kokonaisalueeksi, jos siiné ei ole nollan jakajia, eli kaikilla z,y € R, xz,y # 0
pitee ry = 0. Esimerkiksi jokainen kunta on kokonaisalue. Kokonaislukujen
rengas 7 ei ole kunta, mutta on kokonaisalue (tdstd esimerkistd nimitys “ko-
konaisalue” tuleekin). Kokonaisalueessa on voimassa térked supistussddanto,
joka sanoo, etta jos ab = ac ja a # 0, niin b = c.

Seuraus 3.19. Rengas K[X] on kokonaisalue.

Todistus. Oletetaan, ettd f,g € K[X], f,g # 0. Talloin edellisen lemman
nojalla deg fg = deg f + deg g on &érellinen luonnollinen luku, joten tulo ei
voi olla 0. O

Olkoot f, g € K[X]. Sanomme, ettd polynomi f on jaollinen polynomilla
g:114, jos on olemassa h € K|[X] siten, ettd f = gh. Polynomi g on tallin f:n
tekiji. Edellisen lemman nojalla talloin on pakko olla deg g + deg h = deg f,
joten erityisesti deg g, deg h < deg f, jos f # 0. Polynomien jaollisuusteorial-
la on paljon yhteistd kokonaislukujen jaollisuusteorian kanssa. Esimerkiksi
seuraavassa propositiossa todistettava téarked jaollisuusalgoritmi on téysin
analoginen kokonaislukujen vastaavan ominaisuuden kanssa.
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Propositio 3.20. Olkoot f,g € K[X], g # 0. Tdlloin on olemassa yksiki-
sitteiset polynomit q,r € K|[X| siten, ettd

f=ag+r
ja degr < degg.

Todistus. Osoitetaan ensin ¢:n ja r:n olemassaolo. Todistus on formaalisaa-
tio koulusta tutusta jakokulma - algoritmissa. Jos deg f < degg, valitaan
yksinkertaisesti f = r, ¢ = 0. Oletetaan siis, ettd f:n aste on véhintdan yhtéa
suuri kuin ¢g:n aste.

Otetaan ensin menetelmén valaistamiseksi joku konkrettinen esimerkki vaik-
kapa Q:ssé. Olkoon esim. f = X*+1 ja g = 2X?+ X + 1. Haluamme jakaa f
g:114 jakokulmassa. Ensin pitdd padstéad eroon f:n korkeammasta potenssista
eli termistd X* kertomalla g sopivalla polynomilla h. Koska haluamme ku-
moa termin X* ja ¢gm korkeimman asteen termi on 2X? meidin on nostava
potenssi 2:114 ja samalla pitdd mitdtoida kertoimen 2 vaikutusta, eli kertoa
sen kadnteisluvulla. Kerrotaan siis g polynomilla A = %X 2. Saadaan

1 1 1 1
f—hg= (X4+1)—(X4+§X3+§X2):—§X3—§X2+1:f’.
Jatketaan samalla tavalla jakamalla uusi polynomi f’ (jonka aste on nyt
aidosti pienempi kuin f:n aste) g:1la. Saadaan

1 1 1
[ Xg =X+ X +1= /",

4 4
1 3 9
Frgo=ghrg=r
Kaiken kaikkian saadaan
1 1 1 1 1 1
f=F+5X0g= "= Xg+ X7 = (GX* = X =g +r=qg+m,

missd degr < degg.
Yleinen todistus etenee samalla tavalla. Oletaan siis, ettd m = deg f >
deg g = n. Olkoon ¢g:n johtava kerroin a ja f:n johtava kerroin b. T&ll6in

f _ ba—le—ng — f/

on polynomi, jonka aste on aidosti pienempi kuin f:n aste ja f = f' +
ba~tX™ g Koska deg f’ < deg f, voimme induktio-oletuksena viitti#, et-
ta f"lle vaite on tiedossa, eli f' = ¢'g + r, missda degr < degg. Talloin
saadaan f = qg + 7, missi ¢ = ¢ + ba ' X™ " ja degr < degg. Viite on
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siis todistettavissa induktiolla f:n asteen suhteen, kunhan néytetdéin vield,
ettd induktion alkuaskel toimii eli viite on tosi kun deg f = 0. Mutta jos
deg g > 0, me olemme jo ylla osoittaneet, ettd viite patee kun deg f < degg.
Muuten deg g = 0 eli molemmat f ja g ovat vakiopolynomit, toisin sanoen
K:n alkiot. Liséiksi g # 0. Nyt f = (fg~')g on vaadittu esitys (missi jako-
jaannos » = 0 on asteeltaan —oo pienempi kuin g.

Olemassaolo on todistettu.

Todistetaan vield yksikésitteisyys. Oletetaan, etté

gg+r=[f=dqdg+r,

missa degr, degr’ < degg. Talloin eritysesti
(@—d)g=r"—r

Jos ¢ —¢' # 0, niin vasemmaalla puoleella on polynomi jonka aste on deg(q —
q')+deg g > deg g, mutta oikealla puoleella polynomi, jonka aste on < deg g.
Saadaan ristiriita. Néin olleen pitdi olla ¢ — ¢’ = 0. m

Huomautus: Yleisemmin polynomialgebra voidaan méaéritelld renkaan
R yli. Konstruktio on samanlainen ja ndin syntynyt R-algebra merkitd&n
R[X]:1l4 Erityisesti, jos A on jokin K-algebra, niin A itse on rengas, joten
voimme myos tarkastella abstraktit algebralliset polynomit, jonka kertoimet
ovat algebran A alkiot eli A[X]:n alkiot.
Jotkut polynomialgebran K[X]| ominaisuudet ovat voimassa myds polyno-
meille renkaan yli, monet taas ei. Juuri todistettu juuriyhtilo ei yleisesti
sellaisenaan toimi renkaan yli - esimerkiksi Z[X]:n polynomi X* + 1 ei voi
esittdd muodossa qg + 7, missi ¢ = 2X2 + X + 1, q,r € Z[X] ja degr < 4.
Tama johtuu siitd, ettd yhtalossa f = gg + r on télloin oikealla puoleella po-
lynomi, jonka johtava kerroin on 2:114 jaollinen, kun taas vasemmanpuoleisen
polynomi johtava kerroin on 1.
Kuitenkin jos jaettavan polynomin g johtava kerroin on 1, niin jakoalgoritmi
toimii myos mielivaltaisessa renkaassa/algebrassa - itse asiassa ei edes kerto-
laskun vaihdannaisuutta tarvita. Téllaista polynomia, jonka johtava kerroin
on 1 sanotaan yleisesti pddpolynomiksi.

Tarkastellaan K[X] vaihdannaisena renkaana (eli unohdetaan skalaari-
kertolasku). Olkoon p € P(k) ja mééritellddn osajoukko

J=Apf | feK[X]}

Toisin sanoen J on kaikkien p:lla jaollisten polynomien osajoukko. Télloin
J on K[X]m ideaali eli sellaisen osajoukko, joka on aliryhmé yhteenlaskun
suhteen ja lisiksi jos p € [ ja f € K[X] niin pf € I. Taméa on helppoa
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tarkistaa. Téllaista muotoa olevaa ideaalia sanotaan pddidealiksi. Polynomi
p sanotaan talloin péadideaalin J wvirittdgksa.

Propositio 3.21. Jokainen K|[X|:n ideaali I on pddideaali. Pddideaalin vi-
rittdji on yksikdasitteinen K:n alkiolla kertomista vaille, eli jos p ja q ovat
molemmat saman padidealin virittdjit, on olemassa k € K siten, ettip = kq.
Erityisesti on olemassa yksikdsitteinen padpolynomi p siten, etti I = (p).

Todistus. Olkoon J P(K)m ideaali. Jos J = {0}, se on alkion 0 virittamaé.
Oletetaan, etté J:ssd on muitakin alkioita kuin nollapolynomi. Valitaan niisté
sellainen p € J, jonka aste on pienin mahdollinen. Osoitetaan, ettd J on
p:n virittama. Riittdd olettaa, ettd jokainen f € J voidaan esittdd muodossa
f = qp. Jakoyhtélon ?? nojalla on olemassa g, r € P(K) siten, etta f = gp+r,
missd degr < degp. Koska J on ideaali, f,p € J, my6sr = f —qp € J. Jos
r # 0, se, ettd degr < degp on ristiriidassa p:n valinnan kanssa. N&in ollen
r=0eli f=¢gp. Viite on todistettu.

Jos f ja g ovat molemmat virittdjit, niin f = qg ja g = ¢'f, josta f = (¢q’) f.
Jos f on nollapolynomi, sen virittdméa ideaali on yhden alkion ideaali, joten
my6s g = f = 0. O]

Edellisesté propositiosta seuraa, ettd polynomialgebran K[X] jokainen te-
kijaalgebra on muotoa K[X]/(p). Niitd tutkimme tarkemmin myshemmin,
kun puhumme algebrallisista alkioista.

Jokainen polynomi f on selvésti jaollinen jokaisella nollasta eroavalla 0-

asteisella polynomilla £ € K ja jokaisella muotoa kf olevalla polynomilla,
k € K. Jos ndmé ovat f:n ainoat tekijat ja lisiksi deg f > 0 (eli f ei ole kun-
nan K alkio), sanomme, ettd f on jaoton polynomi. Jos f ei ole jaoton, se on
jaollinen. Helposti ndhdéaén, ettd f # 0 on jaollinen, jos ja vain jos deg f = 0
tai f = gh joillakin g, h € K[X], degg < f,degh < f, eli f voidaan esittaa
kahden aidosti alemman asteisen polynomin tulona. Talloin ndméa f:n tekijdt
eivat myoskadn ole vakiopolynomeja.
Jaottomilla polynomeilla on polynomien jaollisuusteoriassa sama rooli kuin
alkuluvuilla on luonnollisten lukujen jaollisuusteoriassa. Muun muassa pétee
hajotelmalause - jokainen polynomi voidaan "oleellisesti” yksikésitteiselld ta-
valla esittdd jaottomien polynomien tulona. Ennen kuin osoittamme tamén,
kidydaan lapi tdrked tekninen aputulos.

Lemma 3.22. Olkoon p € K[X]| jaoton polynomi, f,g € K[X]. Jos tulo fg
on jaollinen p:lld, niin joko f tai g on jaollinen p:lld.

Todistus. Oletetaan, ettd p jakaa tulon fg ja f ei ole jaollinen p:lla. Osoite-
taan, ettd télloin p jakaa polynomin g. Tarkastellaan K [X]m osajoukko

I'={af+bp|abe KX}
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Helposti ndhddén, ettd I on K[X]m ideaali, itse asiassa pienin ideaali, joka
sisaltdd polynomit f ja p. Proposition 3.21 nojalla I on péadideaali, eli on
olemassa polynomi ¢ siten, ettd I = {aq | a € K[X]}. Koska p € I, tisté
seuraa, ettd erityisesti p on jaollinen ¢:ll&. Mutta p on jaoton, joten joko
q = k € K on nollaasteinen polynomi, tai ¢ = kp jollakin k € K. Toisaalta
f € 1, joten jos q = kp, saadaan f = aq = (ak)p jollakin a € K[X], mikd on
ristiiriidassa oletuksen kanssa (f ei ole jaollinen p:114). Néin ollen ¢:n tdytyy
olla 0-asteinen polynomi, eli alkio k¥ € K. Jos k = 0, I = {0}, mikd on
mahdotonta, silld p € I ja p # 0. Néin ollen k£ # 0. Koska k € I, on olemassa
polynomit a,b € K[X], siten, ettd af + bp = k. Kertomalla timi k~':114
saadaan yhtalo
af +bp=1

joillakin a,b € K[X].
Koska oletuksen nojalla fg on jaollinen p:1l4, eli on olemassa ¢ € K[X], siten,
ettd pqg = fg, saadaan

9=9-1=glaf +bp) =a(fg) + (bg)p = p(qa + byg).
Néin ollen g on jaollinen p:ll&. 0

Nyt voimme osoittaa, ettéd jokainen polynomi f, jolle deg f > 0, on esitet-
tavissd jaottomien polynomien tulona, vieldkin "oleellisesti” yksikésitteisella
tavalla.

On melko selvéd, ettd jokainen ei-vakio polynomi voidaan esittédé jaottomien
polynomien tulona. Nimittdin jos f ei ole jaoton, kirjoitetaan se muotoon
f = gh, missd deg g < f,degh < f. Jos g tai h eivit ole jaottomia, pilkotaan
ne alempiasteisten polynomien tulona jne. Koska téssé prosesissa polynomien
asteet aina pienenevit aidosti jokaisessa vaiheessa, sitéd ei voi jatkaa loput-
tomiin eli loppujen lopuksi paédstéaan esitykseen f = fi ... f,, missa f;:t ovat
kaikki jaottomia.

Kokonaislukujen alkulukuhajotelma on tunnetusti yksikésitteinen. Samoin
jokaisen polynomin esitys jaottomien polynomien tulona on oleellisesti yk-
sikésitteinen. "Oleellisesti” tdssa viittdd siihen, ettd voimme tietenkin kir-
joittaa polynomit erilaisessa jérjestyksesséd eli permutoida ne. Lisdksi jos
f € K[X] on jaoton ja k € K,k # 0, niin my6s kf on jaoton. Néin ollen tu-
lo f=fi...f, voimme kirjoittaa my6s muodossa f = (kf1)(k71fo) ... fa ja
niin poispain. Tamé& hankaloi yksikéasitteisyys-véitteen tarkan formuloinnin.
Téamén takia muotoilemme sen hieman eri tavalla.

Polynomin f = (¢,) # 0 johtava kerroin on sen suurin nollasta eroava kom-
ponentti ¢,,, eli sellaisen, jossa m = deg f. Jos polynomin johtava kerroin on
1, sanomme se pddpolynomiksi.
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Propositio 3.23. Jokainen polynomi f # 0 € K[X] voidaan esittid muo-
dossa

(3.24) f=k-fi.. fn

missd k € K ja f; on jaoton pddapolynomi jokaisella v = 1,...,m. Tdllainen
esitys on sen jasenten permutaatiota vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Olemme ylla jo todistaneet, ettd f voidaan esittdd muodossa f =
fi... fl, missd f! on jaoton jokaisella i = 1,...,m. Jos jokin f! ei ole padpo-
lynomi, se voidaan kuitenkin kirjoittaa muodossa f! = k;f;, missd k; € K ja
fi on padapolynomi, edellenkin jaoton. Kerdamalla kaikki kertoimet k; eteen
yhdeksi kertoimeksi k, saadaan esitys 3.24.

Osoitetaan esityksen yksikésitteisyys. Olkoon k' - f{...f, = f toinen sa-
manlainen hajotelma. Talloin f:n johtava kerroin on sekd k, ettd &/, joten
k =k # 0. Koska K on kunta, voidaan jakaa alkiolla k, jolloin saadaan

Fioeifm=flee fh

Polynomi f,,, on jaoton ja se jakaa tulon fi ... f]. Edellisestd lemmasta seu-
raa, induktiolla, ettd f,, jakaa yhden polynomeista fi,..., f,. Koska niiden
jarjestykselld ei ole merkitystd, voimme esim. olettaa, ettd f,, jakaa polyno-
min f/. Mutta molemmat ovat jaottomia ja vieldkin pédpolynomeja, joten
fm =1, ’r/L

Koska K[X] on kokonaisalue, voimme supistaa yht&lossi

fiooifm=f1-- [

samat tekijat f,, = f. Saadaan samannékoinen yhtélo, joissa on vihemmaén
alkioita. Jatketaan samalla tavalla. Jokaisessa vaiheessa molemmista puolista
supistuu yksi alkio ja loppujen lopuksi joudutaan tilanteseen, jossa toisella
puoleella on jéljelld vain vakio 1. Néin ollen ei toisessakaan voi olla jéljella
mitdén (muuten vasemmalla puoleella vakio-polynomi, oikealla taas polyno-
mi, jonka aste vihintdén 1). Néin ollen m = n ja molemmat esitykset samat
alkioiden jérjestysté vaille. O

Olkoon p € K[X] polynomi, A jokin K-algebra ja z € A. Sanomme, etté
x on pn juuri, jos p(x) = 0. Téssd p(x) on siis sijoitushomomorfismin arvo
kun p:ssd symbolin X paikalle sijoitetaan a € A.
Erityisesti kun kunta K tarkastellaan K-algebrana itseensé suhteen, voidaan
erikoistapauksena puhua p:n juuresta kunnassa K.
Juuret kiyttaytyvat kunnissa ja yleisissé algebroissa eri tavalla.
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Propositio 3.25. Olkoon p € K[X],p # 0. Tdlloin
1) alkio a € K on p:n juuri jos ja vain jos p on jaollinen polynomilla X — a,
2) p:lli on korkeintaan degp erilaista juurta kunnassa K.

Todistus. 1) Sovelletaan jakoyhtdlo polynomeihin p ja ¢ = X — a. On siis
olemassa ¢,r € K[X] siten, ettd p = gq + r ja degr < degg = 1. Néin ollen
jakojadnnos r on itse asiassa vakiopolynomi eli 7 = b jollakin b € K. p on
jaollinen g¢:ll& tdsmaélleen silloin, kun b = 0. Sijoitetaan yhtdloon p = qg + r
K:n alkio a (sijoitushomomorfismin kautta). Saadaan

p(a) = qg(a) +b =0,

silld g(a) = 0 polynomin g = X — a mééritelmén mukaan. Néin ollen jako-
jadnnos r = b = 0, eli p on jaollinen ¢:1l4, jos ja vain jos p(a) = 0 eli @ on p:n
juuri.

2) Viite voidaan osoittaa induktiolla deg p:n suhteen. Jos p on nollasta eroa-
va vakio polynomi, silld ei ole juuria ja sen aste onkin 0.

Otetaan jokin polynomi p. Jos silld ei ole juuria, asia on selvd. Muuten on
olemassa a € K siten, ettd p(a) = 0 eli, a)-kohdan nojalla, p = (X — a)q
jollakin polynomilla. Vertamaalla asteet ndhdéén, ettd degg = degp — 1.
Induktio-oletuksen nojalla g:1l4 on korkeintaan degp — 1 eilaista juurta. Nyt
jos b on jokin polynomin p juuri, sijoittamalla se (sijoitushomomorfismi!) po-
lynomiyhtéloon p = (X — a)gq saadaan 0 = p(b) = (b — a)q(b). Koska K on
kuntana erityisesti kokonaisalue, tésta seuraa, ettd joko b = a tai ¢(b) = 0
eli b on ¢:n juuri. Induktioletuksesta seuraa, ettd p:n juurten lukuméara on
korkeintaan degq + 1 = degp. O

Olkoon a € K polynomin p € K[X] juuri, p # 0. Edellisen proposi-
tion mukaan on olemassa polynomi ¢ € K[X] siten, ettd degq < degp ja
p = (X — a)g. Voi kiiyda niin, ettd a on my6s polynomin ¢ juuri. Tlloin
p = (X — a)?r, missi degr < degq. Néiin voidaan jatkaa kunnes pystyy ja
lopulta péidytiin esitykseen p = (X — a)¥g, missd a ei en#i ole g juuri.
Téata lukua k£ € N sanotaan juuren k kertaluvuksi. Se on siis suurin k jolla p
on jaollinen (X — a)*:1l4. Kertaluku on aina olemassa ja < degp. Jos juuren
kertaluku on 1, se on yksinkertainen juuri. Muuten se on monikertainen juuri.

Jos tarkastellaan yleisemmin polynomit, joiden kertoimet ovat algebran
A, tai, vield yleisemmin, renkaan R alkiot, niin edellisen proposition kohta 1)
on edellenkin tosi, mutta 2) ei valtdmétta endi ole. Nimittdin polynomien ja-
koyhtélo on voimassa renkaassa kunhan jaettava polynomi on paéapolynomi.
Koska polynomi X — a on sellainen, ylla annettu todistus toimii sellaisenaan
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myos renkaan R yli.

Kun kohdan 2) todistus yritetdén yleistdé renkaseen, niin tiytyy ainakin olet-
taa, etté siiné ei ole nollan jakajia, mutta vaihdannaisuus pitda myos olettaa.
Hyvé harjoitus on miettid missé kohdassa tarkalleen vaihdannaisuutta tarvi-
ta, jos ylla annettu todistus yrittdéd viedé lapi renkaassa.

Alla on annettu mielenkiintoinen esimerkki renkaasta, joka toteuttaa kaikki
kunnan aksioomat, paitsi kertolasku ei ole vaihdannainen, ja jolle edellisen
proposition kohta 2) ei ole voimassa.

Esimerkkeja 3.26. 1) Jokainen ensimmdisen asteen polynomi f = aX +
b, a # 0 on jaoton. Tdmd seuraa siitd, ettd jos f = gh, missd deg g,degh <
1, niin g:n ja h:n asteiden tdaytyy olla korkeintaan nolla, eli g ja h ovat
tilloin molemmat nolla-asteiset vakiopolynomit. Mutta ei niiden tulo
voi sitten olla 1-asteinen.

2) R:n polynomi f = X?+1 on jaoton. Tdmd ndihddin seuraavasti - ole-
tetaan, etti f = gh, missi degg,degh < 2,deg f + degh = 2. Tdlloin
atnoa mahdollisuus on degg = degh = 1. Jos g = aX + b, missd
a # 0, niin —b/a on g:n juurena myos f:n juuri. Mutta ei f:lli ole
Juuria R:ssd.

Jos f tarkastellaan C:n polynomilla, f on jaollinen, f = (X —i)(X +1).
Yieisemmin, jos f: K[X]| on korkeintaan astetta 3) oleva polynomi,
nun se et ole jaoton jos ja vain jos silld on juuri. Tdmd ndhdddin sa-
malla tavalla kuin ylld, tarkastelemalla hajotelman polynomien mah-
dollisia asteita.

Sen sijaan kun deg f > 3, voi kdydd niin, ettd f ei ole jaoton, vaikka
silld ei ole juuria. Esimerkiksi R:n polynomi f = X* +1 ei ole jaoton,
silld

X4 = (X2 +V2X +1)(X? - V2X +1).

Selvdsti f:lld er ole juuria R:ssd. Nain ollen juurten olemassaolo on
ylewselle polynomille riittavd, mutta ei vdlttamdton ehto jaottomuudel-
le.

3) Olkoon K algebrallisesti suljettu kunta, esim. K = C. Tdlloin vain en-
simmdisen asteen polynomit ovat jaottomia. Tdmd seuraa Propositios-
ta 3.25, silla jos f:lld on juuri k, se on jaollinen polynomilla X — k.
Propositiosta 3.23 seuraa, etti jokainen f € K[X] voidaan kirjoittaa
muodossa

f=aX—Fk)...(X — k)
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4)

5)

yksikdsitteiselld tavalla. Tdssd ki, ..., k, ovat f:m juuret (eivdt viltd-
mdtta erilaiset!).

Kaytamdlla hyvdksi sitd, ettd C on algebrallisesti suljettu, voidaan 0soit-
taa, ettd R:ssd jaottomat polynomit ovat tasan kaikki ensimmdisen as-
teen polynomit ja sellaiset toisen asteen polynomit, joilla ei ole reaa-
lijuureja. Tdstd seuraa, ettd R[X]:n polynomi voidaan aina kirjoittaa
ensimmdisen ja toisen asteen polynomien tulona. Yksityiskohdat har-
joitustehtdvdand.

Tdsti seuraa erityisesti, ettd paritonta astetta olevalla R[X|:n polyno-
milla on aina ainakin yksi reaalinen juuri. Sama tulos voi todistaa hel-
posti myds kaytdmdlld klassisen analyysin menetelmida. Nimittdin jos
degp on pariton, niin p kasvaa rajatta, kun ldhestytddn toista ddretto-
myyttd ja pienenee rajatta, kun lihestytddn toista ddrettomyytta. Eri-
tyisestt p:n on pakko saada sekd positiivisia, ettd negatitvisia arvoja.
Toisaalta polynomi on jatkuva funktio, joten Bolzanon lauseesta seu-
raa, ettd se taytyy myds saada jossakin pisteessd arvon 0.

Rengas on jakorengas, jos se toteuttaa kaikki kunnan aksioomat, paitsi
(ehkd) kertolaskun vaihdannaisuutta. Toisin sanoen rengas on jakoren-
gas jos se on epdtriviaali, ykkosellinen ja jokaisella nollasta eroavalla
alkiolla on kddnteisalkio kertolaskun suhteen.
Konstruoidaan esimerkki jakorenkaasta, jossa toisen asteen polynomiyh-
tilolld x® +1 = 0 on ddrettomdn monta ratkaisua. Edellenkin erittdin
hyvd harjoitus on miettid missd tarkasti vditteen n-asteisella polyno-
mayhtdldlld on kunnassa korkeintaan n ratkaisua” todistuksessa kdyte-
taddn vathdannaisuutta ja miksi se ei toimi ilman sitd oletusta.
Olkoon Q) kompleksisen matriisialgebran M (2 x 2; C) osajoukko, jonka
muodostavat muotoa
z w
E

olevat matriisit. Tdassd z,w € C ja Z on niuin sanottu kompleksiluvun
z = x + 1y konjugaatti z = x — 1y.

Voidaan osoittaa, etti Q) on M (2x2; C):n ykkdsellinen alialgebra, joten
erityisesti itse C-algebra. Lisdksi jokainen @Q:n nollasta eroava alkio on
kddntyvd Q:ssd. Ndin ollen Q) in erityisesti jakorengas. Ndiden vdiittei-
den verifioiminen jatetddan lukijalle harjoitustehtdviksi.

Tata algebra sanotaan kvartenionialgebraksi. Se on 2-ulotteinen C-
vektoriavaruutena ja 4-ulotteinen R-vektoriavaruutena. Erddan sen R-
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kannan muodostaa joukko {(1,1,j,k}, missd

S MR E R R

Tdmdn kannan alkiot ja niiden vasta-alkiot muodostavat mielenkiin-
toisen ja tdrkedn esimerkin ddrellisestd 8 alkion ei-Abelin ryhmdstd
Qs = {£1, £i, £j, £k}. Sen kertotaulu on seuraava.

Kertotaulusta nihdddn suoraan, etti Q:ssd yhtdlélld x> +1 =0 on ai-
nakin 6 ratkaisua, kaikki luvut joukosta {+£i, £j, £k}. Ndin ollen Pro-
position 3.25 kohta 2) ei pdde Q) :ssd, joka on muuten kuin kunta, paitsi,
ettd kertolasku ei ole vathdannainen.

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd yhtilolli 2> +1 = 0 on Q:ssd jopa
adrettomadn monta ratkaisua.

Algebralliset alkiot.

Olkoon A K-algebra ja x € A. Sanomme, ettd x on algebran A algebrallinen
alkio, jos on olemassa polynomi p € K[X],p # 0 siten, ettd p(z) = 0. Muu-
ten x sanotaan traskendaaliseksi alkioksi.

Erikoistapauksesta jossa kompleksilukujen kunta C ajatellaan Q-algebrana
oli jo maininta edellisessé luvussa. Kompleksiluku z sanotaan algebrallisek-
si luvuksi, jos on olemassa nollasta eroava Q-kertoiminen polynomi p, jon-
ka juurena on z. Itse asiassa mééritelmassa riittdd vaatia, ettd on olemas-
sa kokonaislukukertoiminen nollasta eroava polynomi p € Z[X] jonka juu-
ri on z (miksi?). Jokainen rationaaliluvuista ja imaginaariyksikostéa ¢ neljan
peruslaskutoimituksen ja juurten 3/ avullan rakenettu kompleksiluku on al-
gebrallinen, mutta on olemassa myo6s algebrallisia lukuja, joita ei voi esittaé
téllaisessa muodossa. Tamé on seuraus kuuluisasta Galois'n teoriasta, joka
tarkastellaan Algebra II kurssilla. Tunnettuja esimerkkeji transkendentteis-
ta eli ei-algebrallisista kompleksiluvuista ovat 7 ja e. Sen todistaminen, etté
jokin luku on transkendentti on yleensi suhteellisen vaikeata, joten trans-
kendentteista luvuista on vaikeata antaa konkrettisia esimerkkeja. Sen sijaan
on helppoa néyttis, ettd téllaisia lukuja pakko olla olemassa ja itse asias-
sa hyvinkin paljon. Nimittdn Q-kertoimisia polynomeja on vain numeroituva
méadra ja jokaisella sellaisella on dérellinen méaard juuria. Téstd seuraa, et-
téa algebrallisia lukuja on vain numeroituvan paljon. Koska kompleksilukujen
joukko ei ole numeroituva, tésta seuraa, ettd "suurin osa” kompleksiluvuista
ovat transkendentteji.

Puetaan algebrallisen/transkendentin alkion méiritelmé abstraktimpaan
muotoon. Olkoon A K-algebra ja z € A. Konstruoidaan sijoitushomomorfis-

mi S, : K[X]| — A joka kuvaa alkion X alkiolle = (Propositio 3.17). Talloin
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Im S(X) = Klz] (Lemma 3.15), pienin A:n alialgebra, joka siséltaa z:m. Iso-
morfialauseen nojalla S, indusoi algebraisomorfismin K[X]/ Ker S, = K|z].
Miééritelmén mukaan ydin Ker S, koostuu niistd polynomeista p joille p(z) =
0.

On olemassa 2 mahdollisuutta. Jos Ker S, = {0}, niin S, on injektio ja x
on transkendenttinen alkio. Télloin K[x] on isomorfinen polynomialgebran
K[X] kanssa. Transkendenttinen alkio siis kdyttadytyy tdsmilleen samalla
tavalla kuin "geneerinen muuttujasymboli” X.

Jos taas Ker S, # {0}, niin x on algebrallinen alkio. Lemman 3.21 nojalla
on olemassa (yksikésitteinen) péaédpolynomi p # 0 jolle Ker S, = (p). Poly-
nomi p on siis dimensioltaan pienin nollasta eroava polynomi, jolle p(z) = 0
ja jos g(x) = 0 jollekin polynomille ¢, niin ¢ = pg jollakin polynomilla g.
Téastéd syystd kutsumme p x:n minimipolynomiksi. Isomorfialauseen nojalla
alialgebra K[z] on isomorfinen tekijaalgebran K[X]/(p) kanssa.

Esimerkiksi tarkastellaan Q-algebran C alkiota ¢ = (0,1). TAmé& on al-
gebrallinen koska i? + 1 = 0,. [tse asiassa polynomi X2+ 1 € Q[X] on 7:n mi-
nimipolynomi. Niin ollen Q[i] on isomorfinen algebran Q[X]/(X?+1) kanssa.
Kohta todistettavasta tuloksesta seuraa, ettd tdmé algebra on 2-ulotteinen
ja

Qi] = {a+ib]a,beQ},

mika tassé tapauksessa voi helposti todeta suoraankin.

Korvataan edellisessé esimerkiksséd kunta Q reaalilukujen kunnalla R. Kaik-
ki tulokset edelleenkin pétevit, mutta tialloin C:n alialgebra R[i] onkin koko
kompleksilukujen kunta C. Niin ollen R-algebrana (erityisesti renkaana) C
on isomorfinen polynomialgebran tekijdalgebran R[X]/(X? + 1). T#sté saa-
daan jiljeen uusi tapa konstruoida/tarkastella kompleksiluvut.

Lemma 3.27. Olkoon K kunta, p € K[X], p # 0, A jokin K-algebra ja
x € A. Olkoon n = degp.

a) Tekijialgebra K[X]/(p) on K-vektoriavaruutena n-ulotteinen. Erds sen
kanta on

(1,X,... X"

b) v € A on algebrallinen jos ja vain jos alialgebra Klx] C A on K-
vektoriavaruutena ddrellisulotteinen.

c) Jos algebra A on K-vektoriavaruutena ddrellisulotteinen, niin jokainen
sen alkio on algebrallinen.

d) Tekijaalgebra K[X]/(p) on renkaana kunta jos ja vain jos se on kokonai-
salue jos ja vain jos p on jaoton polynomi.
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Todistus. Olkoon p n-ulotteinen polynomi, p # 0. Osoitetaan, ettd {1, X, ..., X"~ 1}
on K[X]/(p)m kanta. Tekijdalgebran mééaritelmén mukaan kahdelle polyno-
mille f,g € K[X] pitee f = g algebrassa K[X]/(p) jos ja vain jos f — g on
jaollinen p:1la eli f — g = pq jollakin polynomilla g.
Oletetaan, etté

f=an 1 X" '+ .. .+ X +a

siten, etté
f=a, X" "+ .+ aX +a=0e K[X]/(p).

Talloin f on siis jaollinen p:1la eli f = pg. Mutta deg f < n —1 < n = degp,
joten vertamaalla asteet ndhdéén, ettd ¢:n téytyy olla nollapolynomi, jolloin
f =0, joten my6s a,_; = ... = a; = ag. Néin ollen jono {1, X,..., X"}
on vapaa.

Osoitetaan, ettd se myos virittaa tekijaavaruuden K[X]/(p). Olkoon f mieli-
valtainen K[X]:n alkio. Jakoyhtdlén mukaan voimme kirjoittaa f muodossa

f=ap+r,

missi gp € (p) ja degr < n — 1. Nyt f = 7 ja koska r voidaan kirjoittaa
muodossa
r=an 1 X" 14+ ... +a X +ag,

saadaan B )
=F=ap, 1 X" +...+a X + ao.

=1 y

Niin ollen joukko {1, X,..., X" !} virittid avaruuden.

b) Jos = on algebrallinen, K[z] = K[X]/(p), missd p # 0. a)-kohdasta
seuraa, ettd K[x] on aarellisulotteinen.
Jos z on transkidenttinen, K[r] = K[X], joka on adretonulotteinen kon-
struuktio perusteella.

c) Jos A on aérellisulotteinen, jokaisella z € X alialgebra K[z] on A:n
aliavaruutena my#os aarellisulotteinen. Viite seuraa nyt b)-kohdasta.

d) Harjoitustehtéva. O
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