Adrellisulotteinen lineaarialgebra, syksy 2012.
Harjoitus 7.

1. Olkoon M n-ulotteinen R-moduli ja e jokin sen kanta. Olkoon
F: M x M — R bilincaarinen muoto. Maéritelldén sen matriisi [Fle = A =
(a;;) kannan e suhteen (n x n)-nelidmatrisiina, jolle a;; = F'(e;, e;) (&ld sekoi-
ta tatd konstruktiota lineaarikuvauksen matriisin kanssal).
a) Osoita, ettd F' on symmetrinen/antisymmetrinen muoto jos ja vain jos sen
matriisi (kiinnitetyssd mielivaltaisessa M :n kannassa) on symmetrinen /antisymmetrinen
matriisi.
Muistutus: neliématriisi A = (a;;) € M (nxn; R) on symmetrinen jos a;; = aj;
kaikilla 7,7 = 1,...,n ja antisymmetrinen jos a;; = —aj kaikilla 4,7 =
1,...,n.
b) Osoita, ettd F on alternoiva jos ja vain jos sen matrisi (kiinnitetyssi mie-
livaltaisessa M:n kannassa) on antisymmetrinen ja sen diagonaalialkiot ovat
kaikki nollia.
c¢) Olkoot x,y € M ja esitetddn ne kannassa e eli muodossa

T = E Ti€i, Y = E Yi€;.
i=1 i=1

Merkitadn X:114 (n x 1)-matriisié eli pystyvektoria

T
X =",
2
ja samoin Y:ll14 y:ta vastaavaa pystyvektoria. Osoita, etta
F(z,y) = XTAY,

missi A = [F|e on muodon F matriisi kannassa e

2. Olkoon n-ulotteinen R-moduli ja e, f sen (eri) kannat. Olkoon F': M x M —
R bilineaarinen muoto. Osoita, etta

[Fle = AT[FeA,
missd A = [e | f] on kannanvaihtomatriisi.

3. Olkoon R (vaihdannainen) rengas ja n € N. Méaéritelladan kuvaus
F: M(n x n; R) — R kaavalla

F(A) =) (=1)"a; det(Ay).

J=1

Osoita, ettd F' toteuttaa kaikki determinanttikuvauksen ehdot, eli on multi-
lineaarinen alternoiva muoto sarakkeiden suhteen ja F'(I,) = 1.

4. Olkoon M n-ulotteinen R-moduli ja e jokin sen kanta. Osoita, ettd (n x n)-
neliomatriisi A € M(n x n; R) on kiddntyva jos ja vain jos on olemassa M:n
kanta f siten, ettd A on kannanvaihtomatriisi [f | e].
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5. Olkoon D avaruuden

P, = {p: R — R on polynomi, jonka aste on korkeintaan n — 1}

derivaatta-operaattori, D(p) = p/. Olkoon 0 < k < n ja olkoon W jokin
aliavaruuden P, komplementti P,:ssd (eli P, = P, @ W). Osoita, ettd W
ei ole invariantti D:n suhteen. (Vihje: osoita ensin, ettd W sisdltédéd ainakin
yhden polynomin, jonka aste on tasan k).

Tarkastellaan (ddretonulotteisen) R-vektoriavaruuden

V = C® = {f:R = R | f™(z) on olemassa kaikillaz € R,n € N}
derivaatta-operaattoria D: V' — V. Osoita, etté jokainen reaaliluku A € R on
sen ominaisarvo ja vastaava ominaisvektoriavaruus V) on l-ulotteinen vekto-
riavaruus, jonka (eriis) virittdja on funktio x — e®.

Aédretonulotteisen vektoriavaruuden operaattorin ominaisvektori/arvo/aliavaruus

madritellaan samalla tavalla kuin aarellisulotteisessa avaruudessa.

(Vihje: joudut siis ratkaisemmaan differentiaaliyhtélon f/ = Af. Oleta, ettd
f(z)

erT

f toteuttaa sen ja laske funktion z — derivaatta suoraan.)
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