Adrellisulotteinen lineaarialgebra, syksy 2012.
Harjoitus 5.

1. Olkoon n € N ja
P,={p: R— R | p on polynomi R — R, p:n aste korkeintaan n — 1}.

a) Olkoon A € R. Osoita, etti e = (1,t — X\, (t — A)2,...,(t —A)" ) on P,;:n
kanta. Téssd (¢ — A\)* on luonnollisesti kuvaus, joka kuvaa ¢ € R alkioksi
(t — A, (Vihje: rittdé tarkastella tapaus A = 0, miksi?)

b) Jokaisella k = 0,...,n — 1 méairitelemme kuvauksen Lj: P, — R kaavalla
FPW)
f— A
Osoita, ettd (Lo, ..., L,_1) on emn duaali-kanta.

Tissi ) on siis fn k’s derivaatta-funktio, missi nollas derivaatta on funk-
tio itse.

2. Olkoon (eq, ..., e,,) dérellisulotteisen R-modulin M kanta ja olkoon (e, ..., &™)
sen duaali-kanta. Osoita, ettd kaikilla x € M pétee

m
r = Z e’ (x)e;.
j=1

Mika tulos saadaan kun sovelletaan tadmaéa havainto edellisen tehtavan tilante-
seen”?

3. Olkoon M &irelosulotteinen R-moduli ja olkoon € = (eq,...,e,,) sen kanta.
TaAmén kannan duaali-kanta merkitéin kuten yleensi € = {&',... ™},
Voimme muodostaa isomorfismin L = Lo: M — M* jolle L(e;) = €' kaikilla
1=1,...,m.

a) Osoita esimerk(e)illd, ettd L ei yleensi ole "kanoninen” eli voi hyvinkin rip-
pua kannan valinnasta. Yritd keksid mahdollisimman yleispatevia esimerkke-
ja.

b)Olkoon ®: M — M** kanoninen kuvaus, ®(m)(L) = L(m).

Osoita, ettd ® kuvaa kannan {e} duaali-kannansa duaali-kannaksi. Huomaa,
ettd tdmdhan todistaa samalla Proposition 2.56 "isomorfia”-véitteen yleisen
renkaan tapauksessa.

4. Olkoon R (vaihdannainen ykkosellinen) rengas ja
A = (aij)ije..n € M(n x n;R). Méaritelladin neliomatriisin A jdlki (engl.
trace) tr(A) kaavalla

tI‘(A) = Z Qij.
i=1

a) Osoita, ettd kuvaus A — tr(A) on duaali-avaruuden M (n x n; R)* alkio.
b) Olkoon A € M(n x m;R) ja B € M(m x n; R). Osoita, ettd tr(AB) =
tr(BA). Pééttele, ettd jos neliomatriisit X ja Y ovat similaariset, niin tr(X) =
tr(Y).

¢) Olkoon M m-ulotteinen R-moduli ja olkoon e = (ey,...,e,) sen kanta.
Olkoon L: M — M lineaarinen endomorfismi. Maaritelldadn L:n jalki kaavalla



tr L = tr[L]e. Osoita, ettd madritelméi ei riipu kannan valinnasta ja tr on
duaali-avaruuden L(M)* alkio.

5. Olkoon K kunta ja L: M(n x n; K) — K lineaarinen kuvaus (eli duaali-
avaruuden M (n xn; K)* alkio). Osoita, ettd on olemassa yksikésitteinen mat-
riisi A € M(n x n; K) siten, ettd L(X) = tr(AX) kaikilla X € M(n x n; K)
kahdella eri tavalla seuraavien ohjeiden mukaan.

(i) Merkitadn L:114 kuvausta X +— tr(AX). Osoita, ettd kuvaus A — L,
on lineaarinen injektio M (nxn; K) — M (nxn; K)*. Paéttele viite tésta.

(ii) Osoita, ettd kuvaus A — L4 kuvaa M (n x n; K):n standardikanta erdén
kannan duaali-kannaksi. Pddttele viite tdstd. (Vihje: laske Le,(ew)).

Néistd kahdesta todistustavoista toinen toimii sellaisenaan jos K korvataan
(vaihdannaisella ja ykkoselliselld) renkaalla R, toinen taas ei toimi. Kumpi
on kumpi ja miksi?

6. Osoita Proposition 2.54 viite todeksi:
Olkoot M, N R-modulit ®,,: M — M**, &5: N — N** kanoniset kuvauk-
set. Olkoon L: M — N R-lineaarinen. Osoita, etta

L**O(DM:CI)NOL,

toisin sanoen diagrammi
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kommutoi.
Lisédpisteita laskuharjoituksista saa seuraavasti:

25% - 2 pistettd, 40% - 4 pistettd, 50% - 5 pistettd, 75% - 8 pistetta.



