Adrellisulotteinen lineaarialgebra, syksy 2012.
Harjoitus 13.

1. Olkoon
a b
reaaliarvoinen symmetrinen (2 x 2)-matriisi. Osoita, ettd se on positiivisesti
definiiti jos ja vain jos a > 0 ja det A > 0.

2. Olkoon V' C-sisatuloavaruus ja L: V — V operaattori.
a) Osoita, ettd kaikilla v, w € V pétee

4(Lv, w) = (L(v+w), v+w)—(L(v—w), v—w)+i({L(v+iw), v+iw) — (L(u—iw), u—iw)).

b) Oletetaan, ettd (Lv,v) = 0 kaikilla v € V. Osoita, ettd L = 0.
c) Anna esimerkki R-lineaarisesta operaatorista L: R* — R? siten, ettd
(Lv,v) = 0 kaikilla v € R?, mutta L # 0.

3. Olkoon V' K-sisatuloavaruus, K = R,Cja L: V — V lineaarinen operaattori.
Osoita, ettd V:lla on olemassa ortonormaalit kannat e, f, siten, ettd matrisi
[L]¢ e on diagonaalinen.

4. Olkoot m,n positiiviset kokonaisluvut. Osoita, ettd Z,, & Z, on syklinen
ryhmé jos ja vain jos m ja n ovat suhteellisia alkulukuja (eli ainoa niiden
yhteinen positiivinen tekija on 1).

5. Tutki ovat ryhmét Z,o® 779 ja 713D Z4g isomorfiset keskenéddn. Esitda kumpikin
ryhma sekd muodossa

Liny @ ... Loy,
missi, mq|ma| ... |mg_1|mg, etté syklisten p;-ryhmien suorana summana (mis-
sa p;:t alkulukuja).

6. Osoita seuraava supistussidnté - jos A, B,C ovat aarellisviritteiset Abelin
ryhmét ja A C = B@ C, niin A = B.

Lisapisteita laskuharjoituksista saa seuraavasti:

25% - 2 pistettd, 40% - 4 pistettd, 50% - 5 pistetta, 75% - 8 pistetta.



