Algebrallisesti suljetuista kunnista
Tutkielma kurssilla Adgrellisulotteinen lineaarialgebra

Tekija: Kaisa Pohjonen

Tama tutkielma kasittelee kuntien algebrallisia laajennoksia, erityi-
sesti kuntien algberallisia sulkeumia. Ensimmaéiseen osaan on koottu
tutkielmassa tarvittavia esitietoja. Toisessa osassa késitellaan algebral-
listen laajennosten teoriaa ja todistetaan, ettd jokaisella kunnalla on
algebrallinen sulkeuma. Kolmannessa osassa kisitelladn esimerkkind
kompleksilukujen kuntaa ja osoitetaan, ettd se on algebrallisesti sul-
jettu.

1. ALGEBRALLISIA ESITIETOJA

Téassé osassa kasitelldédn sellaisia algebrallisia méaéritelmia ja tuloksia,
joita tarvitaan tutkielmassa myohemmin. Kasiteltavia aihealueita ovat
ideaalit ja tekijarenkaat, usean muuttujan polynomialgebrat, yleiset
kuntalaajennokset seké algebralliset laajennokset ja minimipolynomit.
Osa seuraa Hésén ja Suomisen esityksia [1,4].

1.1. Ideaalit ja tekijarenkaat.

Maaritelma 1.1. Olkoon R vaihdannainen rengas ja [ jokin sen ad-
ditiivisen ryhmén aliryhmaé. T&ll6in I on renkaan R ideaali, jos kaikilla
r € R pateerl = Ir =1.

Esimerkki 1.2. Olkoon R = Z. Tall6in kaikki sen ideaalit ovat muo-
toa nZ jollain luonnollisella luvulla n, ja kaikki tétd muotoa olevat
osajoukot ovat ideaaleja.

Renkaan ideaali on samantyyppinen konstruktio kuin ryhmén nor-
maali aliryhma. Erityisesti ideaalin sivuluokat muodostavat alkuperai-
sen renkaan tekijarenkaan.

Lause 1.3. Olkoon R wvaihdannainen rengas ja I sen ideaali. Tdlldin
ideaalin I sivuluokat r + I muodostavat renkaan R/, yhteenlaskuna
(ri+ 1)+ (ro+ 1) = (r1 +19) + I ja kertolaskuna (ry + I)(ro + 1) =
(rir) + I. Tdtd rengasta kutsutaan renkaan R tekijarenkaaksi. [

Yksi ideaalien alaluokka on maksimaaliset ideaalit.

Maaritelma 1.4. Renkaan R ideaali I on maksimaalinen, jos I # R
eikd ole olemassa renkaan R ideaalia J, jolle pétisi I C J C R.

Esimerkki 1.5. Olkoon K kunta, jolloin polynomialgebra K[X] on
rengas. Télloin jokaisen jaottoman polynomin p € K[X] virittdma ide-
aali (p) on maksimaalinen.
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Maksimaaliset ideaalit ovat kiinnostavia, silld niiden avulla voidaan
konstruoida kuntia.

Lause 1.6. Olkoon R rengas ja I sen ideaali. Tdlloin ideaali I on
maksimaalinen, jos ja vain jos tekijirengas R/I on kunta. O

Edellisen lauseen jélkeen kiinnostava kysymys on, onko kaikilla ren-
kailla ainakin yksi maksimaalinen ideaali. Varsinainen Krullin lause
sanoo, ettd tdmaéa on totta jokaisella epétriviaalilla renkaalla. Sen to-
distus perustuu Zornin lemmaan, joka antaa maksimaalisen alkion ket-
jussa, jonka muodostavat renkaan aidot ideaalit sisdltymisen suhteen.
Lauseesta voidaan osoittaa seurauksena seuraava lause, jota toisinaan
my0s nakee kutsuttavan Krullin lauseeksi.

Lause 1.7 (Krullin lause). Olkoon R rengas ja I sen aito ideaali. Tdl-

loin on olemassa maksimaalinen ideaali M, joka sisdltdd ideaalin I.
O

Seuraava esimerkki havainnollistaa lauseita 1.6 ja 1.7.

Esimerkki 1.8. Olkoon rengas R = Z. Kuten esimerkissd 1.2 todet-
tiin, kaikki sen ideaalit ovat muotoa nZ jollain luonnollisella luvulla
n.

Tutkitaan renkaan Z maksimaalisia ideaaleja. Olkoot M = mZ ja
N = nZ ideaalit, joille patee M C N C Z. Koska M sisaltaa kaikki
luvulla m jaolliset kokonaisluvut ja N kaikki luvulla n jaolliset koko-
naisluvut, eli kaikki luvulla n jaolliset kokonaisluvut ovat jaollisia myos
luvulla m, téytyy péted m | n. Osoitetaan, ettd ideaali M on maksi-
maalinen tasmélleen silloin, kun m on alkuluku.

Jos m on alkuluku, patee m > 2 eli M on aito ideaali. Liséksi luvun m
ainoat tekijat ovat 1 ja m, eli ainoat ideaalit NV, jolle patee M C N C Z,
ovat N = 1Z = Z ja N = mZ = M. Taten M on maksimaalinen
ideaali.

Toisaalta jos m ei ole alkuluku, voidaan kirjoittaa m = kl, missé
k,l € Njal<k,l <m. Talloin ideaali kZ on aito ja lisdksi M sisaltyy
aidosti ideaaliin k7Z. (Sisdltyvyys on aito, koska esimerkiksi k& ¢ M.)

Niinpa renkaan Z maksimaaliset ideaalit ovat tdsmaélleen ne ideaalit
pZ, missé p on alkuluku. Tamé on linjassa lauseen 1.6 kanssa, silla
tunnetusti tekijarengas Z/nZ ~ Z, on kunta, jos ja vain jos n on
alkuluku.

Mikédli n > 1 ja n ei ole alkuluku, luvulla n on alkulukuesitys n =
pit -+ i, missd kukin p; on eri alkuluku. T&ll6in esimerkiksi p; jakaa
luvun n, eli pitee nZ C p;Z. Nyt koska n > 1, ideaali nZ on aito, ja
koska p; on alkuluku, ideaali p;Z on maksimaalinen. Siis saatu tulos

on linjassa Krullin lauseen 1.7 kanssa.
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Luvun n alkulukuesitys osoittaa, ettd Krullin lauseen takaama mak-
simaalinen ideaali ei valttdmatta ole yksikésitteinen. Ideaali nZ nimit-
tdin sisaltyy luvun n jokaisen alkulukutekijan virittdméaan maksimaali-
seen ideaaliin. Téarkead kuitenkin on, etté aina on olemassa jokin mak-
simaalinen ideaali, johon aito ideaali siséltyy.

1.2. Usean muuttujan polynomialgebrat. Téssa kappaleessa yleis-
tetddn yhden muuttujan polynomialgebra K[X] usean muuttujen po-
lynomialgebraksi K[(X;)ies].

Olkoon I mielivaltainen indeksijoukko ja M = N joukko, joka koos-
tuu jonoista v = (v;);er, joissa v; € N kaikilla ¢ € I ja v; # 0 vain &4~
rellisen monella indeksilld ¢ € I. (Téssé tutkielmassa 0 € N.) Joukossa
M voidaan méaritelld yhteenlasku komponenteittain. Talléin joukolla
M on vapaa virittajajoukko (d;)es, jossa §; = (0,...,1,0,...), missé 1
on i:nnella paikalla.

Olkoon sitten K kunta ja Pg(I) = K™) joukon M algebra kunnan
K suhteen. Silld on kanta (€”),eca, ja sen alkiot ovat lineaarikombinaa-
tiot Y, cve”, missi (c,),en on ddrelliskantajainen perhe kunnan K
alkioita. Algebran kertolasku méaraytyy kanta-alkioiden kertolaskusta
elel = eV tH,

Nyt joukon M kanta-alkiot vastaavat usean muuttujen polynomial-
gebran muuttujia, joten merkitdéan §; = X, ja joukon M alkiot polyno-
mialgebran monomeja: X” = [[..; X;*. Monomin aste on |[v| = )., v;,
joka on hyvinméaaritelty, silld v; # 0 vain dérellisen monella i € I.

Téll6in polynomialgebran kanta voidaan kirjoittaa (X"),ecas ja kukin
algebran alkio p = ) _,, ¢, X", missé (c,),en on dérelliskantajainen
perhe kunnan K alkioita. Nyt algebra Pk (I) koostuu K-kertoimisista
polynomeista muuttujien X; suhteen, eli Px(I) = K[(X;)ics]. Polyno-
min p = X" € K[(Xi)ier], p # 0 aste deg(p) on suurin niiden
monomien X" asteista |v|, joiden kertoimet ¢, # 0. Nollapolynomin
aste on tuttuun tapaan —oo.

Algebran K[(X;)cs] ykkosalkio on X°. Koska kunta K on myos K-
algebra ja kanoninen algebrahomomorfismi K — K[(X;)es], ¢ — ¢X°
on injektio, niin kunta K voidaan samastaa vakiopolynomien kanssa.
Koska kunnan ykkosalkio kuvautuu algebran ykkosalkioksi, saadaan
siis samastus huomioiden 1 = X©.

Kuten yhden muuttujen polynomeille, my6s usean muuttujen poly-
nomeille pétee universaaliominaisuus:

Lause 1.9. Olkoon K kunta, A ykkdsellinen K -algebra ja (z;);cr perhe
algebran A alkioita. Tdlldin on olemassa yksikdsitteinen algebrahomo-
morfismi S, : K[(X;)ier] — A, jolle pitee S,(X;) = x; kaikilla i € I.

Tdatd homomorfismia kutsutaan sijoitushomomorfismiksi ja polyno-
minp = X’ = el lic; Xi* arvo homomorfismissa on
Se(P) = D vem & Ly @, missi v = (vi)ier. Tdtd arvoa merkitddn
myds p((x;)ier)-
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1.3. Kuntalaajennokset.

Maaritelma 1.10. Olkoon K kunta. Talloin kunta L on sen laajennos,
jos K on kunnan L alikunta. Laajennosta merkitédén L/K.

Laajennoksen L/K aste [L : K] on kunnan L dimensio K-vektoriava-
ruutena. Jos laajennoksen aste on dérellinen, laajennosta kutsutaan dd-
rellisekst laajennokseksi. Muussa tapauksessa kyseessé on ddreton laa-
jennos.

Esimerkki 1.11. (1) Reaalilukujen kunta R on rationaalilukujen
kunnan Q ddreton laajennos.
(2) Kompleksilukujen kunta C on reaalilukujen kunnan R &éarelli-
nen laajennos, [C: R] = 2.

Maaritelma 1.12. Olkoot K kunta ja L; sekdi Lo sen laajennoksia.
Talloin laajennosten L;/K ja Ly/K sanotaan olevan isomorfiset, jos
on olemassa isomorfismi 6 : Ly — Lg, joka kiinnittda alikunnan K:

0(K) =K.

Maaritelma 1.13. Olkoot K kunta, L sen laajennos ja A C L. Talléin
joukon A virittama laajennoksen L/K alirengas K [A] on pienin kunnan
L alirengas, johon sisdltyy sekd kunta K ettd joukko A.

Vastaavasti joukon A virittdmé laajennoksen L/K alilaajennos K (A)

on pienin kunnan L alikunta, johon sisdltyy seka kunta K ettd joukko
A.

1.4. Algebralliset laajennokset ja minimipolynomit.

Maaritelma 1.14. Olkoot K kunta, L sen laajennos ja x € L. Alkiota
x sanotaan algebralliseksi kunnan K suhteen, jos on olemassa jokin
(nollasta poikkeava) polynomi p € K[X], jolle pétee p(x) = 0. Jos luku
ei ole algebrallinen, se on transkendenttinen kunnan K suhteen.

Jos kaikki laajennoksen L alkiot ovat algebrallisia kunnan K suhteen,
sanotaan, ettd kunta L on algebrallinen kunnan K suhteen. Téll6in
laajennosta L/K kutsutaan algebralliseksi laajennokseksi.

Maaritelma 1.15. Olkoon alkio z € L algebrallinen kunnan K suh-
teen. Talloin alkion  minimipolynoms kunnan K suhteen on sellainen
(nollasta poikkeava) padpolynomi p € K[X], jolle patee p(z) = 0 ja
jonka aste on pienin mahdollinen. Minimipolynomia merkitdén p =
min(K, z).

Esimerkki 1.16. (1) Luku v/2 on algebrallinen kunnan Q suhteen,
sillé se on polynomin X2 — 2 juuri. Téllé polynomilla ei ole en-
simmaéisen asteen tekijoitd algebrassa Q[X], joten sen on ol-
tava jaoton. Niinp# se on luvun /2 minimipolynomi. Saman
luvun minimipolynomi kunnan R on suhteen on min(R, v/2) =
X — /2. Yleisesti kaikki kunnan K alkiot ovat algebrallisia kun-

nan K suhteen.
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(2) Luku i on algebrallinen kunnan R suhteen, silld se on polyno-
min X2 + 1 juuri. Koska polynomilla ei voi olla ensimmiisen
asteen tekijoitd algebrassa R[X], se on jaoton ja siten luvun 4
minimipolynomi.

Muutamia hyddyllisia ja mychemmin tarvittavia tuloksia minimi-
polynomeista on koottu seuraavaan lauseeseen, jota ei todisteta téssa
tutkielmassa tilan puutteen vuoksi.

Lause 1.17. Olkoon K kunta, L sen laajennos ja a € L algebrallinen
kunnan K suhteen. Tdlloin seuraavat vditteet ovat voimassa:
(1) Minimipolynomi min(K,a) on jaoton algebrassa K[X]
(2) Jos p € K[X], niin p(a) = 0, jos ja vain jos min(K,a) jakaa
polynomin p
(3) Kla] on kunta, ja Kla] = K(a)

(4) Jos polynomin min(K,a) aste on n, niin alkiot 1,a,...,a"" !
muodostavat laajennoksen K(a) kannan. Tdlloin siis [K(a) :

K] =n.
Todistus. Katso esimerkiksi [1, s. 99]. O

2. KUNTIEN ALGEBRALLISISTA SULKEUMISTA

Tamé osa seuraa Hésén ja Suomisen esityksia [1,4].

2.1. Juurikunnat. Polynomien juuria ja tekijoita tarkasteltaessa riit-
taa tutkia padpolynomeja, silla polynomin p € K[X] juuret eiviat muu-
tu, jos polynomi kerrotaan vakiolla a € K, a # 0. Erityisesti siis jos a,
on polynomin p johtava kerroin (jolloin a,, # 0), niin polynomeilla p ja
q = £ on samat juuret.

Polynomilla p € K[X] ei valttdméatta ole juuria kunnassa K. Seu-
raavaksi tutkitaan kunnan K laajennoksia, jotka sisdltaviat haluttujen
polynomien juuret. Yleisesti ottaen téllainen laajennos ei tietenkain
ole yksikésitteinen, mutta jos sitd rajoitetaan ehdolla, etta se “ei sisél-
14 mitdan ylimaaraistd” haluttujen polynomien juurien lisdksi, saadaan
kasitteestd hyvinmaéaaritelty.

Maaritelma 2.1. Olkoon K kunta ja (p;);e; perhe algebran K|[X]
polynomeja. Perheen juurikunta kunnan K suhteen on laajennos L/ K,
joka toteuttaa seuraavat ehdot:
(1) Jokainen p; jakautuu ensimméisen asteen polynomien tuloksi
algebrassa L[X]
(2) L = K(U,e; Ai), missé joukko A; koostuu polynomien p; juu-
rista

Esimerkki 2.2. (1) Polynomin X? — 2 juurikunta kunnan Q suh-
teen on Q(v/2). Polynomilla on kaksi juurta v/2 ja —v/2, jois-

ta jalkimmainen kuuluu laajennokseen Q(v/2). Niinpi pitee
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Q(v2,-v2) = Q(v/2) ja polynomi X2 — 2 jakautuu ensim-
miisen asteen polynomien tuloksi laajennoksessa Q(v/2).

(2) Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd polynomin X? + 1
juurikunta kunnan R suhteen on R(3).

Seuraavat kaksi lausetta takaavat, ettd riippumatta kunnasta ja vali-
tuista polynomeista juurikunta on aina olemassa ja se on liséksi isomor-
fiaa vaille yksikésitteinen. Téssé tutkielmassa todistetaan tilan puut-
teen vuoksi vain juurikunnan olemassaolo.

Lause 2.3. Olkoon K kunta ja (p;)icr perhe algebran K[X| polynomeja,
jotka eivdt ole vakioita. Talléin on olemassa perheen (p;)ier juurikunta.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd jokainen p; on padpolynomi. Liséksi
voidaan olettaa, etta I # (), silla jos I = (), niin juurikunta on K itse.

Osoitetaan viite todeksi kolmessa osassa: kun perheessi on vain yksi
polynomi, kun perheessa on airellinen maéré polynomeja ja kun per-
heessé on dareton madra polynomeja.

Oletetaan siis ensin, ettd perheessd on vain yksi polynomi p, ja osoi-
tetaan juurikunnan olemassaolo induktiolla tdmén polynomin asteen
n > 1 suhteen. Jos n = 1, on polynomi p = X — a jollain a € K ja
juurikunta E = K(a) = K.

Kun n > 1, valitaan jokin polynomin p jaoton tekija ¢ € K[X]. Po-
lynomin ¢ virittdmé ideaali (¢) on maksimaalinen, joten tekijaalgebra
L = K[X]/(q) on kunta. Kunta K voidaan samastaa erééseen kunnan
L alikuntaan (vakiopolynomien sivuluokat), joten L on kunnan K laa-
jennos. Merkitdsin @ = X. Kanoninen projektio on homomorfismi, jo-

ten koska polynomeissa on vain tuloja ja summia, 7(X) = r(X) kaikilla

r € L. Erityisesti siis g(a) = ¢(X) = ¢(X) = 0. Niinpd a on polyno-
min ¢ ja siten my6s polynomin p juuri, ja p voidaan kirjoittaa tulona
p = (X —a)r jollain r € L[X]. Nyt polynomin r aste on n — 1, joten
induktio-oletuksen nojalla on olemassa kunnan L laajennos M, joka
on polynomin r juurikunta. T&lloin siis r voidaan kirjoittaa algebrassa
M[X] tulona

n—1
r H (X —a;),
i=1
ja kunta M voidaan kirjoittaa laajennoksena M = L(ay,...,a, 1)

Jos liséksi merkitddn ag = a, voidaan polynomi p kirjoittaa algebrassa
M[X] tulona

n—1
p= H (X —a;).
i=0
Lisaksi L = K (ap), joten M = K(ag)(ay,...,a,—1) = K(ag,...,a,-1),

joten M on polynomin p juurikunta.
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Oletetaan seuraavaksi, ettd perheessd on adrellinen méard polyno-
meja. Télloin voidaan muodostaa tulo

p=]]p € KIX].
el
joka ei ole vakio ja jonka juuret ovat tdsmaélleen polynomien p; juuret.
Edella esitetyn nojalla polynomilla p on juurikunta M, joka on siten
myos perheen (p;);e; juurikunta.

Oletetaan viimeiseksi, ettd indeksijoukko I on &dreton. Osoitetaan
ensin, ettd kunnalla K on laajennos L, jossa kullakin polynomilla p;
on jokin (yksi) juuri. TA4ta varten tarkastellaan polynomialgebraa A =
K[(X;)ier]. Kuhunkin polynomiin p; yhdistetdén algebran A polynomi
pi(X;). Olkoon a = ((p;(X;))ier) C A perheen (p;(X;))icr virittdma
ideaali. Naytetdan, ettéd se on aito.

Jos 1 € a, se voidaan kirjoittaa muodossa

(1) L=> n;p;(X;),

jeJ
missd J C [ on darellinen ja n; € A. Edelld esitetyn nojalla &dérelliselld
perheelld (p;)jes on juurikunta E. Siis kullakin j € J on olemassa
sellainen z; € E, ettd p;(z;) = 0. Joukko (x;);e; voidaan téydentdd
mielivaltaisilla alkioilla z; € F, kun ¢ € I\ J. Kun arvot z; sijoitetaan
yhtéloon (1), saadaan yhtélo

1= n;((z:)ier)p;(z;) = 0.
jeJ
Tama& on ristiriita, joten taytyy péted 1 ¢ a eli a # A.

Koska a on aito ideaali, Krullin lauseen nojalla se siséltyy johonkin
algebran A maksimaaliseen ideaaliin m. Téalloin tekijaalgebra K; =
A/m on kunta ja liséksi K sisdltyy siihen, joten K; on kunnan K
laajennos. Koska polynomit p;(X;) sisiltyvit ideaaliin m, luokat x; =
X; € L toteuttavat ehdot p;(z;) = 0. Niinpd ne ovat algebrallisia kun-
nan K suhteen ja laajennos K on niiden virittamé: Ky = K[(z;)ier] =
K{(23)ier)

Polynomit p; voidaan siis kirjoittaa tuloina p; = (X — x;1)p1;, missé
xi1 = x; € K1 ja py; € K1[X]. Jos polynomin p; aste on 1, polynomi py;
on vakio (p;; = 1, koska p; on padpolynomi). Toistetaan konstruktio
niill& polynomeilla py;, jotka eivéit ole vakioita.

Talloin saadaan jono laajennoksia K C K; C Ky C -- -, joissa poly-
nomit p; hajoavat seuraavanlaisiksi tuloiksi:

(1) Jos deg(p;) > n, niin

n

bi = H (X - xik:)pm’,

k=1

missa z;, € Ky ja pp; € K,[X]
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(2) Jos deg(p;) = m < n, niin
k=1
missa x;, € K.
Liséksi jokaisen kunnan K, virittdd ne polynomien p; juuret x,
joilla 1 < k < min{n,deg(p;)}. Télléin perheen (p;);c; juurikunta on

yhdiste
L=|JK.
neN

g

Juurikuntien merkittdvin ominaisuus on se, ettd ne ovat isomorfiaa
vaille yksikésitteisid. Tésta seuraa myohemmin myos algebrallisten sul-
keumien yksikasitteisyys. Tulos perustuu siihen, ettd polynomien hajo-
tus ensimméisen asteen tekijoihin on yksikésitteinen. Isomorfismi ku-
vaa talloin polynomin juuret yhdessa juurikunnassa sen juuriksi toises-
sa juurikunnassa.

Lause 2.4. Olkoon K kunta ja (p;)icr perhe algebran K[X| polynomeja,
jotka eivdt ole vakioita. Olkoot Ly ja Lo kunnan K laajennoksia, jotka
kumpikin ovat perheen (p;)icr juurikuntia. Tdlloin Ly ~ Ls.

Todistus. Katso esimerkiksi [4, s. 133-135]. O

2.2. Algebrallisesti suljetut kunnat ja algebralliset sulkeumat.
Lopuksi kasittelemme algebrallisesti suljettuja kuntia ja kuntien al-
gebrallisia sulkeumia. Algebrallisesti suljettu kunta sisaltda kaikkien
polynomiensa juuret, eli sitd ei tarvitse (eikd voi) laajentaa juurikun-
tien avulla. Lopuksi osoitetaan, etté kaikille kunnille voidaan méaaritella
algebrallinen sulkeuma, joka on kunnan pienin algebrallisesti suljettu
laajennos, ja ettd sulkeuma on isomorfiaa vaille yksikésitteinen.

Maaritelma 2.5. Olkoon K kunta. Se on algebrallisesti suljettu, jos
jokaisella algebran K[X]| polynomilla, joka ei ole vakio, on ainakin yksi
juuri kunnassa K.

Esimerkki 2.6. (1) Jaljempéné todistetaan, ettd kompleksiluku-
jen kunta C on algebrallisesti suljettu.
(2) Algebrallisten lukujen kunta A = {a € C | a on algebrallinen
kunnan Q suhteen } on algebrallisesti suljettu. (Katso tarkem-
min [4, s. 130].)

Algebrallisesti suljettu kunta voidaan karakterisoida monella tapaa.
Seuraavassa lauseessa on esitetty neljd keskendén yhtépitdvad méadri-
telmé&a.

Lause 2.7. Olkoon K kunta. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:

(1) K on algebrallisesti suljettu
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(11) Jokainen algebran K[X| polynomi, joka ei ole vakio, jakautuu en-
simmdisen asteen tekijoihin algebrassa K[ X|

(111) Jokaisen algebran K[X] jaottoman polynomin aste on 1

(iv) Jokaisen kunnan K algebrallisen laajennoksen aste on 1.

Todistus. (i) = (ii): Olkoon p € K[X] polynomi, joka ei ole vakio.
Osoitetaan induktiolla polynomin p asteen n suhteen, ettd p on tulo
ensimmaéisen asteen tekijoistd. Jos n = 1, viite on selva.

Olkoon sitten n > 1 ja a € K jokin polynomin p juuri. T&lloin
p = (X —a)g, missé ¢ € K[X] ja deg(q) = n — 1. Induktio-oletuksen
nojalla ¢ voidaan esittaa tulona

n—1
=Tl
k=1
missé jokaisen polynomin r, € K[X] aste on 1. Asetetaan r, = X — a,
jolloin saadaan

3
|

1 n
p=X—a)g=ry[[re=]]r
k=1 k=1

misséa jokaisen tekijan aste on 1.

(17) = (vi1): Olkoon p € K[X] jaoton. Silld on siis vain yksi tekijé.
Toisaalta oletuksen nojalla tdmén tekijan aste on 1. Siis polynomin p
aste on 1.

(17i) = (i): Olkoon p € K[X] polynomi, joka ei ole vakio. Olkoon
q € K[X] sen tekiji, jonka aste on pienin mahdollinen mutta joka ei ole
vakio. Téll6in g on jaoton, joten sen aste on 1. Niinpa voidaan kirjoittaa
q=aX +b, missi a,b € K jaa#0. Nyt r = —ba~! € K ja q(x) = 0.
Koska ¢ jakaa polynomin p, sen juuri £ on my6s polynomin p juuri.

(14i) = (iv): Olkoon L kunnan K algebrallinen laajennos. Téalléin
kaikki sen alkiot ovat algebrallisia kunnan K suhteen. Valitaan jokin
mielivaltainen x € L ja olkoon p sen minimipolynomi kunnan K suh-
teen. Lauseen 1.17 nojalla p on jaoton algebrassa K[X] ja siis oletuk-
sen nojalla ensimmaisen asteen polynomi. Niinpéa se voidaan kirjoittaa
muodossa p = X — a jollain a € K. Toisaalta koska x on polynomin
p juuri, pétee p(r) = x —a = 0 eli * = a. Siispé téytyy olla L = K,
jolloin saadaan [L : K] = 1.

(iv) = (ii7): Olkoon p € K[X] jaoton polynomi, jonka aste on n.
Téalloin sen virittamé ideaali (p) on maksimaalinen ja tekijaalgebra
L = K[X]/(p) kunta, joka on kunnan K laajennos. Merkitddn a =
X. Tallsin pitee p(a) = 0 ja L = K(a), eli alkio a ja sen virittimé
laajennos L ovat algebrallisia kunnan /K suhteen.

Koska p on jaoton, se on lauseen 1.17 nojalla vakiokerrointa lukuu-
nottamatta sama kuin alkion a minimipolynomi. Niinpa polynomin p
aste n on sama kuin polynomin min(K,a) aste, joka on sama kuin
laajennoksen L aste. Oletuksen nojalla siis n = 1. U
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Maaritelma 2.8. Olkoon K kunta ja L sen laajennos. Talloin laa-
jennosta L kutsutaan kunnan K algebralliseksi sulkeumaksi, jos se on
algebrallisesti suljettu ja algebrallinen kunnan K suhteen.

Esimerkki 2.9. (1) Kompleksilukujen kunta C on reaalilukujen
kunnan R algebrallinen sulkeuma.
(2) Algebrallisten lukujen kunta A on rationaalilukujen kunnan Q
algebrallinen sulkeuma.

Lemma 2.10. Olkoon K kunta ja L sen laajennos. Tdlloin L on kun-
nan K algebrallinen sulkeuma, jos ja vain jos L on algebrallinen kun-
nan K suhteen sekd jokainen algebran K[X] polynomi, joka ei ole vakio,
jakautuu algebrassa L[ X| ensimmdisen asteen tekijGihin.

Todistus. Jos L on kunnan K algebrallinen sulkeuma, jos on méaaritel-
mén mukaisesti algebrallinen kunnan K suhteen. Kunta L on lisdksi
algebrallisesti suljettu, ja koska K[X] C L[X], jokainen algebran K[X]
polynomi, joka ei ole vakio, jakautuu algebrassa L[X] ensimmaéisen as-

Oletetaan sitten, etté laajennos L on algebrallinen kunnan K suhteen
ja ettéd jokainen algebran K[X] polynomi, joka ei ole vakio, jakautuu
algebrassa L[X] ensimmaéisen asteen tekijoihin. Riittdéd osoittaa, ettd
kunta L on algebrallisesti suljettu. Kéaytetddn lausetta 2.7: olkoon L’
jokin kunnan L algebrallinen laajennos. Osoitetaan, etta [L': L] = 1.

Algebrallisuus on transitiivinen ominaisuus [4, s. 124], joten L’ on
algebrallinen myos kunnan K suhteen. Olkoon x € L' mielivaltainen
alkio ja p € K[X] sen minimipolynomi. Nyt oletuksen nojalla se voi-
daan kirjoittaa tulona

=1

missé z; € L. Koska x on polynomin p juuri, taytyy péatea z = x; jollain
i. Niinpa saadaan x € L ja L' = L, jolloin pétee [L': L] = 1. O

Lause 2.11. Jokaisella kunnalla on isomorfiaa vaille yksikasitteinen
algebrallinen sulkeuma.

Todistus. Olkoon (p;)icr perhe, johon kuuluu jokainen algebran K[X]
polynomi, joka ei ole vakio. Lauseen 2.3 nojalla silld on juurikunta L.
Juurikunnan virittdvéat polynomien p; juuret, joten se on algebrallinen
kunnan K suhteen. Lisdksi juurikunnan mééaritelmén nojalla kukin po-
lauseen 2.10 perusteella kunta L on kunnan K algebrallinen sulkeuma.

Jos L ja Lo ovat kaksi kunnan K algebrallista sulkeumaa, niin ne
molemmat ovat perheen (p;);cs juurikuntia. Niinpé lauseen 2.4 nojalla

ne ovat isomorfiset. O
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3. KOMPLEKSILUKUJEN KUNTA ON ALGEBRALLISESTI SULJETTU

Tulosta, ettd kompleksilukujen kunta on algebrallisesti suljettu, kut-
sutaan algebran peruslauseeksi. Ensimmaisen, joskin siiné vaiheessa vie-
14 virheellisen, todistuksen sille esitti Gauss vuonna 1799. [1, s. 108] Tu-
lokselle tunnetaan useita hyvin erilaisia todistuksia'. Koska reaaliluvut
ja sitd myoten myos kompleksiluvut ovat pohjimmiltaan analyyttinen
konstruktio, yhtédkaan taysin algebrallista todistusta algebran perus-
lauseelle ei kuitenkaan ole. Erds minimaalisesti ei-algebrallisia mene-
telmid kdyttavé tulos hyodyntad Galois’n teorian lisdksi vain véliarvo-
lausetta. |1, s. 108; 2, s. 355]

Téassé esitelméssd tulos osoitetaan yksinkertaisten analyyttisten ja
topologisten havaintojen avulla. Todistus seuraa Rudinin esitysté |3, s.
170].

Lause 3.1 (Algebran peruslause). Olkoon P(z) = ap2" + a, 12" ' +
...+ a1z + ag polynomi, jossan > 1, a; € C kaikilla i € {1,...,n} ja
a, # 0. Talloin P(z) = 0 jollain z € C.
Todistus. Voidaan olettaa, ettd a, = 1.

Merkitédén p = inf{|P(z)| | z € C}.

Kolmioepéyhtalosta seuraa, ettd epayhtédlo ||z + y|| > ||| — [ly||
patee kaikilla normeilla, erityisesti kompleksilukujen itseisarvolla. Jos
|z| = R, saadaan

|P(2)] = |2" + an12" "+ ...+ a1z + ag|

@ > 12" = |an_12"" — ... — |ao|
=R" —|a,1|R" — ... — |ag|
=R"(1 - |ap_1|R™F — ... — |ag|R7™).

Kun R — oo, epéayhtélon (2) oikea puoli kasvaa rajatta. Niinpa on
olemassa jokin raja Ry, jolle pétee, ettd |P(2)| > u, kun |z| > Ry. Niin-
pa riittad tarkastella nollakeskistd Ry-séteistd kiekkoa, kun tutkitaan
suurinta alarajaa .

Tama kiekko on kompakti ja funktio | P| on siind jatkuva, joten funk-
tiolla | P| on kiekossa pienin (ja suurin) arvo. Olkoon z, kiekon piste,
jossa funktio | P| saavuttaa pienimmén arvonsa. Jos joukolla on minimi,
kyseinen arvo on myos joukon suurin alaraja. Niinpa pu = |P(z)|.

Osoitetaan, ettd p = 0. Tehddén vastaoletus, ettd p > 0 (itseisarvo
P(z+20)
P(zo)

oleva polynomi, Q(0) = 1 ja koska |P(29)| on funktion |P| pienin arvo,
|Q(2)] > 1Q(0)| =1 kaikilla z € C.

Voidaan siis kirjoittaa Q(z) = 1+bp2"+...+b,2", missi k on pienin
kokonaisluku vélilla 1 < k < n, jolle by # 0.

on aina positiviinen). Asetetaan Q(z) = . Talloin Q on astetta n

1Kymmenen erilaista todistusta on esitetty, paikoin painovirheiden kera, osoit-
teessa http://adamazzam.wordpress.com/category/algebra/
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Jos z € C, voidaan luku ez tulkita geometrisesti siten, etts komplek-
sitason pistettd z kierretddn kulman 6 verran |z|-séteisen ympyrén
kaarta pitkin. Niinp# on olemassa sellainen 6, etti e*?b, = —|b,|. (Jos ¢
on kompleksiluvun by, argumentti, —7 < ¢ < 7, saadaan 6 = (7 —¢).)

Imz
A

ik0 bk

> Rez

— x|

1

A Talloin saadaan

Olkoon r > 0 ja lisiksi 7% <
|Q(T‘6i9)| =1+ bprket® 4 4 bnr"ei"9|
< |1+ bkrkeik9| + Z |bj7"jeij0|

j=k+1

3 n )
®) TN Y

j=k+1
=1 — 7*|bg| + 7F Y g | + .+ by
=1- ’f’k(lbk‘ — T‘karl‘ — ... — Tn7k|bn|)

Kun 7 on riittdvén pieni, epéyhtdlon (3) viimeisen rivin sulkulausek-
keen arvo on positiivinen, eli 1 < |Q(re?)| < 1, mikd on ristiriita.
Niinpé vastaoletus on vééré, ja on osoitettu, ettd P(zg) = p = 0. Siis
Zp on polynomin P juuri. U
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