5.2 Zornin lemman sovelluksia lineaarialgebras-
sa

Matemaattisissa todistuksissa ja konstruktioissa usein joudutaan tekemé&an
“samanaikaisia valintoja” tai "tdydentdmaéaan haluttuja ominaisuuksia omaava
olio maksimaaliseksi”, eli sellaiseksi, ettd sitéd ei voi enédd tdydentdd. Vaikka
ensi nidkemaéltd ne ndyttavit erilaisilta menetelmilté, kyse on itse asiassa sa-
masta periaatteesta.

"Epékonstruktivistisesta” valinnasta on kyse kun tieddmme, ettd jokin olio
on olemassa, mutta emme konstruoi sitd ” eksplisiittisesti 7, vaan sen sijan
vetoamme suoraan siihen, ettéd sen olemassaolo tiedetdén olevan tosi. Usein
emme edes pysty konstruoimaan olio, ainoastaan osoittamaan ettd sen on
pakko olla olemassa. Liséksi téllainen olio ei ole yksikésitteinen, muuten ky-
se ei olisi valinnasta. Tieddmme siis ettd joitakin otuksia on olemassa, emme
pysty antamaan yhdestdkéén esimerkin, mutta voimme silti "ottaa yksi niis-
ta”. Esimerkiksi tarkastelemalla joukkojen mahtavuuksia on helppo nayttas,
ettd algebrallisten reaalilukujen joukko on numeroituva. Koska tiedetdén, et-
td reaalilukuja on ylinumeroituva méaara, transsendentteja lukuja on pakko
olla olemassa. Voimme siis jossakin todistuksessa sanoa "olkoon x transsen-
dentti reaaliluku”, vaikka emme osaisi konstruoida yhtakaan esimerkkid sel-
laisesta x:sté.

Téllaisen yhden valinnan tekeminen ei vaadi mitdén erikoista ylimaéraisté
tyokalua. Kysehédn on siitéd, ettd jos tieddmme joukon olevan epétyhjé, niin
voidaan ottaa sieltd yhden alkion -suorastaan epétyhjan joukon méaritelmén
mukaan.

Teknisid ongelmia, tai pikemminkin voimakkaan tyokalun tarve syntyy, kun
joudumme tekeméin samaan aikaan monta valintaa. Mitd jos tarvitsemme
jossakin todistuksessa samaan aikaan kaksi transsendenttid lukua? No vali-
taan yksi ja sitten toinen. Kolme? Valitaan yksi, sitten toinen, sitten kolmas.
Jos lukuja tarvitaan vain #érellinen, fiksattu mééara, valinta voidaan suorit-
taa ddrelliselld induktiolla. Mutta entés jos tarvitaan dérettéoméan monta al-
kiota samaan aikaan emmeké pysty konstruoida eksplisiittisesti yksi fiksattu
joukko, joka sisdltdd tarvitsemat alkiot, joudumme turvautumaan wvalinta-
akstoomaan.

Valinta-aksiooma sanoo, ettd jos on annettu (indeksoitu) kokoelma (A;);cr
joukkoja, joista jokainen on epétyhjé, niin on olemassa kokoelma (a;);ey, jos-
sa a; € A;. Toisin sanoen jos jokaisesta joukosta erikseen pystymme valit-
semaan alkion, voimme valita ne samanaikaisesti. Vaikka tdmé tuntuu aika
itsestdédn selviltéd, osoittautuu, ettd valinta-aksioomaa ei pysty johtamaan
muista joukko-opin periaatteesta, eiké se siis erityisesti seuraa siitd, etta jo-
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kaisesta epétyhjasta joukosta erikseen voidaan ottaa yksi alkio. Sen takia, jos
sen haluaa kayttad, on pakko hyviksya se aksioomana.

Valinta-aksiooma voidaan muotoilla myos kayttamaélla mielivaltaisen kartee-
sisen tulon késitettd. Nimittdin kokoelma (a;);er, jossa a; € A;, on mééari-
telmén mukaan tulojoukon [, , A; alkio. Valinta-aksiooma siis vittad, etta
epétyhjien joukkojen mielivaltainen karteesinen tulo on mydos epéatyhja.
Toinen monissa térkeissé todistuksissa esiintyvé vélivaihe on tdydentdminen
"maksimaaliseksi”. Se tarkoittaa taas sité, ettd tarvitsemme olion on olta-
va "tdydellinen”, paras mahdollinen. Oletetaan, ettd emme taaskaan pysty
konstruoimaan olion ihan eksplisiittisesti, ainoastaan aloittamaan konstruk-
tion ja ndyttdmaédn, ettd voimme aina jatkaa sen "yhden pykélan eteenpéin”
kun se on osittain konstruoitu. Tilanne muistuttaa induktiota (joka on itse
asiassa tdmén menetelmén erikoistapaus) - ndytamme, ettd padstadn alkuun
("alkuaskel”) ja ndytdmme, ettd seuraava vaihe on aina mahdollinen ("induk-
tioaskel”).

Miten tamaé liittyy valinta-aksiooman? Asia voidaan ajatella néin. Jos ha-
luamme osoittaa valinta-aksiooma todeksi jossakin konkreettisessa tapauk-
sessa, meiddn on konstruoituvaa jokin perhe (a;);c;. Voimme ajatella tdmé
konstruktio "prosessina”, jossa "osittaiseen ratkaisuun 7 (a;);cs, J C I lisdtaéin
aina yksi alkio kerrallaan, tdydentamalla se, kunnes koko joukko I "tyhjen-
tyy”. Jos I on &arellinen, tdmé voidaan tehdd helpolla induktiolla. Mutta jos
I on &&reton, miten voimme olla varmoja ettd se tyhjentyy ja miten téllainen
tyhjentyminen ylipdataan saadaan aikaan? Tarvitaan jonkinlainen "loppuun
viemisperiaate”, joka antaisi aina tarvittaessa maksimaalisen ratkaisun on-
gelmaan. Juuri tallainen periaate on kuuluisa Zornin lemma.

Zornin lemman muotoiluun tarvitaan jérjestysrelaation késitetté.
Relaatiota < joukossa X sanotaan (osittaiseksi) jarjestykseksi jos se on tran-
sitiivinen ja refleksiivinen eli jos x < x kaikillax € X jaainakunx < y,y < z
niin myos z < z.

Jarjestysrelaatiolla varustettu joukko X (tarkemmin pari (X, <)) sanotaan
jarjetetyksi joukoksi.

Tyypillinen esimerkki jérjestysrelaatiosta on joukon X osajoukkojen joukos-
sa P(X):ssé madritelty joukkojen siséltyvyysrelaatio C.

Jérjestetyn joukon X osajoukko A sanotaan ketjuksi jos sen alkiot ovat ver-
rattavissa toisiinsa eli kaikilla x,y € A joko x < y tai y < z. Induktiolla
helposti ndhdéén, ettd jokainen ketjun &érellinen osajoukko {z,...,x,} si-
saltad suurimman alkion eli sellaisen z; jolle z; < x;, i = 1,...,n. Tata
ketjujen ominaisuutta tulemme soveltamaan jatkossa.

Alkio z € X on osajoukon A yliraja X:ssé jos kaikilla a € A pétee a < z.
Alkio z € X on maksimaalinen jos jokaisella z € X ehto z < x implikoi, ettd
r < z.
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Lemma 5.16. Zornin lemma.
Olkoon X epdtyhjd jirjestetty joukko. Oletetaan, ettd jokaisella X :n ketjulla
A on X :ssd ylaraja. Tdlloin X sisdltda maksimaalisen alkion.

Emme todista téssd Zornin lemma. Tavallaan sitéd ei edes "voi todistaa”,
silla osoittautuu, ettd se on téaysin ekvivalentti valinta-aksiooman kanssa -
toinen voidaan ottaa aksioomana jolloin toinen voidaan todistaa. valinta-
aksiooma on intuitiivisesti helppo hyvéksyéd totena, kun taas Zornin lem-
ma on usein paljon helpompi soveltaa tekniselld tasolla. Néin ollen voidaan
ajatella Zornin lemma “aksioomaksi”. Tietenkin tdmén tosiasian hyvéksy-
minen vaatii sen, ettd on ensin ndhnyt Zornin lemman todistuksen valinta-
aksioomasta. Todistus 16ytyy esimerkiksi J. Viisilan kirjasta "Topologia I17.
Esitimme pari sovellusta Zornin lemmasta lineaarialgebrassa. Todistetaan
sen avulla, etté jokaisella vektoriavaruudella on kanta seké sen, ettd vaihdan-
naisen renkaan yli vapaan modulin dimensio on yksikésitteinen.

Propositio 5.17. Olkoon V vektoriavaruus kunnan K yli. Olkoon C jokin
V :n virittajajoukko ja A jokin V :n vapaa osajoukko siten, etta A C C. Tdlloin
V:lld on olemassa kanta B siten, ettd A C B C C. Erityisesti V' on vapaa.

Todistus. Olkoon X joukko, jonka alkiot ovat V:n vapaat osajonot B’, joil-
le patee A C B’ C C. Kun tamé varustetaan tavallisella osajoukkojen
sisdltyvyys-relaatiolla C, siitd tulee jarjestetty joukko. Osoitetaan, ettd tdméa
toteuttaa Zornin lemman oletuksia.

X on epédtyhji, silla A € X. Olkoon Y C X ketju. Osoitetaan, ettd Y:n
alkioiden (jotka ovat V:n osajoukkoja) yhdiste

D=|J P

B'eY

on Y:n ylaraja. Selvisti B’ C D kaikilla B’ € Y. Epétriviaali vaihe on
osoittaa, ettd D on X:n alkio, eli vapaa. Oletetaan, etti

riay + reas + ... +rpa, =0,

T,...,tn € K, a; € Bl € Y eri alkiot. Koska Y on ketju, on olemassa
jeA{l,...,n} jolle B] C Bj kaikilla i = 1,...,n. Toisin sanoen

ria; +reas + ... +rpa, =0

on lineaarinen kombinaatio, jonka alkiot ovat vapaan osajoukon B; alkiot.
Vapauden nojalla kombinaatio on triviaali eli vy = ... = r, = 0. Siis D on
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vapaa.
Jarjestetty joukko X siis toteuttaa Zornin lemman oletuksia, joten siséltaé
maksimaalisen alkion B. Osoitetaan, ettd se on V:n kanta. Vapaus siséltyy
méadritelmadn. Olkoon v € C. Osoitetaan ettd V € Span(B). Jos v € B asia
on selvd. Muuten huomataan, etti osajoukko B’ = BU {v} siséltyy C:hen ja
siséltdd B:n aidosti, joten maksimaalisuuden nojalla se ei ole vapaa. Toisaalta
B on vapaa, joten epétriviaali lineaarinen kombinaatio, jonka arvo on nolla
ja jonka alkiot ovat B’:n alkiot, sisaltdd v:n kertoimella, joka ei ole nolla.
Toisin sanoen on olemassa lineaarinen kombinaatio

ray + reas + ... +rpa, +rv =0,

missi ay,...,a, € B,r # 0. Tilloin r~! on olemassa (tdmi on ensimmiinen
todistuksen ensimmaéinen vaihe, jossa tarvitaan sitd, ettd K on kunta ja joka
el mene lipi yleisen renkaan tapauksessa), joten saadaan

/ / /
U= —Tia1 + Tyl + ... — 7,0y,

missé r;, = r;/r. Siis v € Span(B). Néin ollen C' C Span(B). Koska C' on
virittdjajoukko, koko avaruus V' on Span(B). Siis Span(B) on kanta. O

Edellinen tulos on mielenkiintoinen, mutta saattaa tuntua siltd, etteihdn
se sellaisenaan suoraan liittyy &érellisulotteisten olioiden teoriaan, joka on
tdmaén kurssin kiinnostuksen kohde. Olemmehan todistaneet samanlaisen tu-
loksen &arellisviritteisten vektoriavaruuksien kohdalla ilman Zornin lemmaa
jo Luvussa 2. Tama ei kuitenkaan tarkoittaa, ettd ei tuloksesta olisi mitdan
hyotyd nimenomaan &érellisulotteisten vektoriavaruuksien teoriassa. Mate-
matiikassa on varsin yleistd, etté vaikka haluaisikin tutkia jotakin erikoista-
pausta, matkan varrella joutuu menné sen ulkopuolelle ja kehittdd vahvoja
menetelmié ja olioita, jotka ovat hyodyllisié, vaikka paljon yleisempia kuin
itse tutkittava objekti. Olemme itse asiassa télla kurssilla ndhneet paljon esi-
merkkejé tdsta ilmiosta. Polynomialgebra K[X] on ddretonulotteinen vekto-
riavaruus, mutta se on kuitenkin aivan valttdméton jos haluamme luokitella
aarellisulotteisten vektoriavaruuksien lineaarisia operaattoreita. Néin olleen
jos haluamme tutkia dérellisulotteisia vektoriavaruuksia meidédn on tunnetta-
vaa myos daretonulotteisten vektoriavaruuksien teoriaa. Karakteristisen po-
lynomin mééritelméssi joudumme ottamaan determinantteja renkaan K |[X]|
yli, joka ei ole kunta. Néin ollen, jos haluamme tutkia vektoriavaruuksia,
meidédn on tutkittavaa myos modulit ei-kuntien yli. Jos tutkimme vasem-
manpuoleiset modulit ei-vaihdannaisten renkaiden yli - ja sellainen on esi-
merkiksi miké tahansa vektoriavaruus V' renkaan L(V') modulina tulkittuna
- torméadmme duaali-avaruuksien teoriassa oikeanpuolisiin renkaisiin luon-
nollisella tavalla. Namé ovat kaikki esimerkkejé yleisesté periaatteesta, jonka
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mukaan matematiikassa on aina osattavaa vihén muutakin kuin mista olem-
me varsinaisesti kiinnostuneet. Elivatkdan yleistykset tule tyhjasta pelkkadn
akateemisen yleistdmisen nimessé, vaan ilmestyvét yksinkertaisimpien olioi-
den tutkimisessa luonnollisella tavalla.

Seuraava Zornin lemman sovellus sen sijaan liittyy suoraan dérellisulotteisten
olioiden teoriaan. Se liittyy algebrallisen dimension méérittelemisen proble-
matiikkaan. Tieddmme, ettd vektoriavaruuden K™ dimensio n on hyvinmaéé-
ritelty avaruuden invariantti, eli K™ = K™ jos ja vain jos n = m. Kuten
seuraava yllattavaan yksinkertainen esimerkki osoittaa, tdma ei pade paik-
kaansa jos tarkastellaan kunnan sijaan renkaita.

Esimerkki 5.18. Konstruoidaan esimerkin epdtriviaalista ykkosellisestd ren-
kaasta R joka on R-modulina n-ulotteinen jokaisella n € N/

Riittid loytid R siten, ettdi R = R? R-modulina, silloin tdlléin induktiolla
helposti ndhdddn, ettd R = R kaikilla n € N.

Olkoon K kunta ja V = KW ddretonulotteinen vektoriavaruus jolla on nu-
meroituva kanta {e,, | n € N}. Konkreettinen esimerkki tallaisesta on esimer-
kiksi polynomialgebra K[X]. Olkoon R = L(V). Tdlléin R on ykkdsellinen
rengas. Olkoot f,g € R yksikdsitteiset lineaariset kuvaukset joille

flen) ex, josn =2k keN

€n) =
0, muuten

(e2) ex, josn=2k+1,keN

en) =

g 0, muuten

Tdlloin jokainen L € R voidaan kirjoittaa yksikdsitteiselld tavalla muodossa
L =af +bg,

missd a,b € R. Tassd a(eg) = L(eax) ja b(egx) = L(egry1) jokaisella k € N.
Ndin ollen {f,g} on R-kanta R:lle. Ndiin ollen R = R?.

Ei ole vaikeata nayttid, ettd R:std loylyy myds ddareton, numeroituva kanta.
Siti varten pitid kannan {e, | n € N} indeksijoukko N jakaa ddrettomddn
moneen ddrettémddan osaan, mikd ei ole vaikeata. Ylld annetussa konstruk-
tiossa se jaettiin vain kahteen ddrettomdadin osaan (parilliset ja parittomat
luvut).

Edellisessa esimerkissd rengas R on ei-vaihdannainen. Osoitamme seuraa-
vaksi (Zornin lemman avulla), ettd kun R on vaihdannainen, vapaan darelli-
sulotteisen modulin dimensio on yksikésitteisesti méaritelty. Tama on jélleen
kerran esimerkki ominaisuudesta, joka selittdd sen, miksi modulien tutkimi-
sessa usein oletetaan, ettd kerroinrengas on vaihdannainen.
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Lemma 5.19. Olkoon R epditriviaali vaihdannainen ykkosellinen rengas.
Talloin on olemassa R:n ideaali J siten, ettd R/J on kunta.

Todistus. Osoitetaan, ettd R:ll& on niin sanottu maksimaalinen ideaali J C
R. Maksimaalisuus tarkoittaa sité, ettd J # R eiké ole olemassa ideaaleja K,
joille J C K C R. Miten tama liittyy véitteeseen? No, jos J on maksimaali-
nen, niin tekijarengas R/J on aina kunta. Tdméa ndhddén seuraavasti. Koska
J € R, R/J on epétriviaali. Liséksi se on vaihdannainen rengas. Olkoon
r#0¢€ R/J,r € R. Télloin r ¢ J. Helposti ndhdéén, ettd osajoukko

J ={j+ar|jeJacR}

on ideaali, itse asiassa pienin ideaali, joka sisdltda seka J, ettd r. Koska J on
maksimaalinen, J = R. Erityisesti on olemassa j € J,a € R siten. etté

1=j+ar.

Ottamalla tastd luokat tekijarenkaassa R/J saadaan 1 = ar. Koska R/J on
vaihdannainen, a on 7:n kéénteisalkio. Néin ollen R/.J on kunta.

Viite on siis todistettua, jos todistamme, ettd R sisdltdd maksimaalisen ide-
aalin J. Taméhan kuulostaa ihan Zornin lemmalta! Olkoon X kaikkien R:n
atojen ideaalien J # R muodostama joukko, joka on jérjestetty siséltyvyys-
relaatiolla. Olkoon Y C X ketju. Té&lloin

J=JI

Iey

on Y:n ylaraja X:ssi. Osoitetaan tdméa. On selvé, ettd I C J kaikilla I € X.
Ongelmana on osoittaa, ettd J on ideaali ja lisdksi J # R. Osoitetaan ensin,
ettd se on ideaali. Jos r € R ja z € J, niin € [ jollakin I € Y, jolloin
re € I C J. Olkoot a,b € J. Talloin a € I, b € I joillakin I, [ € Y. Koska
Y on ketju, jompikumpi joukoista I, I sisdltdé toisen, joten a, b € I jollakin
I € Y. Koska I on ideaali, a — b € I C J. Koska selvisti 0 € J, (J,+) on
(R, +):n aliryhmé. Olemme néyttineet, ettd J on ideaali.

Osoitetaan, ettd se ei ole koko rengas R. Tehdéén vasta-oletus, J = R. Eri-
tyisesti 1 € J. Télloin on olemassa I € Y siten, ettd 1 € I. Olkoon r € R.
Koska [ ideaali, r = r-1 € I. Siis I = R. Tdmé4 on ristiriita X :n méaritelméan
kanssa.

Jarjestetty joukko X siis toteuttaa Zornin lemman oletukset, joten sisdltdaa
maksimaalisen alkion. Tamé& on se, mité piti osoittaa. O

Propositio 5.20. Olkoon R vaihdannainen epdtriviaali rengas ja n,m € N.
Oletetaan, ettd R™ = R™. Tdlloin n = m.
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Todistus. Esitetddn todituksen idea. Tekniset yksityiskohdat jatetddn luki-
jalle harjoitustehtévaksi.

Olkoon M é&érellisulotteinen R-moduli jolla on olemassa kanta (eq,...,e,).
Edellisen nojalla on olemassa R:n ideaali J siten, ettd K = R/J on kunta.
Maéritellaén M:m alimoduli

JM ={jm | je Jme M}.

Osoittautuu, ettd tekijimodulissa M’ = M/JM on olemassa luonnollinen
K-vektoriavaruus struktuuri, jossa skalaarikertolasku méaéritelty kaavalla

(r+J)(m+JM)=rm+ JM.

Lisdksi osoittautuu, ettd osajoukko (e + JM, ... e, + JM) on M':n kanta
K-vektoriavaruutena. Koska vektoriavaruuksille dimensio tiedetédén olevan
yksikésitteinen, viite seuraa. O]

Pateekd vastaavanlainen tulos myos dédretonulotteisten vektoriavaruuk-
sien/modulien kohdalla? Toisin sanoen, olemme néyttineet, ettd jokaisella
vektoriavaruudella on kanta. Liséksi tieddmme, ettd jos se kanta on dérel-
linen, jokainen toinen kanta on samankokoinen. Onko vastaava tosi myos
adaretonulotteiselle avaruudelle, eli ovatko kaksi ddaretonulotteisen vektoriava-
ruuden kantaa "samankokoiset”?

Jotta kysymys olisi mielekés, meidén pitédé ensin selvittda mitéd samankokoi-
suus tarkoittaa dérettomille joukoille. Adrellisten joukkojen kohdalla asia on
tuttu - lasketaan molempien joukkojen alkioiden lukumé&éra ja verrataan saa-
tuja lukuja. Adrettoméissi joukossa emme voi menetelld samoin - ei ainakaan
ennen, kuin kiytossdimme on monimutkainen ordinaalien teoria.

Onneksi on olemassa yksinkertainen tapa verrata #érellisidkin joukkoja il-
man, ettd laskee niiden kokoja. Esimerkiksi oletetaan, ettd paritanssitilai-
suuteen on tullut joukko miehié ja naisia. Namé& ovat sen verran vanhanai-
kaisia, ettd miehet haluavat tanssia vain naisten kanssa ja péainvastoin. Miten
voimme tietdd riittddako jokaiselle pari laskematta kuinka monta miestéd ja
kuinka monta naista on? Aletaan muodostaa pareja yksi kerrallaan. Jos lop-
pujen lopuksi kukaan ei jda ilman paria, miehié ja naisia on saman verran.
Tamaé on mahdollista jos ja vain jos miesten ja naisten joukkojen vélilla 16y-
detty bijektiivinen vastaavuus - jokaista miestd vastaa tasan yksi nainen.
Téata aarellisten joukkojen samankokoisuuden kanssa yhtdpitdviad ominai-
suutta otetaan yleisesti samankokoisuuden mééaritelméksi.

Sanomme, ettd joukoilla A ja B on sama mahtavuus( tai ettd ne ovat yhté-
mahtavia) jos on olemassa bijektio f: A — B.

Voidaan osoittaa, ettd vektoriavaruuden kaksi kanta ovat aina yhtd mahtavia.
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Tamaén tarkaksi todistamiseksi kuitenkin pitdé ensin selvittda mahtavuuksiin
liittyvid perustuloksia. Koska niiden tarkka todistus ei ole aivan triviaali, esi-
tdmme ne ilman todistuksia.

Joukko on &érellinen jos se on yhtd mahtava kuin joukko {1,...,n} jollakin
luonnollisella luvulla n. Tapaus n = 0 antaa tyhjian joukon.

Joukko, joka ei ole darellinen, on méaéritelman mukaan déreton.

Lemma 5.21. Olkoon X ddreton joukko. Tdlloin

a) X x X on yhti mahtava kuin X ja

b) kaikkien X :n ddrellisten osajoukkojen joukko Y on yhtd mahtava kuin X .
c) Oletetaan, etti jokaisella x € X on annettu ddrellinen joukko A,. Talldin
yhdiste | J,cx Az on yhtd mahtava kuin X.

Propositio 5.22. Olkoon M vapaa R-moduli, missd R epdtriviaali, vaihdan-
nainen ja ykkosellisen rengas. Tdlloin katkki M :n kannat ovat yhtd mahtavia.

Todistus. Jos tulos tunnetaan vektoriavaruuksille, se yleistetddn vaihdannai-
siin renkaisiin Lemman 5.19 avulla samalla tavalla kuin Proposition 5.20 to-
distuksessa.

Riittéd siis tarkastella vektoriavaruuksien tapaus. Aérellinen tapaus tunne-
taan jo, joten tarkastellaan tapaus, jossa vektoriavaruudella on déreton kanta.
Huomataan samalla, etté télloin silla ei voi olla darellistéd kantaa, silla Lem-
man 2.15 nojalla dérellisulotteine vektoriavaruus ei voi siséltéaé mielivaltaisen
isoja (erityisesti ddrettomid) vapaita osajoukkoja.

Olkoot A ja B molemmat vektoriavaruuden V ddrettomét kannat. Jokainen
B:n alkio voidaan esittda darellisend lineaarisena kombinaationa

b=riay+ ...+ r,an,

missary, ..., r, € K, lisiksi yksikasitteisella tavalla. Joukko A" = {ay,...,a,}
on A:n &dérellinen osajoukko. Kannan B alkiot voidaan siis jakaa (erillisiin)
osiin By/, missd A” C A on dérellinen ja b € Bas tarkoittaa, ettd b € Span(A’).
Koska B on vapaa, jokainen sen osajoukko B4 on vapaa. Lemman 2.15 no-
jalla |Ba/| < |A'], missé | - | tarkoittaa dédrellisen joukon kokoa. Erityises-
ti jokainen By on darellinen. Merkitadn C:114 A:n aérellisten osajoukkojen
muodostamaa joukkoa. Edellisen lemman kohdan ¢) nojalla B, joka on yh-
diste

on yhtd mahtava C:n kanssa, joka b)-kohdan nojalla on puolestaan yhta
mahtava A:n kanssa. Propositio on todistettu. O
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