Luku 2

Asrellisulotteiset modulit ja
niiden valiset lineaarikuvaukset

2.1 Perusteiden kertausta

Alamme tutkia lineaarialgebraa, eli modulien teoriaa, tarkemmin. Aloitetaan
kertaamalla niihin liittyvia peruskasitteita .

Olkoon R rengas. Kolmikko (M, +,-) on R-moduli, jos +: M x M — M
(modulin yhteenlasku), -: R x M — M (skalaarikertolasku) ovat laskutoimi-
tuksia, joille patee

i) (a+b)+c=a+ (b+c) kaikilla a,b,c € M,

i) a+b=>b+ a kaikilla a,b € M,

iii) on olemassa alkio 0 € M, jolle pétee
(2.1) O+a=a=a+0
kaikilla a € M,

iv) jokaisella a € M on olemassa vasta-alkio —a € M, jolle pétee
(2.2) a+(—a)=(—a)+a=0,

v) r(r'a) = (rr')a kaikilla ;7" € R,a € M,

vi) (r+r")a=ra+1rakaikilla r,r’ € R,a € M,

vii) r(a+a’) = ra+ rad kaikillar € R,a,a’ € M.



Jos R on ykkosellinen, oletamme lisdksi, etté

viii) la = a kaikilla a € M.

Jos R = K on kunta, K-moduleja sanotaan K-vektoriavaruuksiksi.
Rengasta R sanotaan R-modulin M kerroinrenkaaksi.

Alkiota 0 € M, jolla on ominaisuus (2.1), sanotaan M:n nolla-alkioksi.
Ehto (2.1) médrdd sen yksikésitteisesti. Muista, ettd myos renkaalla R on
nolla-alkio, joka merkitdén samalla symbolilla 0. Asiayhteydesta pitéisi yleen-
sé olla selvad, kummasta milloinkin on kyse.

Ehdon (2.2) méérittelemé alkion a vasta-alkio (—a) on myos yksikésitteinen.
Oletamme tunnetuksi, ettd R-modulissa péatevit monet tutut laskusdannot,
esimerkiksi

(2.3) Oa = 0 kaikilla a € M ja

(2.4) (—r)a = —(ra) kaikilla a € M,r € R.
Niiden kaavojen tarkka perustelu jéatetddn lukijalle harjoitustehtaviaksi.

Jos R = K on kunta eli tarkastellaan K-vektoriavaruutta V', on voimassa
seuraavat supistussddannot. Olkoot a,b € K,v,w € V. Télloin
1) jos av = bv, niin joko a = b tai v = 0,
2) jos av = aw, niin joko a = 0 tai v = w.
Todistetaan ensimmaéinen sdanto, toinen jad harjoitustehtaviksi.
Yhtalo av = bv on yhtépitavéd yhtdlon (a — b)v = av — bv = 0 kanssa. Jos
a # b, niin a—b # 0. Koska K on kunta, on olemassa kéiinteisalkio (a —b)™".
Kertomalla yhtélon (@ —b)v = 0 molemmat puolet alkiolla (a —b) ™!, saadaan

v=1-v=(a—b)"Ya—bv=(a—0b)"0=0.
Olkoon M R-moduli. M:n osajoukkoa M’ sanotaan M:n alimoduliksi, jos
(1) kaikilla a,a’ € M’ pétee a +a’ € M/,
(2) kaikilla » € R, m € M’ patee rm’ € M’,
(3) M’ on epityhja,

Naistd ehdoista seuraa, ettd alimoduli M’ on itse R-moduli, laskutoimituk-
sina M:n laskutoimitusten rajoittumat osajoukkoihin M’ x M’ ja R x M’.

2



Huomaa, ettd nolla-alkio kuuluu joukkoon M’ koska M’ on epétyhji ja jo-
kaisella a € M’ pétee 0a = 0 € M’ ehdon (2) nojalla yll.
Samoin M’ on suljettu vasta-alkioiden suhteen, silld jokaisella a € M’ pétee

—a=(-1)-ae M

taas ehdon (2) nojalla.
Vektoriavaruuden V' alimodulia sanotaan (vektori) alicvaruudeksi.

Olkoot M, M’ R-moduleja. Kuvausta L: M — M’ sanotaan R-lineaariseksi,
jos

1) L(x +y) = L(z) + L(y) kaikilla 2,y € M,

2) L(rz) = rL(x) kaikilla x € M,r € R.

Jos kerroinrengas R on tiedossa, puhutaan lyhyemmin lineaarisesta kuvauk-
sesta modulien valilla.

Olkoon L: M — M’ R-lineaarinen kuvaus. Sen ydin on M:n alimoduli
Ker L ={m € M | L(m) = 0}.
Sen kuva on M’ alimoduli
ImL={L(m)|meM}.

Lineaarinen kuvaus on isomorfismz, jos se on bijektio. Jos kahden modulin M
ja M’ valilla on olemassa lineaarinen isomorfismi, modulit ovat isomorfiset.
Isomorfiset modulit ovat lineaarialgebran ndkokulmasta “kopioita” toisistaan,
taysin samanlaisia olioita.

Jos M' on modulin M alimoduli, voimme muodostaa tekijimodulin M /M.
Sen alkiot ovat ekvivalenssiluokat

r=x+M={z+m]|meM}

ja laskutoimitukset méaaritelladn kaavoilla

T+y=r+ty,

r-T =TI.

Téarkedt hajotelma-ja isomorfialauseet ovat voimassa. Namé ovat erikoista-
pauksia aikaisemmin todistetuista Lauseista 1.33 ja 1.34. Muotoillaan ne uu-
destaan modulien tapauksessa.



Lause 2.5. Olkoon L: M — N R-lineaarinen kuvaus R-modulien vdlilld.
Olkoon M' C M alimoduli ja olkoon p: M - M/M' luonnollinen projektio.
Tdlloin on olemassa R-lineaarinen kuvaus L: M/M' — N siten, ettd f =

fop, eli siten, ettd seuraava diagrammi kommutoi,

N

M/M :

Jjos ja vain jos M’ C Ker L. Jos L on olemassa, niin se on yksikdsitteinen ja
Im L =1Im L. Erityisesti L on surjektio jos ja vain jos L on surjektio.
Lisdiksi L on injektio jos ja vain jos M’ = Ker L.

Erityisesti L aina indusoi lineaarisen isomorfismin L: M/ Ker L — Im L.

Olkoon R ykkésellinen rengas ja M R-moduli. Talloin R:ssd on mééritel-
lyt "renkaan kokonaisluvut "n=n-1=1+14 ...+ 1 (alkion 1 monikerrat
~—

n kertaa

Abelin ryhmissd (R;+)), joten jokaisella x € M ja jokaisella n € Z on ole-
massa skalaaritulo n - x = nx. Toisaalta (M, +) on Abelin ryhmé, joten siiné
on madritelty jokaisen alkion x monikerrat nz,n € Z. Ottaen huomioon, etté
molemmat merkitddn nyt samalla tavalla, olisi ikéva, jos ne tarkoittaisivat
eri asioita. Onneksi néin ei padse kdiyméaédn - modulissa lausekkella nx on aina
sama merkitys riippumatta sitd, tulkitaanko tdmaé tulo z:n monikerraksi eli
alkioksi  + = + ... + x vai skalaarituloksi nx, missd n = n -1 on renkaan R

n kertaa
ykkdsalkion monikerta. Kun n > 0, tdmé ndhdédan induktiolla n:n suhteen.

Tarkemmin Ox = 0 sekéd monikertana (mééritelmén mukaan) etté skalaaritu-
lona (kts. 2.3). Jos oletetaan, etté

nt=g+r+...+rx=Q01+1+...+1) z

n kertaa n kertaa
Talloin
m+lz=z+z+..+z=nrx+z=n-z+x=n-z+1-2=Mn+1)-z,

~
n—+1 kertaa

missé kdytettiin hyvéiksi induktio-oletus ja modulin ehdot viii) ja vi).

Negatiivisilla n < 0 taas saadaan
nr=—(—nzx)=—(—(n-z)=n-zx

negatiivisen monikerran mééritelmén ja 2.4 nojalla.
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Esimerkkeja 2.6. 1) Kokonaislukujen joukko 7. on (ykkosellinen) ren-

2)

gas, joten voimme puhua Z-moduleista. Osoitetaan, ettd Z-modulien
teoria onkin itse asiassa ekvivalentti Abelien ryhmien teorian kanssa.
Olkoon M Z-moduli. Tdlloin edellisen kappaleen nojalla n - x on jokai-
sellan € Z,x € M alkion x n’s monikerta ryhmdssi (M, +),

nc=x-+...+x.
N———

n kertaa

Ndin ollen M :n yhteenlaskuryhmdn struktuuri mdadrdad Z-modulin struk-
tuurin yksikdsitteiselld tavalla.

Kadntden olkoon (M, +) mielivaltainen Abelin ryhmd. Ylld lapikaydys-
ti tarkastelusta seuraa, ettd on olemassa korkeintaan yksi tapa mdadri-
telld M :ddn Z-skalaarikertolasku, joka tekisi siitd Z-modulin, eli kaa-
valla
nr=gx+ ...+ x = xtextrm: nn:s monikerta
——

n kertaa

mddritelty operaatio.
Koska monikerroille pitee

(n 4+ m)x = nx + mu,

n(mzx) = (nm)zx,
lr =z,

nédhdddn, ettd tdmd kaava mddritteleekin M :ssd Z-modulin struktuurin.
Olkoon (N, +) toinen Abelin ryhmd ja f: M — N Abelin ryhmda. Koska
ryhmdahomomorfismeille ja monikerroille pdtee (todistus induktiolla)

f(nz) = nf(z),

f on talloin myds Z-lineaarinen kuvaus.

Jokainen M :n aliryhmd N on suljettu monikertojen suhteen, joten se
on myos Z-alimoduli.

Olemme todistaneet, ettd Z-modulit ja Abelin ryhmdt vastaavat toisi-
aan luonnollisella tavalla. Tdamd on hyddyllistd tietoa - vormme kdyttdd
lineaarialgebraa tutkiessamme Abelin ryhmid.

Olkoon n > 1 ja tarkastelemme kokonaislukujen modulo m renkaan Z,,.
Minkdilaisessa Abelin ryhmdassa (M, +) voidaan mddaritelld Z,-modulin
struktuurin?



Néhdddn samalla tavalla kwin ylld Z:n tapauksessa, ettd jos tdallainen
skalaarikertolasku on mddritelty, se on yksikdsitteinen, ja

mr=mr=x+...+2
—
m kertaa
kaikillam € Z,x € M.
Mutta tdlld kertaa tamd kaava et vdalttamdttd ole edes hyvin mddritelty.
Nimattdin, jos M on Z,-moduli, niin jokaisella x € M tdlloin

0=0x = nx = nx.

Toisin sanoen Z,-modulissa jokaisen alkion n:s monikerta (yhteenlas-
kun suhteen) on modulin nolla-alkio.

Kadntden olkoon (M, +) sellainen Abelin ryhmda, jossa nx = 0 jokai-
sella x € M (kuinnitetylld n € N). Mddrittelemme talloin Z,:n skalaa-
rikertolasku M :ssd kaavalla

mr=mr=x—+...+x.
————
m kertaa

Tdlloin tdmd operaatio on hyvin mddritelty ja tekee M :std Z,,-modulin
(yksityiskohdat harjoitustehtivind).

Olemme nayttineet, ettd Z,-modulit vastaavat sellaisia Abelin ryhmid,
joissa nx = 0 jokaisella ryhmdn alkiolla x.

2.2 Vapaat modulit ja kannat

Lemma 2.7. Olkoon M R-moduli ja olkoon {M, | a € A} mielivaltainen
perhe M :n alimoduleja. Tdlloin leikkaus

M’:mMa:{xEM]:ceMakaz'kz'llaaeA}
acA

on myos M :n alimoduli

Todistus. Olkoot x,y € M’ jar € R. Télloin x,y € M, kaikilla a € A. Koska
jokainen M, on alimoduli, myos x +y € M,, rz € M, jokaisella a € A. Niin
ollen x + y ja rx kuuluvat joukkoon M’, joten M’ on alimoduli. O]

Olkoon M R-moduli ja A C M sen mielivaltainen osajoukko. Yleensd A
ei tietenkéddn ole alimoduli. Kuitenkin edellisestd lemmasta seuraa, ettd on
olemassa (siséltyvyysrelaation suhteen) pienin M:n alimoduli, joka siséltaa
joukon A. Tarkemmin sanoen on olemassa sellainen M:n alimoduli M’ jolle
patevat seuraavat ehdot,



1. Ac M,
2. Jos A C L, missd L on M:n alimoduli, niin L C M.

Téata alimodulia sanotaan A:n wviritetyksi alimoduliksi ja merkitdén symbo-
lilla Span(A) (tulee englanninkielisestd sanasta span, joka téssd yhteydessa
tarkoittaa juuri wvirittdd). Madritelmésta seuraa, ettd Span(A) on yksikésit-
teinen.

Perustellaan tarkemmin miten Lemmasta 2.7 seuraa alimodulin Span(A) ole-
massaolo. Olkoon (M, ).c4 perhe, jonka muodostavat kaikki M :n alimodulit,
jotka siséltavit A:n. Talloin Lemmasta 2.7 seuraa, etté

M = ﬂ M,
acA

on M:n alimoduli. Helposti nidhdaén, ettd M’ toteuttaa molemmat ehdot 1
ja 2 ylla.

Y14 kiytetty tapa osoittaa Span(A):n olemassaolo on "ulkoinen” ja lilan "epé-
méérdinen” - se ei kerro suoraan mitka alkiot kuuluvat joukkoon Span(A).
On olemassa myos erittdin hyddyllinen “sisdinen” tapa karakterisoida joukon
Span(A) alkiot lineaarisen kombinaation késitteen kautta.

Olkoon M moduli ja (z1,...,z,) ddrellinen jono sen alkiota. Sanalla "jono”
tarkoitamme téssd yhteydessd, ettd alkiot x; on laitettu jarjestykseen (jou-
kossahan alkioiden listausjérjestykselld ei ole merkitystéd, sen sijaan jonossa
on), joka on indeksoitu luonnollisilla luvuilla 1, ..., n.

Mikéa tahansa muotoa

TT1 +ToZo + ... + TpTy,

oleva lauseke, missé rq, 7, ..., 7, ovat kerroinrenkaan R alkiot, sanotaan al-
kioiden x1,...,x, lineaariseksi kombinaatioksi. Myos sen arvo, eli modulin
alkio x = rixq +rexe + ... + r,x, kutsutaan alkioiden x4, ..., x, lineaarisek-
si kombinaatioksi. Termit r;x; ovat tdmén lineaarisen kombinaation jdsenet.
Alkio r; € R on kombinaatiossa esiintyvdin alkion x; € M kerroin. Huomaa,
ettd vaikka puhummekin jonosta, alkioiden jirjestys ei vaikuta lineaarisen
kombinaation rixy + rexe + . . . + 12, arvoon. Tosin sanoen jonon alkiot voi-
daan permutoida, jolloin saadaan sama lineaarinen kombinaatio.

Teemme my0s seuraavan havainnon. Jos kombinaatiossa
X1+ reXe + ...+ TRy,

kaksi esiintyvéd M:n alkiota z; ja x; ovatkin sama alkio ', ne voidaan yh-
distad jéseneksi (r; + rj)a’. Tésté seuraa, ettéd lineaaristen kombinaatioiden
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tarkastelussa voimme aina olettaa, ettd kombinaatiossa esiintyvit modulin
alkiot z1,...,x, ovat er: alkiot.

Hyviaksymme lineaariseksi kombinaatioksi myos "tyhjan summan”, jossa on
nolla yhteenlaskettavaa termiéd. Sovimme, etté téllaisen tyhjan summan arvo
on aina modulin nolla-alkio 0.

Osoittautuu, ettéd Span(A):n alkiot ovat tasan sellaiset M:n alkiot, jotka voi-
daan esittdd A:n alkioiden lineaarisina kombinaatioina (ainakin silloin kun
kerroinrengas on ykkdsellinen).

Lemma 2.8. Olkoon R ykkosellinen rengas ja M R-moduli. Olkoon A C
M osajoukko. Tdlloin

Span(A) = {ra1 +reas + ... +rpan | r1,..., 70 € Ryaq,...,a, € A;n > 0}.
Todistus. Riittaa osoittaa, ettéd oikealla puolella esiintyva joukko
N ={ra, +reas+ ... +1pa, | 11,...,7n € R,aq,...,a, € A,n >0}

on M:n alimoduli, joka siséltdd A:n, ja lisdksi pienin sellainen. Ensimméisen
véaitteen todistaminen jatetddn harjoitustehtaviksi.

Kun valitaan n = 1 ja r = 1 saadaan jokaisella a € A lineaarinen kom-
binaatio, jonka arvo on a. Néin ollen A C N. Huomaa, miten ykkosalkion
olemassaolo renkaassa R on olennaista tisséd argumentissa.

Olkoon P miké tahansa M:n alimoduli, joka siséltda A:n. Koska P on sul-
jettu skalaarikertolaskun ja yhteenlaskun suhteen, induktiolla ndhdaén, etta
P sisaltaa kaikki A:n alkioista muodostettuja lineaarisia kombinaatioita, eli
N C P. Niin ollen N on pienen M:n alimoduli, joka siséltda joukon A. [

Jos rengas ei ole ykkosellinen, edellinen tulos ei vélttaméatta pade. Esimer-
kiksi olkoon R = 27Z parillisten kokonaislukujen muodostama rengas. Talloin
R on R-moduli luonnollisella tavalla. Jos otetaan esimerkiksi A:ksi yhden al-
kion joukko {2}, niin joukko {r2 | r € R} EI sisilld alkioita 2 itse.

Tastd (ja monesta muusta) syystd oletamme téstd lahtien, ettd kaikki
tarkasteltavat modulit ovat méariteltyja ykkdsellisen renkaan yli.

Olkoon A R-modulin M osajoukko (missd R on ykkosellinen rengas) ja
olkoon x € Span(A). Edellisestd lemmasta seuraa, ettéd silloin x voidaan
esittéd erilaisten A:n alkioiden lineaarisena kombinaationa eli muodossa

r1a1 + Tolo + ... + Tpay,

missd a; € A jar; € R jokaisella ¢ = 1,...,n ja alkiot a; ovat kaikki eri
alkiot.



Téllainen esitys ei kuitenkaan ole yleensé yksikésitteinen (jarjestysté vaille)
eli voi hyvinkin kayd& niin, ettd myos

) ) !
T =Tr10; + 1909 + ...+ 1,0,

joka on oleellisesti erilainen kuin esitys ria; + reas + ... + rp,a,. Sana
"oleellisesti” tarkoittaa tésséd yhteydessd sité, ettéd kaksi esitysté, jotka eroa-
vat vain yhteenlaskettavien termien r;a; jérjestyksessé, ajattelemme samaksi
esitykseksi, eli jasenten r;a; indeksit voi permutoida. Liséksi sallimme, etté
lineaarisen kombinaatioon voi lisidtéa ns. nollatermejd, eli muotoa 0-a, a € M
olevia alkiota. Téllainen lisdys ei tietenkddn muuta lineaarisen kombinaation
arvoa ja sovimme siis, ettd tdllainen nollatermin lisdys ei muuta lineaarista
kombinaatiota (vaikka muodollisesti lausekkeena kombinaatio on silloin eri-
lainen). Samoin luonnollisesti sovitaan myos, ettd mahdollisen nollatermin
poisjattadminen kombinaatiosta ei muuta sita.

Néistd madritelmisté seuraa siis, ettd esitykset riay + roas + ... + rpa, ja
riay +ryal + ...+ 1lal, ovat oleellisesti erilaiset jos ja vain jos toisesta esi-
tyksesta 16ytyy nollasta eroava termi r;a;, joka ei esiinny toisessa.

Esimerkkini tarkastelemme Z-moduli Z?. Olkoon A = {(1, 1), (2,3), (4,1)} C
Z2. Tallsin alkio (5,0) voidaan esittdéd A:n alkioiden lineaarisena kombinaa-
tiona ainakin kahdella eri tavalla, silla

(5,0) =3-(1,—1)+1-(2,3),
(5,0)=1-(1,—1)+1-(4,1).

Huomaa, ettd yhtd hyvin pétee (5,0) = 3 - (1,—1) +1-(2,3) +0- (4,1),
mutta ylld tehdyn sopimuksen nojalla tdmé onkin sama kombinaatio kuin
(5,0)=3-(1,-1)+1-(2,3).

Maéaritelma 2.9. Olkoon M R-moduli ja A C M. Sanomme, etti A on
vapaa joukko (M :ssi), jos jokainen Span(A):n alkio voidaan esittdd A:mn al-
kioiden lineaarisena kombinaationa tasan yhdelld tavalla (jarjestystd ja nol-
latermejd vailla).

Seuraava lemma antaa toisen tavan mééritelld vapauden (joka hyvin usein
kiytetddnkin méadritelmand).

Lemma 2.10. Olkoon A R-modulin M osajoukko. Talloin A on vapaa jos
ja vain jos seuraava ehto toteutuu aina.
Olkoot ay, . ..,a, € A eri alkiot ja rq,...,7r, € R siten, ettd

ra; +...+rpa, =0.

Tdalloinry =ro=...=1, =0.



Todistus. Jos A on vapaa, niin erityisesti nolla-alkiolla 0 € Span(A) on vain
yksi lineaarinen kombinaatio - tyhja summa, eli miké tahansa kombinaatio,
jossa esiintyy ainoastaan nollatermeji. Néin ollen ehto toteutuu.

Oletetaan, ettd A ei ole vapaa. Talloin on olemassa kaksi erilaista kombinaa-
tiota A:n alkioista, joilla on sama arvo, eli

) / /
ray+ ... +rpa, =1ray + ..o+ 1,0,

Jos jokin a; esiintyy vasemmalla puollella kertoimien a; joukossa, siirretién se
vasemmalle puolelle ja yhdistetdén vastaavan termin kanssa. Tehddédn tama
kaikki molemmilla puolella esiintyvien alkioiden kanssa. Nyt vasemmalla ja
oikealla puolella ei esiinny samoja alkioita ja kombinaatiot ovat edelleenkin
erilaiset. Lopuksi voimme olettaa (jattdmalla pois nollatermit), ettd kaikki
yll& esiintyvét kertoimet r;, r. eroavat nollasta.

Téstéd saadaan nollalle lineaarinen esitys

! / / / !/ / /
e+ . Arpa,—riai—. =1 a, = 1101+ . Arpa,+H(—r)ai+. . A(=r,)a, = 0.

Koska kombinaatiot ovat erilaiset, erityisesti ainakin toinen kombinaatio ei
ole tyhjd summa, joten téstd saadaan nollalle epdtriviaali esitys, mikad on
ristiriidassa ehdon kanssa. O

Miké tahansa lineaarinen kombinaatio
rlal—i—...—l—rnan:(),

jossa ainakin yksi kerroin r; # 0, sanotaan siis nolla-alkion epdtriviaaliksi
esitykseksi. Néin ollen A C M on vapaa, jos ja vain jos nollalla ei ole epétri-
viaalia esityksid A:n alkioilla.

Osajoukkoa, joka ei ole vapaa, sanotaan sidotuksi. Valilla puhumme myos
vapaista ja sidotuista jonoista (z1,...,x,). Téllin tarkoitamme, ettd jonoa
vastaava joukko {z1,...,z,} on vapaa tai sidottu.

Kéaydédan lapi muutama vapaiden ja sidottujen osajoukkojen perusominai-
suuksia.

Lemma 2.11. Olkoon M R-moduli ja A C V. Tdlloin

(a) jos A on vapaa ja B C A, B on myds vapaa,
(b) jos A on sidottu ja A C C, myéos C on sidottu.

Lisdksi, jos R on kunta, eli M on vektoriavaruus, niin seuraavat tulokset
patevdt.
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(c) Osajoukko A on sidottu jos ja vain jos on olemassa a € A jolle a €
Span(A\{a}), eli jokin A:n alkio voidaan esittid muiden A:n alkioiden
lineaarisena kombinaationa.

(d) Jos (ai,...,a,) on ddrellinen jono, joka on (joukkona) sidottu, niin on
olemassa i =1,...,n siten, ettd a; € Span{ay,...,a;_1} eli a; voidaan
esittdada jonon edellisten alkioiden lineaarisena kombinaationa.

Todistus. (a) Olkoon
T161+T2b2+...+7“nbn:0

nolla-alkion lineaarinen esitys B:n alkioiden avulla. Koska B C A tdmé on
myos nollan esitys A:n alkioilla. Koska A on vapaa, tdmén esityksen kaikki
kertoimet r; ovat nollia. Lemman 2.10 nojalla B on vapaa.

(b) Jos C olisi vapaa, (a)-kohdan nojalla myos A olisi vapaa, mikd on risti-
riidassa oletuksen kanssa.

(c) Oletetaan, ettd A on sidottu. Télloin on olemassa epétriviaali esitys

ra, + ...+ rpa, =0,

missd a; € A ja jokin kerroin r; # 0. Voimme olettaa esim. ettd r, # 0.
Talloin

an = (=ri/rp)ar + ...+ (=rp_1/T0)an_1,
joten a = a,, voidaan esittdad joukon A\ {a} alkioiden lineaarisena kombinaa-
tiona. Huomaa, miten oletuksemme "R on kunta” on kéytetty tassa hyvéksi.

Oletetaan kadntden, ettd on olemassa a € A siten, ettd a € Span(A \ {a}).
On siis olemassa lineaarinen kombinaatio

a =701+ ...+ 1,0y,

missé a; € A, a; # a kaikilla i = 1,...,n. Tastd saadaan nollalle epétriviaali
esitys
0=mra;+...+rpa, +(—1)-a,

missé esiintyvit vain A:n alkiot. Néin ollen A on sidottu.
(d) Harjoitustehtéva. O

Néytamme esimerkilld, ettd edellisen lemman kohdassa c) tosiaankin tar-
vitaan kunta-oletus.
Kokonaislukujen joukko Z on Z-moduli (eli Abelin ryhm#). Sen osajoukko
{2, 3} on sidottu, silld
3-2+(-2)-3=0.
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Kuitenkin ei pade 2 € Span(3), silld Span(3) koostuu tasan niistéd kokonais-
luvuista, jotka ovat jaollisia luvulla 3. Samasta syysté ei pade 3 € Span(2).
Edellisen lemman tapainen todistus ei toimi nyt nimenomaan siité syysta,
ettd luvuilla 2 ja 3 ei ole kidanteisalkioita Z:ssé kertolaskun suhteen.

Olkoon M R-moduli ja A C M. Jos Span(A) = M eli A wvirittid koko
moduli M, ja lisiksi A on vapaa, sanomme A M:n kannaksi. Talloin M sa-
notaan vapaaksi R-moduliksi. Vapaa moduli on siis sellainen moduli, jolla on
kanta.

Jos M = Span(A), missé A = {ay,...,a,} on ddrellinen, sanomme, etté
M on adrellisviritteinen moduli. Jos M = Span(A), missd A on ddarellinen
kanta, eli sekd darellinen, ettd vapaa osajoukko, joka virittdd koko M:n, sa-

nomme, ettd M on ddrellisulotteinen moduli. Jos M:114 on kanta {a4, ..., a,},
jossa on tasan n alkiota, sanomme, ettd M on n-ulotteinen R-moduli. Tekni-
sisté syista dérellinen kanta {ay, ..., a,} yleensi esitetddn jonona (as, . .., a,),

ei joukkona. Toisin sanoen kannassa kiinnitetédén usein alkioiden jérjestysté.

Voidaan osoittaa, ettd miké tahansa vektoriavaruus on vapaa, eli silla on
olemassa kanta. Liséiksi tdmén kannan "koko” (jolla ymmaérretdan ns. mah-
tavuus yleisemmin ddrettomén kannan tapauksessa) on vakio, joka ei riipu
kannan valinnasta. Tésté seuraa, etté jokaisella vektoriavaruudella on hyvin-
médritelty ulottuvuus. Palaamme téhén (ehkid) myohemmin, téssd vaiheessa
palautetaan vain mieleen, miten tadma todistetaan &irellisviritteiselle avaruu-

delle.

Jos kerroinrengas R ei ole kunta, niin tdmé ei ole valttamétta pade - on
olemassa modulit, joilla ei ole kanta.

Esimerkkeja 2.12. 1. Z, (kokonaisluvut modulo n, n > 1) on Z-moduli.
Lisdiksi se on selvdsti ddrellisviritteinen, silli se on jopa ddrellinen (mi-
ki tahansa moduli selvisti virittid itseddn). Kuitenkin se ei ole vapaa.
Tdmd nahdddn seuraavasti. Olkoon A jokin Z,:n kanta. Tdlloin A on
selvasti epatyhja (miksi?), joten on olemassa a € A. Mutta

n-a=>0

on nollan epdtriviaali esitys. Ndin ollen A ei ole edes vapaa, joten se
et voi olla kanta.

2. Edellisessi esimerkissd syy kannan olemattomuuteen on epdtriviaalien
torsioalkioden olemassaolo modulissa. R-modulin alkio x € M sano-
taan torsioalkiokst jos on olemassa r € R, r # 0 jolle rx = 0. Z, :ssd
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itse asiassa mikd tahansa alkio on torsio-alkio. Yleistimdlld edellisen
esimerkin argumenttia, voidaan osoittaa, ettd mikd tahansa moduli, jol-
la on torsioalkio x # 0, ei voi olla vapaa (harjoitustehtiva).

Annetaan vield esimerkki ei-vapaasta modulista, jolla ei ole torsioalkio-
ta. Rationaalilukujen joukko Q on Z-moduli, jolla ei ole torsioalkioita.
Kuitenkin Q ei ole vapaa Z-modilina. Tarkka todistus jdtetddn harjoi-
tustehtdvdikst.

Alamme nyt tutkimaan tarkemmin dérellisulotteisia vektoriavaruuksia.
Osa tuloksista on tuttu kurssilta ” Lineaarialgebra ja matriisilaskenta”, jolla
ne tosin todistetaan vain R-kerroinkunnan tapauksessa ja osittain eri tavalla.
Ensin osoitetaan ettéd ddrellisviritteinen vektoriavaruus on aina &direllisulot-
teinen, erityisesti aina vapaa.

Lemma 2.13. OlkoonV = Span(A) K -vektoriavaruus, missi A = {ay,...,a,}
on ddrellinen. Tdlloin on olemassa vapaa B C A, siten, ettd V = Span(B).

Todistus. Jos A on vapaa, valitaan B = A. Muuten A on sidottu, joten lem-
man 2.11, ¢) nojalla on olemassa a € A jolle a € Span(A\{a}). Jos merkitdin
A" = A\ {a}, tédstd seuraa, ettd V = Span(A’).

Jos A’ ei ole vapaa, jatketaan samalla tavalla. Koska A on &érellinen, tamé
alkioiden vahentdminen joukosta A ei voi jatkua loputtomiin, joten jossakin
vaiheessa pédstadn vapaaseen osajoukkoon, joka virittda koko avaruuden.
Halutessaan sama todistus voi kirjoittaa myos induktio-todistuksena (induk-
tio n:n suhteen). Miten? O

Seuraus 2.14. Olkoon V K -vektoriavaruus, missi K on muielivaltainen kun-
ta. Tdlloin 'V on ddrellisulotteinen jos ja vain jos se on ddrellisviritteinen.

Seuraavaksi osoitamme ettéd vektoriavaruuden kannan koko ei riipu kan-
nan valinnasta, joten voimme puhua avaruuden dimensiosta.

Lemma 2.15. Olkoon A = {ay,...,a,} K-vektoriavaruuden V ddrellinen
osajoukko ja oletamme, etti B = {by,...,b,} C Span(A) on vapaa osajouk-
ko. Tdlloin m < n.

(Huomaa, ettd oletamme, ettd kaikki alkiot a; ovat eri alkiot, samoin kaikki
alkiot b; ovat eri alkiot).

Todistus. Osoitetaan viite induktiolla joukon A koon n suhteen. Jos n = 0
Span(A) = {0} on triviaali vektoriavaruus. On helppo nidhdi, ettd triviaalissa
vektoriavaruudessa ei ole epétyhjid vapaita osajoukkoja, joten m = 0 ja viite
on selva.
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Tarkastellaan vield tapaus n = 1, ennen kuin siirrytdén induktiovaiheeseen.
Nyt A = {a}, joten
Span(A) = {ka | k € K}.

Jos m > 2, on olemassa ki, ky € K joille by = kya, by = kea ja lisdksi ki # ko
(muuten olisi by = by). Voimme olettaa, ettd ko # 0. Télloin on olemassa ky L
joten

by + (—kik; )by = 0,

miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd B on vapaa. Néin ollen m < 1.

Oletamme, ettéd viite on tosi jollakin n > 1. Olkoon A = {ay,...,a,11} ja
oletamme, ettd B = {b1,...,b,} C Span(A) on vapaa. Lemmasta 2.8 seuraa,
ettd jokaisella 5 = 1,...,m voimme Kkirjoittaa

— d j J
bj =riar + ...+ 1lan + 1) 1 Gng

joillakin v/ € K,i = 1,...,n+1, 5 = 1,...,m. Jos r. ., = 0 kaikilla
j=1,...,m, joukko B on joukon A" = {ay,...,a,} virittiméssi aliavaruu-
dessa Span(A’). Induktio-oletuksesta seuraa talloin heti, ettd m <n <n+1
ja asia on selvi.

Toinen vaihtoehto on, ettéd r’

., = r # 0 jollakin j. Muutamalla B:n al-

n+
kioiden indeksointia tarvittaessa, voimme olettaa, ettd 7 = m. Jokaisella
7 =1,...,m— 1 méédritelladn

b, =b; — (r 7 Db

(Huomaa, miten alkion 7! olemassaolo (eli se, ettéd K on kunta) on olennaista
tassid vaiheessa.) Talloin b; € Span(A’), missi A" = {ay,...,a,}, jokaisella
j = 1,...,m — 1. Osoitetaan, ettd joukko B" = {b},...,0,_,} on vapaa.
Oletamme, etta

b+ . b, =0

joillakin ry,...,7,_1 € K. Voimme kirjoittaa tdmé yhtdlo muodossa
11 2 -1 m—1,—1 _
1101+robot. AT b1 (=T 7T =T T — =TT T )by = 0.

Koska oletamme, ettd B on vapaa, tistd erityisesti seuraa, ettd r; = ry =
. = Tm-1 = 0. Néin ollen B’ on vapaa. Lisiksi B’ C Span(A’), missid A":n
koko on n. Induktio-oletuksen nojalla m — 1 < n, mistd seuraa m < n + 1,

eli mitéa pitikin todistaa. [
Seuraus 2.16. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja A = {ay, ..., a,}
sekd B = {by,...,by} sen eri kannat. Tdlloin n = m.
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Olkoon V' &érellisulotteinen K-vektoriavaruus ja olkoon A = {a,...,a,}
sen erds kanta. Talloin sanomme, ettd V:n dimensio eli ulottuvuus on n.
Merkitsemme tétd myos yhtdlond dim V' = n. Edellisen korollaarin nojalla
dimensio on téssd tapauksessa hyvin méaritelty.

Jos kerroinrengas R ei ole kunta, voi kdyda niin, ettd sen vapaalla dérel-
lisulotteisella modulilla on erikokoisia kantoja, jolloin siis dimensio késite ei
voi vapaille R-moduleille mééritella.

Voidaan osoittaa, ettd kommutatiivisen renkaan vapaalla airellisu-
lotteisella modulilla on aina hyvin mééritelty dimensio. Todistamme tdmén
vaitteen myohemmin, mutta pidédmme tulos tunnettuna jo téssé vaiheessa ja
kaytdmme siis myos R-moduleille dimension kisitettd, kun R on kommuta-
tiivinen rengas. Kéaytédnnossa merkintd dim M = n tarkoittaa siis, ettda M:1la
loytyy kanta {ai,...,a,}, jossa on tasan n alkiota eli sité, ettd M on n-
ulottinen R-moduli.

Esimerkki 2.17. Olkoon R ykkdsellinen rengas jan € N. Talloin moduli R™
on vapaa ja n-ulotteinen. Ndayttidksemme tamdn, mddrittelemme jokaisella
1=1,...,n alkion

e =(0,...,1,...,0),

missd tasan 1’s koordinaatti on 1 ja muut ovat nollia. Vditamme, ettd joukko

{e; |i=1,...,n} on R":n kanta.
Olkoon x = (x1, 9, ..., x,) € R" mielivaltainen. Tdlloin
T =are; +ages + ...+ aze, = (ag,...,a,)
jos ja vain jos a; = x; kaikilla 1 = 1,...,n. Tdstd ndhdddn, ettd jokaisella

x € R" on tasan yksi lineaarinen esitys muodossa
T = aie; + asey + ...+ ape,.

Ndin ollen {e; | i =1,...,n} on kanta ja R" on n-ulotteinen R-moduli.
Ndin ollen erityisesti jokaisella n € N on olemassa n-ulotteinen R-moduli.
Seuravaassa luvussa ndemme, ettd tamda on olennaisesti ainoa n-ulotteinen
R-moduli, silld jokainen n-ulotteinen R-vektoriavaruus on isomorfinen R™:n
kanssa.

Viitamme jatkossa juuri konstruoituun R™:n kantaan (ey,...,e,) nime-
tykselld standardikanta. Huomaa, ettd tdassd yhteydessa kanta ajatellaan jo

jonona, eli siind on kiinnitetty alkioiden jdirjestys.
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Jos R ei ole ykkosellinen, niin R™ ei ole vélttaméattd edes vapaa (ainakin
meiddn méadritelmén mukaisesti). Esimerkiksi olkoon R = {2n | n € Z} pa-
rillisten kokonaislukujen rengas. Télloin jopa R itse ei ole direllisulotteinen
R-moduli (harjoitustehtdvé) ja itse asiassa ei ole olemassa R-moduleita, joil-
la olisi epéatyhja R-kanta. Tdmé& havainnollista sen tosi seikan, ettd meidén
tapa madritelld modulin kanta ei sovi ei-ykkosellisen renkaan tapauksessa.

Seuraavaksi tarkastelemme aarellisulotteisen vektoriavaruuden aliavaruuk-
sia ja tekijaavaruuksia.

Lemma 2.18. Olkoon V ddrellisulotteinen K-vektoriavaruus, missd K on
kunta ja olkoon W C 'V aliavaruus. Tdlloin W on myds ddrellisulotteinen.
Lisiksi jos W &V pdtee

dim W < dim V.

Jokainen W :n kanta (ay, . .., ay) voi tiydentdi V :n kannaksi. Pdtee jopa seu-
raava - olkoon (ay,...,ax) jokin W:n kanta ja (e, ..., e,) jokin V:n kanta.
Tilloin jonolla (e, . .., e,) on olemassa osajono (ej,,€j,, - - ., €j,_,) Siten etti
jono

(@1, ... Qe €5ys €50y ey €5 )

on V:n kanta.

Todistus. Olkoon B = {ey,...,e,} jokin V:n kanta. Olkoon A = {ay,...,a;}
mielivaltainen IW:n dérellinen vapaa osajoukko. T&ll6in erityisesi A C Span(B),
joten Lemman 2.15 nojalla | < n.

Téasta seuraa, ettd W ei voi siséltééd mielivaltaisen isoja vapaita osajoukkoja
ja itse asiassa jokaisessa W:n vapaassa osajoukossa on korkeintaan n alkiota.
Olkoon B = {ay,...,ar} W:n maksimaalinen vapaa osajoukko, eli sellainen,
jota ei voi enédé laajentaa. Sellaisen on pakko olla olemassa edellisen nojalla.
Lisdksi k& < n. Osoitetaan, ettd (ay,...,a;) on W:m kanta. Riittdéd osoittaa,
ettd W = Span(B).

Olkoon w € W mielivaltainen. Haluamme osoittaa, ettd w € Span(B). Jos
w = a; jollakin 7, asia on selvd. Muuten (aq, ..., ag, w) on W:n eri alkioiden
jono, jonka pituus on aidosti isompi kuin joukon B koko. Koska B on mak-
simaalinen vapaa osajoukko, jono (as, ..., ax,w) on sidottu. Lemmasta 2.11,
d) seuraa, ettd jokin tdmé&n jonon jdsen voidaan esittdd edellisten alkioi-
den lineaarisena kombinaationa. Mutta mikddn a; ei voida esittdd muiden
a; avulla (sillda muuten B olisi sidottu), joten sellaisen alkion tdytyy olla w.
Olemme néyttaneet, ettd W = Span(B). Erityisesti W on &érellisulotteinen
jadimW =k <n=dimV.
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Olkoon (ay,...,ax) jokin W:n kanta ja (eq,...,e,) jokin V:n kanta. Lai-
tetaan ne jonoon (aq,...,ax,€e1,...,€,). Jos k =0 eli W on triviaali aliava-
ruus {0}, olemme valmiit. Muuten tdmén jonon téytyy olla sidottu (silld sen
pituus on suurempi kuin n = dim V'), joten Lemman 2.11, d) nojalla on ole-
massa sen alkio joka voidaan esittdé edellisten lineaarisena kombinaationa.
Se ei voi olla mikédan alkio a; W:n kannasta, sillid se on vapaa osajoukko, jo-
ten se on yksi alkioista e;.

Poistetaan se jonosta ja jatketaan samalla tavalla. Jos uusi jono on sidottu,
sovelletaan taas sama lemma 2.11, d) ja poistetaan seuraava alkio e;.
Jatketaan néin kunnes jéljelle jadnyt jono C' = (ay,. .., ak, €, €jy, - - -, €5,) ON
vapaa. Konstruktion perusteella jokainen V:n kannan alkio e; voidaan esittaé
tdmén jonon jisenten lineaarisena kombinaationa. Koska e;:t yhdessé viritta-
vét Vin, tistd seuraa, ettd mikd tahansa V:n alkio on avaruudessa Span(C').
Néin ollen C' on V:n kanta, joten taytyy olla myos k+1l=nelil =n — k.

Erityisesti, jos W on V aito aliavaruus, téaytyy olla [ > 1, silld muuten
W:n kanta olisi samalla my6s V:n kanta, mistd seuraisi W = V. Toisaalta
jos I > 1, niin tallin k£ = n — [ < n. Néin ollen erityisesti

dimW < dim V.

]

Edellisen lemman tulos ei valttamétta pade darellisulotteiselle R-modulille,
jos R ei ole kunta. Esimerkiksi Z on vapaa 1-ulotteinen Z-moduli. Helposti
nahdéain, ettd Z:n alimodulit ovat muotoa

nZ ={nzx | x €7}

olevia joukkoja, n € Z (harjoitustehtdvi). Jokainen niistd on myos vapaa 1-
ulotteinen Z-moduli. Kun |n| > 1, nZ on aito alimoduli. My6s nZ:n kanta
{n} el voi téssid tapauksessa laajentaa koko Z:n kannaksi. Itse asiassa Z:1l4
on vain kaksi kanta - joukot {1} ja {—1}.

Myohemmin ndytadmme, etté dérellisulotteisen Z-modulin jokainen alimodu-
li on myds dérellisulotteinen, erityisesti vapaa. On kuitenkin olemassa esi-
merkkejd renkaista R ja dérellisulotteisista R-moduleista, joilla on ei-vapaa
alimoduli.

Esimerkiksi Z, on 1-ulotteinen Zjs-moduli. Helposti ndhdéaén, ettd sen os-
ajoukko M = {0, 2} on sen alimoduli. M on siis Zs-moduli. Se ei kuitenkaan
ole vapaa - itse asiassa téssé tapauksessa M:114 ei edes ole epatyhjia vapaita
osajoukkoja. Tama nidhd&dn seuraavasti - nolla-alkio 0 ei voi kuulua mihin-
kédn vapaaseen osajoukkoon, silldi 0 = 1 -0 on epéatriviaali nollan esitys.
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Mutta samasta syystd alkio 2 ei voi kuulua mihink&#&n vapaaseen osajouk-
koon, silla 0 = 2 - 2.

Edellisessa esimerkissé ddrellisulotteisen modulin jokainen alimoduli on sen-
tadn adrellisviritteinen. Ei tdmékin péde yleisesti - on olemassa tilanteita,
joissa &drellisulotteisen modulin alimoduli ei ole edes &dérellisviritteinen.
Namaé esimerkit havainnollistavat sen tosiseikan, ettd vektoriavaruudet ovat
paljon "sdannollisimpia” ja” hyvin kaytytayttavia ” kuin yleiset modulit.

Tarkastellaan vield tekijaavaruuksia.

Lemma 2.19. Olkoon V ddarellisulotteinen K-vektoriavaruus ja V' sen ali-
avaruus. Tdlldin tekijdavaruus V/V' on myés ddrellisulotteinen ja

dim(V/V') =dimV — dim V".

Todistus. Olkoon aq,...,a; aliavaruuden W kanta. Edellisen lemman nojal-
la se voidaan tdydentdd koko avaruuden V' kannaksi aq,...,ak,b1,..., 0, 4,
missd n = dim V.

Tarkastellaan tekijaavaruudessa jono by, . . ., b,_s. Riittdd osoittaa, ettd tama
jono on V/V'mm kanta.

Olkoon x € V. Talloin on olemassa esitys

r=s1a1+...+spap +t1b1 + ...+ th_pbn_s,
missé s;,t; € K. Ottamalla tdstd ekvivalenssiluokat V/V"':ssd saadaan
T =801+ ...+ Spar + b1+ ... + tygbp_r =

= t1E +...F tnfkbnfky

silld, jokaisen muotoa a; olevan alkion luokka on V' = 0. Néin ollen alkiot
bi, ..., b,y virittavét tekijiavaruuden V/V’. Osoitetaan vield, ettd tdmé jono
on vapaa. Oletetaan, etté

tlb_l 4+ oot kb = 0

joillakin ¢y, ..., t,_; € K. Tésté seuraa, ettd t1by + ...+ t,_pb_r € V' eli on
olemassa esitys

tlbl + ...+ tn—kbn—k = $1a1 + ...+ Spag.
Téama voidaan kirjoittaa muodossa
(=s1)ar + ...+ (=sg)ag + t1by + ... + by = 0.

Koska ay,...,ag, by, ...,b,_; on vapaa, tasti seuraa, etta erityisesti t; =ty =
=tj=...=1t,r=0,¢liby,..., b, on vapaa. O
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Jos kerroinrengas ei ole kunta, edellinen lemma ei taaskaan valttamatta
péade. Esimerkiksi nZ on Z:n Z-alimoduli, ja molemmat ovat vapaita, mutta
tekijamoduli Z,, ei ole edes vapaa. Voidaan osoittaa, ettd itse asiassa jokai-
nen Abelin ryhmé (eli Z-moduli) on esitettdvissd kahden vapaan ryhmén
tekijaryhména.

2.3 Lineaarikuvaukset ja matriisit

Olkoot M, N molemmat R-modulit (jossa R oletetaan ykkoselliseksi renkaak-
si, kuten olemme sovineet edellisessé luvussa). Kaikkien R-lineaaristen ku-
vausten L: M — N joukkoa merkitdén L(M,N). Kun M = N on sama
moduli, joukkoa L(M, M) merkitddn myos lyhyemmin symbolilla L(M).

Olkoot L, L': M — N kaksi R-lineaarista kuvausta eli kaksi joukon L(M, N)
alkiota. Niiden summa L + L’ maéritelladn luonnollisella tavalla pisteittain
kuvauksena L + L': M — N,

(L+ L')(m)= L(m)+ L(m').

Helposti ndhdéan, ettd L+ L' on myos R-lineaarinen. Nimittédin olkoot m, my, mq €
M, r € R. Talloin

(L+L’)(m1+m2) = L(m1+m2)+L’(m1+m2) = L(m1)+L(m2)+L’(m1)+L(m2) =

(L(my) + L'(m2)) + (L(mg) + L'(my)) = (L + L") (my) + (L + L") (my),
(L+L"Y(rm) = L(rm)+L'(rm) = rL(m)+rL'(m) = r(L(m)+L(m")) = r(L+L")(m).

Néin ollen joukossa L(M,N) on hyvin mééaritelty yhteenlasku-operaatio +.
Helposti néhdéén, etta pari (L(M, N),+) on Abelin ryhméa (harjoitusteh-
tavi). Nolla-alkio on nollakuvaus 0: M — N, joka on mééritelty ehdolla
0(m) = 0 kaikilla m € M. Alkion L € L(M, N) vasta-alkio — L on mééritelty
pisteittédin ehdolla (—L)(m) = —L(m).

Voidaanko joukkoon L(M,N) mééritelld myos skalaarikertolasku niin etta
siitd tulee R-moduli? Luonnollinen kandidaatti alkioksi L, missd r € R ja
L € L(M, N) on kuvaus joka on médritelty ehdolla (rL)(m) = r- L(m). Mut-
ta onko téllainen skalaarikertolasku hyvin mééritelty joukossa L(M,N) eli
onko rL my6s R-lineaarinen, kun L on? Tarkistetaan tdmé. Yhteenlaskun
kanssa ei tule ongelmia -

(rL)(z+y) = rL(z+y) = r(L(z)+L(y)) = rL(x)+rL(y) = (rL)(x)+(rL)(y).

19



Olkoon r" € R. Télloin
(rL)(r'z) = rL(r'z) = r(r'L(z)) = (rr")L(z),

ja r'(rL)(x) = ' (rL(z)) = (r'r)L(x). Tastd ndemme, ettd kun R ei ole
vaihdannainen rengas, voi hyvinkin kdyd& niin, ettd (rL)(r'z) # r'(rL)(x)
jolloin rL ei siis ole R-lineaarinen. Kun taas R on kommutatiivinen, pétee
rr’ = r'r, joten rL on silloin myds R-lineaarinen. Ei ole vaikeata verifioida,
ettéd télloin L(M, N) on R-moduli. Itse asiassa helpoin tapa nihdé tdmén on
huomata, ettd R:n olleessa kommutatiivinen, L(M, N) on R-modulin NM =
{f: M — N} alimoduli (kts. Esimerkki 1.8, 3).

Kootaan kaikki tdhdn mennessid saadut tulokset seuraavassa Propositiossa
yhteen.

Propositio 2.20. Olkoot M, N R-modulit. Tdllin L(M,N) on Abelin ryh-
mda. Jos R on kommutatiivinen, L(M, N) on R-moduli.

Erityisesti jos V,W ovat K -vektoriavaruuksia, missi K on kunta, L(V, W)
on myos K-vektoriavaruus luonnollisella tavalla.

Lineaarikuvaus sanotaan monomorfismiksi jos se on injektio. Se sanotaan
epimorfismiksi jos se on surjektio.
Lineaarikuvaus on isomorfismi jos se on bijektio eli jos se on sekd mono-,
ettd epimorfismi.

Propositio 2.21. Olkoon L: M — N R-lineaarinen kuvaus R-modulien
valilla. Tédlloin

i) L on epimorfismi jos ja vain jos Im L = N.
ii) L on monomofirmismi jos ja vain jos Ker L = {0}.

Todistus. 1) Selvé.

ii) Jokaisella R-lineaariselle kuvaukselle piatee L(0) = 0. Jos L on injektio, mi-
k#an muu alkio ei tdllsin voi kuvautua nollalle, joten Ker L = {0}. Kddntéen,
oletetaan, ettd Ker L = {0}. Olkoot z,y € M sellaiset, ettd L(x) = L(y).
Télloin

L(z —y) = L(z) = L(y) = 0,

joten x —y € Ker L = {0}. Toisin sanoen x —y = 0 eli x = y. Olemme
nédyttineet, ettd L on injektio. O]

Seuraavaksi tarkastellaan vapaiden modulien véliset lineaariset kuvauk-
set. Aloitetaan térkealld tuloksella, jonka mukaan lineaarikuvaus on téaysin
maéadratty, kun sen arvot modulin kannan alkioilla tunnetaan.
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Propositio 2.22. Olkoon M wvapaa R-moduli ja olkoon (€,)eca sen kanta.
Olkoon N mielivaltainen R-moduli ja olkoon (b,)aco mielivaltainen perhe N :n
alkiota (indeksoitu samalla indeksijoukolla A). Tdlléin on olemassa tasan
yksi lineaarikuvaus L: M — N jolle pdtee L(e,) = by.

Todistus. Modulin M jokainen alkio x voidaan esittdé oleellisesti yksikésit-
teiselld tavalla muodossa

T =T1€q, + T2€qy + ... + Tn€q,,

missé aq,...,a, € A ddrellinen joukko. Jos kuvaus L on olemassa, talloin
lineaarisuudesta seuraa, etta

L(ZL’) = 7"1[/(6(11) + TQL(GGZ) + tt + THL(ean) = lea1 + r2ba2 + e + rnban;

eli L(x) on méaratty yksikésitteisesti. Tama todistaa kuvauksen L yksikésit-
teisyyden.

Todistaaksemme olemassaolon méérittelemme jokaisella x € M
L(x) = r1bq, + r2bay + ...+ 13ba,,

MiSSA T = T1€q, + T2€4, + - .. + Tne,, . Koska tdmé esitys on (permutaatioita
ja nollatermeji vailla) yksikésitteinen, tdméa médrad L:.n yksikésitteisesti.
Helposti ndhd&én, ettd L on R-lineaarinen ja toteuttaa vaadittu ehto. O]

Seuraus 2.23. Olkoon M R-moduli. Tdlloin M on m-ulotteinen jos ja vain
jos on olemassa isomorfismi M = R™.

Todistus. Jos M = R™, niin M on m-ulotteinen, silld R™ on (kts. esimerkki

2.17).
Kéaantden olkoon M m-ulotteinen Olkoon (eq,...,e,) vapaan modulin R™
kanta, joka on konstruoitu esimerkissid (2.17) ja olkoon (fi,..., f) jokin

M kanta. Edellisen proposition nojalla on olemassa lineaarinen kuvaus
L: R™ — M, jolle L(e;) = f; jokaisella i = 1,...,m. Samalla perustelul-
la on olemassa lineaarinen kuvaus L': M — R™, jolle L(f;) = e; jokaisella
i = 1,...,m. Yhdistetty kuvaus A = L' o L: R™ — R™ on myos line-
aarinen (lineaaristen kuvausten yhdistdminen tuottaa aina lineaarisen ku-
vauksen, tastd tarkemmin hieman my6hemmin), lisiksi A(e;) = e;. Toisaalta
identtinen kuvaus id: R™ — R™ on lineaarinen kuvaus jolle id(e;) = e; kai-
killa 7 = 1,...,m. Koska edellisen Proposition nojalla tallainen kuvaus on
yksikésitteinen, taytyy olla A = id. Toisin sanoen L' o L = id.

Samalla tavalla nihddén, ettd L o L' = id. Néin ollen L (ja L’) on erityisesti
bijektio, eli isomorfismi. O
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Propositio 2.22 implikoi erityisesti, ettd jos M on &dérellisulotteinen R-
moduli, jolla on kanta (eq,...,e,), niin jokainen jono (by,...,b,) N:mn al-
kioita maédrittelee yksikésitteisen lineaarisen kuvauksen L: M — N jolle
L(el) = bl,’L = 1,...,m.

Oletetaan sitten, ettd myos N on dérellisulotteinen moduli ja olkoon (fi, ..., fn)
sen kanta. Olkoon L: M — N lineaarinen kuvaus. Koska (fi,..., f,) on Nm
kanta, jokaisella j = 1,...,m on olemassa yksikésitteinen esitys

L(ej) = aijfitazifot ...+ anjfn = Z&i]’fi-
i=1

Propositiosta 2.22 seuraa, ettd tuplasti indeksoitu perhe kerroinrengas al-
kioita (a;;)1<i<ni1<j<m médrdd kuvauksen L yksikésitteisesti. Yleensd tamé
perhe kirjoitetaan taulukoksi eli matriisiksi, jolla on n rivid ja m saraketta,
siis muodossa

ai; a2 ... QAipy
gy Q22 ... A9y
Ap1 Gp2 ... Gpm
Téllainen matriisi sanotaan L:n matriisiksi (kantojen (eq, ..., em)ja (fi,. .., fn)

suhteen). Huomaa, miten kannan késittely jonona on olennaista téssi.

Madritelladn R-kertoimisen matriisin késite yleisesti. Merkitddn yksinker-
taisuuden vuoksi jokaisella m € N symbolilla [m] &érellistd indeksijoukkoa

{1,...,m}.

Maéaritelma 2.24. Olkoon R rengas, m,n € N. R-kertoiminen (n x m)-
matriisi on mikd tahansa joukolla [n] x [m] indeksoitu perhe (aij)1<i<ni<j<m,
missi a;; € R kaikilla i € [n],j € [m]. Matriisi (ai;)1<i<ni<j<m Yyleensd
esitetddan taulukkona

ay;y a2 ... QAim
21 @22 ... QA9m

Y
Ap1 Ap2 ... Apm

jolla on m rivid ja n saraketta. Alkiot a;; sanotaan matriisien kertoimiksi
tai yksinkertaisesti sen alkioikst.

Matriisin
ar a2 ... Qin
A _ o1 A92 ... Q92p
Ap1 Gp2 ... Gpm
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jokainen rivi voi tulkita modulin R™:n alkiona eli jonoksi A; = (a;1, a2, - -
i = 1,...,n. Samoin tulkitsemme jatkossa jokainen matriisin sarake A7 =
(a1, a2j,...,a,;), 7 =1,...,m modulin R™ alkiona.

Matriisia, jolla on sama mééri riveja ja sarakkeita, eli (n X n)-matriisia

sanotaan neliomatriisiksi.

Olkoot m,n € N ja R rengas. Kaikkien (n x m)-matriisien joukkoa mer-
kitddn M (n x m; R). Talla joukolla on luonnollinen R-modulin struktuuri,

joka on méadritelty "komponenteittain” eli

a1; a2 A1m b1 b2 bim

Q21 A22 Q2m bar  bag bam
, T+

An1  Ap2 Anm bnl bn2 bnm

ail Qa2 Q1m rai

, 21 Q22 ... GQam| _ |TA21

anp1  Ap2 Anm Tan1

Toisin sanoen jOS A= (aij)lgigmlgjgm ja B = (bij)lgign,lgjgm ovat m X n
R-kertoimiset matriisit, niiden summa A + B on R-kertoiminen matriisi
(aij +bij)1§i§n,1§j§m‘ Josr € R, niin matriisi r A on matriisi (Taij)1§i§n’1gj§m.
Ei ole vaikeata tarkistaa, ettd ndin méaritellyt operaatiot méaarittelevit R-
modulin struktuurin (n X m)-matriisien joukossa. Itse asiassa helposti néih-

d&din seuraava viite todeksi.

Lemma 2.25. M(n xm; R) on R-modulina isomorfinen modulin R™™ kans-

raio
rag9

ran2

a2 + b2
g2 + b

ay +bn
azy + boy

an1 + bnl Ap2 + bn2

TA1m
TAom

TQpm

sa. Erityisesti M (n x m; R) on nm-ulotteinen R-moduli.

Todistus. Médritellaan kuvaus L: M (n x m; R) — R™ seuraavasti. Olkoon

a1; a2

Q21 Q22
A=

an1  Ap2

matriisi. Asetetaan L(A):ksi jono

(CL117(1127 sy A1, 21,422, . . o, A2y, A31, -+

missé siis ensin kootaan ensimmaisen rivin alkiot, sitten toisen riivin alkiot

ja niin edelleen.

Q1m
Q2m

anm

ey A41, A2,y - -

-y Anl, -

Helposti ndhdéén, ettd L on lineaarinen isomorfismi.

Koska oletamme, ettd R on ykkosellinen, moduli R™ on vapaa (esimerkki

2.17) ja nm-ulotteinen. Véite seuraa.
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Olemme edellisessd lemmassa konstruoineet isomofismin R™™ — M (n X
m; R). Koska R™™:1l4 on standardikanta (ey,...,e,) (kts. esimerkki 2.17),
M (n x m; R):114 on vastaava kanta (€;;)i=1,..n.j=1,..m, josta kiytdmme myos
nimitystéd standardikanta. Huomaa, ettd e;; on siis tasan sellainen matriisi,
jonka (i, j)-alkio on 1 ja muut alkiot nolleja.

Olkoot M ja N &drellisulotteiset R-modulit. Olkoon e erds M:n kanta
(e1,...,em) (jarjestetty jono) ja samoin olkoon f erds N:n kanta (fi,..., fn).
Olkoon L: M — N R-lineaarinen kuvaus. Olemme ylla mééaritelleet jo L:n
matriisi kantojen e ja f suhteen. Se on matriisi

aijpy Qi ... QAim

a21 Q29 ... QA9m
[L]f,e - P

An1 Ap2 ... QApm

jonka kertoimet a;; madrdytyvit yhtaloista

=1

Siis toisen sanojen matriisin [L]¢. j'nnes sarake saadaan laitamalla sinne
M kannan alkion e; kuvan L(e;) koordinaatit N:n kannan suhteen.
Propositiosta 2.22 seuraa helposti seuraava viite.

Propositio 2.26. Olkoot M ja N ddrellisulotteiset R-modulit. Olkoon e erds
M :n kanta (eq,. .., en) ja olkoon f erds N:n kanta (fi,..., fn). Tdllin ku-
vaus : L(M,N) — M(n x m; R), ®(L) = [L]t on Abelin ryhmien isomor-
fismi. Jos R on kommutatiivinen, ® on R-modulien lineaarinen isomorfismi.
Erityisesti, jos R on kommutatiivinen ja ykkdsellinen rengas, ja M on m-

ulotteinen, N on n-ulotteinen R-modulit, niin L(M,N) on mm-ulotteinen
R-moduli.

Todistus. Olkoon [L]¢e = (a;;) ja [L']e = (bij). Télloin mééritelmén mukaan

n

Lies) = ) aifi, ja

=1

L'(e)) = bijf
=1

joten
n

(L+L')(e;) = Z(aij + bij) fi-

i=1
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N4iin ollen
®(L+L)=[L+Llre=[Llre+[L]e

Jos R on kommutatiivinen, samalla tavalla ndhd&an, etta
O(rL) =r[Llfe.

Osoitetaan, ettd ® on bijektio. Oletetaan, ettd A = (a;;) on (n x m)-
matriisi, jonka kertoimet ovat renkaassa R. Proposition 2.22 nojalla on ole-
massa lineaarinen kuvaus L: M — N, jolle

Talloin ®(L) = A. Néin ollen ® on surjektio.

Oletetaan, ettd ®(L) = ®(L'), télloin kuvauksen ¢ méiritelmén nojalla jo-
kaisella i = 1,...,n pitee L(e;) = L'(e;). Propositiosta 2.22 seuraa télloin,
ettd L = L'. Néin ollen ® on isomrofismi.

Olemme todistaneet, ettd L(M, N) on isomorfinen modulin M (n x m; R)
kanssa (edellyttéen, ettd R on vaihdannainen). Toisaalta Lemman 2.25 no-
jalla viimeksi mainittu on isomorfinen modulin R™™:n kanssa ja erityisesti
nm-ulotteinen. Néin ollen myos L(M, N) on nm-ulotteinen. O

Juuri todistettu propositio sanoo siis, ettd &arellisulotteisten modulien

M, N tapauksessa voimme samaistaa lineaariset kuvaukset M — N ja m xXn-
matiisit (missd m on N:n kannan koko ja n on M:n kannan koko). TAméi on
hyvin hyodyllinen ndkdkulma kaytdnnossé - usein kannattaa ajatella lineaa-
riset kuvaukset ja vastaavat matriisit "samana asiana”, kahtena eri tapana
késitelld ja kuvata “sama objekti”. Riippuen tilanteesta joskus on kiteviam-
paa ajatella tdmé objekti lineaarisena kuvauksena, joskus taas matriisina.
Nédemme jatkossa paljon esimerkkejé tésté.
Taytyy kuitenkin ehdottomasti muistaa, ettd tdmé vastaavuus lineaaristen
kuvausten ja matriisien vélilld riippuu kantojen valinnasta! Toisin sanoen
se ei ole koskaan absoluuttinen ja ennalta kiinnitetty. Vaihtamalla kannat saa-
daan samalle lineaariselle kuvaukselle erilaisen matriisiesityksen.

Esimerkiksi olemme aikaisemmin konstruoineet matriisiavaruudelle M (n x
m; R) luonnollisen kannan e;;, missé matriisin e;; (7, j)-alkio on tasan 1 € R
ja muut alkiot nollia. Kaytamalla sitd, ettd kuvaus ® on isomorfismi, voimme
nyt konstuoida konkrettisen kannan avaruudelle L(M, N).
Olkoon e erds M:m kanta (ey, ..., e,) ja olkoon f erds N:m kanta (f1,..., fn).
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Jokaisella i = 1,...,n ja j =1,...,m Lemman 2.22 on olemassa yksikésit-
teinen R-lineaarinen kuvaus &} : M — N siten, ettd Lj(e;) = ¢; ja Li(ex) = 0
kaikilla k& # 7. Maaritelméstd seuraa heti, etté

[Ellee = €.

<I>(e€j) =

K3
Koska & on modulien valinen isomorfismi saamme seuraavan tuloksen.

Seuraus 2.27. Olkoot M ja N ddrellisulotteiset R-modulit. Olkoon e erds
M :n kanta (eq, ..., ey) ja olkoon £ erds N:n kanta (f1,..., fn). Tdlloin

{J]li=1,....,n,j=1,...,m}
on L(M, N):n kanta.

Olkoon R ykkosellinen rengas ja olkoon n € N mielivaltainen. On ole-
massa vapaa [R-moduli M, jolla on tasan n alkion kokoinen kanta e =
{e1,...,e,}, esimerkiksi R". Identtinen kuvaus /: M — M on aina lineaari-
nen kuvaus. Helposti nahdaén, ettd tdméin kuvauksen matriisi [[]ee (huom.,
sama kanta molemmilla puolella!) on niin sanottu yksikks-matriisi I, =
(0ij)ij=1,..n € M(n x n; R), jonka kertoimet ovat méaériteltyja ehdoilla

L=y,

0ij = S,

0, 7 # 7.
Jokaiseen R-kertoimiseen matriisin A = (a;;) € M(n x m; R) voidaan liittaa
tasan yksi lineaarinen kuvaus L,4: R™ — R", jonka matriisi R™:n ja R™n

standardikantojen suhteen on A. Tém& on kuvaus, jolle pétee L(e;) =
> i—q aize; eli kuvaus, joka on maééritelty kaavalla

La(zy,...,2m) = (Y1, .., Yn), missd

n
Yi = E LjQij
j=1

(tarkista! huomaa jarjestys!). Samastuksen A <+ L, kautta voimme ajatella
jokainen matriisi lineaarikuvauksena kanonisella tavalla. Taméa on siis tekni-
nen, tdsméllinen versio periaatteesta "matriisi on lineaarikuvaus”. Huomaa,
etta patee

Layyp=La+ Lp

ja, vaihdannaisen renkaan R tapauksessa,

LrA = T’LA.
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vastaavuus A — L4 on siis paitsi bijektio, myos R-lineaarinen (tai ainakin
Abelien ryhmien vilinen) isomorfismi M (n x m; R) — L(R™, R™).

Aikaisemmin olemme néytténeet, miten lineaariseen kuvaukseen liitetdan
matriisi. Nyt olemme keksineet kéénteisen tempun - tavan liittadd matriisiin
lineaarinen kuvaus. Huomaa, ettd téssd piilee kuitenkin pieni epdsymmet-
risyys - annettuun lineaariseen kuvaukseen voidaan liittd4 monta erilaista
matriisia, mutta matriisiin liitdmme yksi tietty fiksattu lineaarinen kuvaus.

- Kuvausten yhdistdminen ja matriisien kertolasku.
Koska lineaariset kuvaukset ovat kuvauksia, niitd voi yhdistédé silloin kuin
toisen kuvauksen maalijoukko on sama kuin toisen kuvauksen ldhtojoukko.
Toisin sanoen jos L: M — N ja L': N — P ovat R-lineaarisia kuvauksia
R-modulien vélill4, on olemassa yhdistetty kuvaus L' o L: M — P. Helposti
nahdéédn, ettd myos L' o L on lineaarinen kuvaus. Usein jitetdan symboli o
kirjoittamatta ja merkitdan yhdistetty kuvaus yksinkertaisesti L'L.

Kuvausten yhdistaminen méaérittelee kuvauksen o: L(N, P)x L(M,N) —
L(M, P), joka voidaan ajatella "kertolaskuna”. Téamé ei kuitenkaan ole ylei-
sesti ottaen mikaan laskutoimitus, silld joukot L(N, P), L(M, N), ja L(M, P)
voivat kaikki olla eri joukot.

Kuvausten yhdistdminen toteuttaa térkeitd algebrallisia yhtaloitd. Olkoot
L, Ly,Ly: M — N,L''L},L,: N — P R-lineaariset kuvaukset ja olkoot
r,r" € R. Talloin helposti ndhdaéan (harjoitustehtévi), etté

(228) L/<L1 + Lg) = L/Ll + L/Lg,j(l

(2.29) (Ly+ LY)L = LiL+ L,L.
Jos R on kommutatiivinen, niin liséksi
(2.30) r(L'L) = (rL')L = L'(rL).

Jos L": P — @, niin selvasti (L"L")L = L"(L'L), silla kuvausten yhdistémi-
nen on tunnetusti assosiatiivinen operaatio. Jos 1,,:114 merkitdan identtisté
kuvausta id: M — M, pétee myos

L'y =1
1y L= L.

Kun valitaan M = M’ = M" ylla, yhdistamisen operaatiosta tulee kuvaus
o: L(M) x L(M) — L(M) eli siis laskutoimitus joukossa L(M).
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Olettaen, ettd R on kommutatiivinen rengas, joukossa L(M) on siis mééri-
telty rikas algebrallinen struktuuri - se on R-moduli ja liséksi sen alkiolle on
madritelty assosiatiivinen kertolasku o, joka toteuttaa ehdot (2.28), (2.29) ja
(2.30). T&lld kertolaskulla on neutraalialkio 1.

Tamén tyyppisid algebrallisia olioita sanotaan algebroiksi.

Maéaritelma 2.31. Olkoon R rengas. R-algebra on systeemi (A, 4+, -, ®), mis-
s (M, +,-) on R-moduli ja (A,+,®) on rengas. Lisiksi oletetaan, ettd kai-
killar € R,a,b € A pdtee

(ra) ©b=r(a®b) =a® (rb).
Algebra on ykkosellinen jos se on renkaana ykkosellinen.

Algebran laskutoimitusta ® sanotaan yleenséd algebran kertolaskuksi ja
merkitddan usein a ® b = ab. Algebran kertolaskun ei tarvitse olla kommuta-
tiivinen. Itse asiassa helposti ndhddan ettd ylla maaritelty algebra L(M) on
yleensé ei-kommutatiivinen.

Joukon L(M) alkio L: M — M on kddntyvé kertolaskun suhteen jos ja vain

jos se on isomorfismi eli bijektio. Kiinteisalkio on silloin kidnteiskuvaus L !
(on helppo ndhdi ettd isomorfismin kéédnteiskuvaus on myds lineaarinen).

Tutkimme seuraavaksi mikd on yhdistetyn kuvauksen L' o L matriisi.
Olkoot M, N, P &arellisulotteiset R-modulit. Kiinnitetdén M:n kanta e =
e1,...,6n, Nonkanta f = {f1,..., fin} ja Pm kanta g = {¢1,...,¢,}. Olkoon

>J s>

vasti olkoon A = (a;j)1<i<p1<j<m Kuvausen L’ matriisi [L]¢ ¢ kantojen f ja f’
suhteen. T&ll6in siis kaikilla k =1,...,n

Lex) = b,
j=1
ja kaikilla j =1,...,m
p
L'(f;) = Z%‘gi-
i=1
Téasta saadaan, etté
m m m p p m
L'L(ex) = 'O binfi) = > bl (f) = D bix(D_ aiigr) =Y O bixais)gi.
j=1 j=1 J=1 1

i= i=1 j=1

Niin ollen L' L:n matriisi kantojen e ja g suhteen on (px)-matriisi (¢ix )1<i<p1<k<ns
missa
n
Cik = E bjraij.
Jj=1
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Tama lasku motivoi seuraavan maaritelman.

Maéiritelma 2.32. Olkoot R rengas, n,m,p € N, A € M(p x m;R), B €
M(m xn; R). Tdlloin A:n ja B:n matriisitulo AB on (p x n) R-kertoiminen

matriisi C = (c;r), missd
m
Cik. = E bjk:aij
=1

kaikilla i =1,...,.n,k=1,...,p.

Kahden matriisin A ja B tulo AB on siis méaritelty tdsmaélleen silloin kun
A:ssé on sama méaarad sarakkeita kuin B:ssd on riveja. Kun R on kommuta-
tiivinen, ylld annettu tulon méaritelmé voidaan kirjoittaa my6s muotoon

m

Cikk = E a;jbj,

=1

josta lukija tunnistaa tutun "kerro ¢:s rivi k:nnelld sarakkeella”-saannon.
Matriisin tulon maaritelmaé edeltava tarkastelu antaa heti seuraavan tarkean
tuloksen.

Propositio 2.33. Olkoot M, N, P ddrellisulotteiset R-modulit. Olkoon e =
e, ...,y M:m kanta, £ = {f1,..., fm} N kanta jo g = {¢1,...,9,} P
kanta. Olkoot L: M — N ja L': N — P R-lineaariset kuvaukset. Tdlldin

[L,L]g,e = [L/}g,f[L]f,e'

Kanoninen vastaavuus A — Ls, M(n x m; R) — L(R™, R") "kommu-
toi” matriisien kertolaskun ja lineaarikuvausten yhdistdmisoperaation kanssa.
Tésmallisesti sanottuna, olkoon B € M (pxn; R). Télloin voimme muodostaa
matriisin BA € M(p x m; R), jota vastaa lineaarikuvaus Lgs: R™ — RP.
Voimme myo6s muodostaa yhdistetty kuvaus LgL,: R™ — RP. Tutkimal-
la standardikantojen kuvavektoreita molempien kuvausten tapauksessa, néh-
dadn, ettd ne ovat samat. Néiin ollen

Lps = LpLy.

Olkoot M ja N adrellisulotteiset R-modulit ja olkoot € =e4,...,e, M:mn
kanta, f = {f1,..., fm} N:n kanta. Talloin voimme néiden kantojen avulla
identifioida M modulin R" kanssa ja N modulin R™ kanssa. Tasméllisemmin
sanottuna, voimme mééritelld lineaarisen isomorfismin ¢,,: M — R™ joka
kuvaa kannan e standardikannaksi. Samoin voimme mééaritelld isomorfismin
on: N — R™. Voimme kysyd mitd lineaarista kuvausta R" — R™ annettu
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lineaarinen kuvaus L: M — N vastaa tdlloin. Tamé on siis kuvaus L' =
¢y o Lo ¢y, mutta voidaanko ilmaistaa sen matriisin A = [L]; o avulla?
Olkoon = = (x1,...,z,) € R". Tall6in mééritelmén mukaan

n

—1

Oy = 5 T;€i,
=1

joten

n m

Loogy'—1= ZwiL(ei) = ZZmiaijfj = Z(Z i)

i=1 j=1 j=1 i=1
[somorfismin ¢y mééritelmén nojalla saamme siis, etta

L'(zy,...,20) = (Y1, -, Ym), Missi

Yj = (Z Ti045)),

toisin sanoen L' = L 4.

Nyt, kun kdytossdmme on matriisien kertolasku, voimme muotoilla L 4:n
mééritelmén uudestaan sen avulla. Jos tulkitsemme R™:n alkio z = (x1, ..., z,)
niin sanotuksi "pystyvektoriksi”, eli n x 1-matriisina

T
T2

Tr = ,
Tn

ja samalla tavalla tulkitsemme y € R™ m x 1-matriisina

y= v ... ),

voimme kirjoittaa L4:n mééritelmd muodossa La(x) = Ax.

Vastaavuuden A <> L, kautta voidaan ajatella matriisi A lineaarisena
kuvauksena, voimme myos yleisté kaikki lineaarisiin kuvauksiin liittyvéat ké-
sitteet matriiseihin. Voimme siis puhua esim. matriisin A ytimestd, kuva-
joukosta, ominaisarvoista jne. T&ll6in siis tarkoitamme vastaavan lineaarisen
kuvauksen L, ydintd, ominaisarvoa jne. Teemme néin usein jatkossa.
Joskus haluamme tehdd péinvastaisen asian eli yrittdd yleistdd matriiseihin
liittyvid kasitteittd lineaarisiin kuvauksiin. T&lloin kuitenkin pitédd aina tar-
kistaa, ettd kyseinen olio on hyvinmaééritelty, eli ei riipu siitd, minkélaisten
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kantojen, tai millaisen kannan suhteen esitdmme kuvaus matriisina. Esimer-
kiksi vaikka voimme puhua matriisin (1, 1)-alkiosta a1;, mitédén vastaava lu-
kua emme voi kuvaukselle mééritelld, silla se riippuisi esityksestd. Sen sijaan
esimerkiksi determinantin (joka ensin méaéritelldén matriisille) voimme ku-
vaukselle méaaritelld, silld se on sama riippumatta siitd, missé kannassa ku-
vaus esitetdén (tdhén palataan mychemmin).

Olemme jo aikaisemmin ndyttineet, ettd vastaavuus ¥: M(m x n; R) —

L(R™, R"), missd W(A) on lineaarinen kuvaus L4: R" — R™ siilyttdé kaik-
ki laskuoperaatiot, eli matriisien/kuvausten yhteenlasku, skalaarikertolasku,
kertolasku (yhdistdminen).
Téatd vastaavuutta kdyttdmalla voimme heti paatelld, ettd matriisien las-
kuoperaatiot, esimerkiksi kertolasku, toteuttavat samoja algebrallisia omi-
naisuuksia, kuin vastaavat lineaaristen kuvausten operaatiot. Muun muassa
seuraavat kaavat patevit, aina kun siiné esiintyvat symbolit ja laskutoimi-
tukset ovat hyvin méariteltyjé,

(2.34) (AB)C = A(BC)
(2.35) A(B+C)=AB+ AC,
(2.36) (A+ B)C = AC + BC,
(2.37) 14 = Al = A,

ja liséksi

(2.38) r(AB) = (rA)B = A(rB),

jos rengas R on kommutatiivinen.
Téssd 1 on yksikkématriisi (6;5).

Edella esitetty péddttely on mainio esimerkki siitd, miten lineaaristen ku-
vausten ndkokulma matriiseihin helpottaa niiden ominaisuuksien tutkimi-
nen. Esimerkiksi matriisitulon assosiatiivisuuden (AB)C = A(BC) todistus
suoraan matriisitulon mééritelmésté olisi puuduttava, formaali, ei-motivoitu
lasku, tdynné indeksien pyorittelyja ja monimutkaisen nékoisid vélivaiheita.
Sen sijaan kun kaytetddn hyviksi matriisien ja lineaaristen kuvausten vastaa-
vuutta hyvéksi, viite on selvé ja luonnollinen, silla kuvausten yhdistaminen
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on liitdnnéinen operaatio (ja sen todistaminen on yhden rivin helppo lasku).

Kun edelld todistetut matriisilaskutoimitusten ominaisuudet tarkastel-
laan neliomatriisien erikoistapauksessa, saadaan seuraavat téirkeét tulokset.

Seuraus 2.39. Olkoon R ykkdsellinen rengas ja n € N. Tdlloin (n x n)-
matriisien joukko M(n x n; R) on ykkdsellinen rengas (matriisien yhteen- ja
kertolaskun suhteen). Jos R on kommutatiivinen, M(n x n) on R-algebra.

Seuraus 2.40. Olkoon M ddrellisulotteinen vapaa R-moduli jae = (eq,. .., e,)
sen kanta. Tdlloin kuvaus ©: L(M) — M(n xn), L — [L]ee on bijektio, jo-
ka sdilyttid kaikki molemmissa joukoissa mddritetyt operaatiot. Erityisesti,
jos R on vaihdannainen rengas, ® on R-algebrojen isomorfismi.

-Kantojen vaihto.

Palautetaan vield mieleen, miten kantojen vaihto vaikuttaa lineaarisen ku-
vauksen matrisiin.

Olkoon M é&érellisulotteinen R-moduli ja olkoot e = (ey,...,e,) ja f =
(f1,- .., fn) sen (mahdollisesti eri) kannat (periaatteessa voi kiyda, etta M:11a
on eripituisia kantoja, mutta koska meité kiinnostavissa tapauksissa, esimer-
kiksi vektoriavaruuksien kohdalla, néin ei voi kdydé, oletamme nyt heti, etté
molemmissa kannoissa on sama médré alkioita). Olkoon A = (a;;) identtisen
kuvauksen id: M — M matriisi [id]¢e kantojen e ja f suhteen. Télloin siis
kertoimet a;; madrdytyvét esityksista

id(@j) = €j = Zaijfi.
i=1

Toisin sanoen esitetédédn ensimméisen kannan alkiot toisen kannan alkioiden
yksikésitteisend lineaarisina kombinaatioina ja poimitaan matriisin kertoi-
met niistd. Téallainen matriisi sanotaan kannanvaihtomatriisiksi ja merkitaan

[f | €.

Samalla tavalla voimme esittédéd jokainen alkio f; kannan e avulla,

n
fi= E bjie;,
j=1

missé bj; ovat kannavaihtomatriisin B = [e | f] kertoimet. Propositiosta 2.33
seuraa, etta

AB = [id]¢e - [id]es = [idoid]ee = [id]ee = I-
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Samoin BA = id. Toisin sanoen kannanvaihtomatriisi [f | €] on aina ka#nty-

vé ja sen kddnteismatriisi on itse asiassa kannanvaihtomatriisi [ | f] missd
kannat otetaan péinvastaisessa jirjestyksessi).

Tarkastellaan nyt yleinen tilanne. Olkoon L: M — N R-lineaarinen ku-
vaus. Olkoot e;,e; modulin M eri kannat ja samoin olkoot fi,fs N:n eri
kannat. T&lloin triviaali havainto, ettd L = idy oL oidj; ja Propositio 2.33
yhdessé antavat, etté

[L]fz,ez = [id]fz,fl ) [L]f1791 ) [id]el,ez = [f2 | fl] ) [L]fl,el ) [ez | el]_l'

Toisin sanoen, jos Y on matriisi [L]g, e, (esitys "uusien” kantojen suhteen),
X on matriisi [L]g, e, (esitys "vanhojen” kantojen suhteen), A on kannanvaih-
tomatriisi [eq, €1] (vaihdetaan kannat M:ssé) ja B on kannanvaihtomatriisi
[f2, f1] (vaihdetaan kannat N:ssd), uusi esitys Y saadaan vanhasta esityksesté
X kaavalla
Y =BXA

Erityisen tarked erikoistapaus téstd saadaan, kun tarkastellaan lineaa-
risen kuvauksen L: M — M esityksid eri kannoissa. Lineaarinen kuvaus
L: M — M (jolla siis on samat 1dht6- ja maalimoduli) sanotaan modu-
lin M endomorfismiksi. Jos e = (eq,...,e,) on M:n kanta, L:n matriisi
[L]ee (huom., sama kanta molemmilla puoleellal) merkitdén yksinkertaisuu-
den vuoksi vain [L]e.

Oletetaan, ettd f on M:n toinen kunta. T&ll6in

[Lle = [f | e][L][f | €]
Jos merkitddn Y = [L]¢, X = [L]e ja A = [f | €], tdmA voi kirjoittaa muotoon
Y = AXA™L

Kaksi samankokoista neliomatriisia Y ja X sanotaan similarisiksi jos on ole-
massa kidntyvi nelidomatriisi A jolle Y = AX AL,

-Yleiset lineaariset ryhmit.
Seuraavaksi tarkastellaan niin sanotut yleiset lineaariset ryhmét.

Lemma 2.41. Olkoon (R,+,-) ykkésellinen rengas. Merkitddn
R*={r € R| on olemassar '}.
Tdlloin (R*,-) on ryhmd.

Todistus. Harjoitustehtava. O]
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Olkoon R rengas ja M R-moduli. Lineaarikuvaukset L: M — M muo-
dostavat renkaan (L(M),+, o) kuvausten yhteenlaskun ja yhdistdmisen suh-
teen. Edellisen lemman nojalla kaikki lineaariset bijektiot eli isomorfismit
L: M — M muodostavat ryhmén L(M)* kuvausten yhdistamisen suhteen.
Téama ryhmé merkitddan myos GL(M) ja sanotaan modulin M yleiseksi li-
neaariseksi ryhmdksi (engl. general linear group). Se on kaikkien M — M
bijektioiden Perm(A/) ryhmén aliryhma.

Seuraavaksi oletamme, ettd R on ykkosellinen, n € N, ja tarkastellaan
(n x n) R-kertoimisten matriisien muodostamaa rengasta (M (n x n; R, +, ),
missé - on matriisien kertolasku.

Lemmasta 2.41 seuraa, ettd kddntyvét (n x n)-matriisit muodostavat ryh-
mén matriisien kertolaskun suhteen. Tété ryhmééd merkitaan GL(n; R) ja
sanotaan myos yleiseksi lineaariseksi (matriisi)ryhmdksi. Yleisen lineaarisen
ryhmén aliryhmié sanotaan renkaan R matriisiryhmaiksi. Matriisiryhmilld on
tdarked rooli algebrassa, topologiassa, differentiaaligeometriassa ja monissa
muissa matematiikan osa-alueissa.

Myothemmin torméaamme esim. sellaisiin matriisiryhmiin kuin R-kertoimisten
ortogonaalien matriisien ryhméén O(n) (R™ kierrot), unitaristen matriisien
ryhmédn U(n) (C™m kierrot) jne.

Olkoot R ja () renkaat ja f: R — () rengasisomorfismi. T&lloin f sel-
vasti madrittelee ryhméisomorfismin R* — Q*. Soveltamalla tdmé havainto
rengasisomorfismiin ®: L(M) — M(n x n; R), saadaan seuraava tulos.

Seuraus 2.42. Olkoon M ddrellisulotteinen R-moduli, missd R on ykkosel-
linen rengas. Olkoon € M :n ddrellinen kanta. Tdlloin kuvaus ®: GL(M) —
GL(n; R), ®(L) = [Lle,e on ryhmdisomorfismi.

Lopuksi tarkastelemme &érellisulotteisten vektoriavaruuksien vilisia line-
aarisia kuvauksia ja niihin liittyvid matriiseja.

Propositio 2.43. Olkoot V ja W ddrellisulotteiset K vektoriavaruudet, mis-
si K on kunta. Olkoon L:V — W K-lineaarinen kuvaus. Tdlloin Ker L ja
Im L ovat myds ddrellisulotteiset. Lisdksi

dimKer L +dimIm L =dimV.

Todistus. Koska Ker L ja Im L ovat aarellisulotteisten vektoriavaruuksien ali-
avaruudet, ne ovat dérellisulotteisida (Lemma 2.18).

Liséksi isomorfialauseesta 2.5 seuraa, ettd Im L on isomorfinen tekjamodu-
lin V/Ker L kanssa, joten dimIm L = dim(V/Ker L). Mutta Lemman 2.19
nojalla dim(V/Ker L) = dim V' — dim Ker L. Viite seuraa. O
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Olkoot A ja B adrelliset joukot, joissa on molemmissa saman verran al-

kiota ja f: A — B miké tahansa kuvaus. Téll6in tunnetusti f on injektio jos
ja vain jos se on surjektio.
Edellisen tuloksen avulla voidaan helposti osoittaa, ettd samanlainen ominai-
suus on lineaarisilla kuvauksilla dérellisulotteisten vektoriavaruuksien vélilla.
Voidaan siis ajatella, ettd darellisulotteisilla avaruuksilla on vektoriavaruuk-
sien teoriassa ikddn kuin “sama rooli” kuin dérellisilld joukoilla on joukkojen
teoriassa.

Seuraus 2.44. Olkoon L: V — W K-lineaarinen kuvaus ddrellisulotteisten
vektoriavaruuksien vdlilla. Tdlloin

1) Jos dimV < dim W, L ei voi olla surjektio.

2) Jos dimV > dim W, L ei voi olla injektio.

3) Jos dimV =dim W, L on injektio jos ja vain jos se on surjektio.
Todistus. 1) Edellisen proposition nojalla pétee

dimKer L +dimIm L =dim V.

Erityisesti tasta seuraa, ettd Im L < dim V. Néin ollen, jos dim V' < dim W,
yhtélé Im L = W on mahdoton, eli L ei voi olla surjektio.
2) Samasta kaavasta seuraa, ettd jos L on injektio (eli Ker L = {0}), niin
dimimL = dim V. Mutta télloin dimIm L > dim W, mikd on mahdotonta
Lemman 2.18 nojalla, silla Im L on W aliavaruus.
3) L on injektio jos ja vain jos dim Ker L = {0} eli jos ja vain jos dim Im L =
dim V. Kohdan 3) oletuksella tdmé& on sama asia kuin dimIm L = dim W.
Lemman 2.18 nojalla tdmé& voi toteuttua jos ja vain jos Im L = W eli L on
surjektio.

O

Seuraava matriisien ominaisuus on todistettu "Lineaarialgebra ja matrii-
silaskenta” kurssilla monimutkaisten ja teknisten matriisioperaatioiden avul-
la. Nyt voimme johtaa sen paljon yksinkertaisemmin lineaaristen kuvausten
teorian avulla.

Seuraus 2.45. Olkoon K kunta jan € N. Olkoon A € M(n xn; K). Talloin
seuraavat vditteet ovat yhtapitdvid.

(1) A on kddntyvi eli silli on olemassa kddnteismatriisi A~
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(2) A:lla on vasemmanpuoleinen kddanteisalkio joukossa M(n x n; K).
(3) A:lla on oikeanpuoleinen kddnteisalkio joukossa M(n x n; K).

Todistus. Matriisia A vastaa lineaarinen kuvaus L4: K™ — K. Talloin mat-
riisi A on kddntyvé jos ja vain jos kuvaus L4 on bijektio eli isomorfismi. Edel-
lisen korollarin nojalla kuvaus L 4 on isomorfismi jos ja vain jos L4 on injektio
jos ja vain jos L, on surjektio.

Oletetaan esimerkiksi, ettd A:lld on vasemmanpuoleinen kéa#nteisalkio
B € M(n x n;K) eli BA = I. Matriisia B vastaa lineaarinen kuvaus
Lg: K" — K". Talloin matriisiyhtdlod BA = [ vastaa kuvausten tasolla
yhtélo Lg o Ly = id. Tésta seuraa, ettd L4 on injektio, silla jos z,y € K™
sellaiset, ettd La(x) = La(y), niin

v =id(z) = Lp(La(r)) = Lp(Laly)) = id(y) = y.

Mutta jos L4 on injektio, se on bijektio (edellisen korollaarin nojalla), joten
A on kddntyva.

Samalla tavalla todistetaan, ettd (3)=(1). O

Korollaarin 2.44, 3) sovelletaan usein silld tavalla, ettd huomataan eras li-
neaarinen kuvaus olevan injektio, jolloin sen on pakko olla myos surjektio (jos
1aht6- ja maaliavaruudet samaa dimensiota, tietysti). Injektiosuuden osoitta-
minen on yleensé helppo, pitda vain tarkistaa, ettd ydin on triviaali.
Esimerkiksi tarkastellaan jossakin kunnassa K lineaarista yhtédloryhméa

1121 + a9 + ... + A1y = b1

(2.46) 211 + A22%2 + ... + ATy = by

121 + Q2o + ...+ ATy = by,

jossa on siis saman verran tuntemattomia ja yhtéloitd. Tahén liitetddn K-
lineaarinen kuvaus L: K™ — K", joka on mééritelty kaavalla

L(xla-"wrn) = (ylv"'uyn)a

Yi = Qi1 T1 + QT2 + ...+ Qin Ty

Korollaarin 2.44 nojalla tdmé& on surjektio jos ja vain jos se on injektio. Sel-
vasti L on injektio jos ja vain jos yhtaloryhméd 2.46 vastaavalla ns. homo-
geenisella yhtaloryhmdlla
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a11r1 + a9 + ...+ ATy = 0

(247) a91T1 + a99xo + ... + GonT, = 0

A1 X1+ oo + ...+ appxy, =0

on vain triviaali ratkaisu 1 = 2o = ... = x, = 0. Téssé tapauksessa siis L
on my0s surjektio, joten yhtaloryhmaélld 2.46 on aina ratkaisu, vieldkin yksi-
késitteinen. Jos taas télla homogeenisella yhtoloryhméllda on muitakin kuin
triviaali ratkaisu, téstéd seuraa, ettd L ei ole surjektio, joten, jos yhtaloryh-
mén kertoimet a;; ylla kiinitetddn, niin varmasti 16ytyy sellaset by, . .., b, joil-
le yhtéloryhmalld 2.46 ei ole ratkaisuja. Jos taas ratkaisuja on, niitd on aina
enemmén kuin yksi, ddrettomén K tapauksessa jopa ddreton méadra (miksi?).
Samoin voidaan analyysoida yleisempié yhtéaloryhmia

anxy + apxs + ...+ apt, = by

A1 T1 + Qoo + ... + QopTy, = b
(2.48) 2171 222 2 2

Ap1T1 + ApaZ2 + ... + ATy, = bn7

joissa tuntemattomien m mééré saattaa olla erilainen kuin yhtéléiden maéra
n. Voimme taas tarkastella kuvausta L: K™ — K"

Lz, s 2m) = (Y1, -+, Yn),

Yi = Qi1 T1 + QT + ...+ Qin Ty

Jos m > n, niin L ei voi olla injektio. Néin ollen vastaavalla homogeenisel-
la yhtalolla on aina epétriviaali ratkaisu, jopa ddreton maéra ratkaisuja, jos
kunta K on ddreton. Yleisella ryhmalla 2.48 ei valtamétta ole ratkaisuja, sil-
& ei L:n tarvitse olla surjektio, mutta jos silld on yksikin ratkaisu, silld on
muitakin ratkaisuja (lisdtdan johonkin ratkaisuun mika tahansa homogeeni-
sen yhtéloryhmén ratkaisu), eli ratkaisuja on nolla tai enemmén kuin yksi,
dadarettoméan kunnan tapauksessa jopa dédreton maéra.

Jos m < n, L ei voi olla surjektio. Néin ollen kun kiinitetddn kertoimet a;
yhtéloryhméssé, niin aina 16ydy luvut by, ..., b, joilla yhtaloryhmalla ei ole
ratkaisuja.

Annetaan vield esimerkki dérellisulotteisten modulien viélisista kuvauksis-
ta, joille tulos 2.44 ei pade. Esimerkiksi ryhmdhomomorfismi eli Z-lineaarinen
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kuvaus L: Z — Z, f(n) = 2n on injektio, mutta ei ole surjektio, vaik-
ka Z on #irellisulotteinen. Samoin esim. kuvaus L: Z*> — Z* L(z,y) =
(2x — 4y, 2x + 4y) on injektio, mutta ei ole surjektio (mieti miksi).

2.4 Duaali-avaruus

Olemme kurssin edellisessi osassa torménneet jatkuvasti tilanteisiin, joissa
piti olettaa modulin kerroinrengas R vaihdannaiseksi ja ykkoselliseksi, muu-
ten monet hyodylliset tulokset eivéit ndytd pétevin ja teorian kulku muu-
tenkin monimutkaistuu. Esimerkiksi yleisen renkaan tapauksessa lineaaris-
ten kuvausten joukossa L(M, M') ei pysty méaarittelemiddn R-modulin struk-
tuurin, R" ei valttaméattd ole n-ulotteinen R-moduli ja niin edellinen. Tés-
ta syystd oletamme tasta ldhtien, etta kaikki tarkasteltavat modulit
ovat méiiriteltyja vathdannaisen ja ykkdsellisen renkaan yli. Olisim-
me tietenkin voineet asettaa tdméa rajoitus heti alussa, kuten usein tehdaéan-
kin kirjallisuudessa, jolloin monia poikkeustilanteita ei olisi edes syntynyt.
Kuitenkin talloin lukijalle olisi voinut jaada epéselviksi tallaisen rajoituksen
syyt, se ei olisi motivoitu. Tdmén tekstin kirjoittaja on esimerkiksi vuosi-
kausia ihmetellyt mistéd syysté kaikissa alan teoksissa sovitaan heti alkuun ”
oletamme kaikki renkaat vaihdannaisiksi” ilman mitédén perusteluja ja moti-
voivia esimerkkejé.

Olkoon M R-moduli. Rengas R on itse R-moduli luonnollisella tavalla,
joten voimme muodostaa joukko L(M, R) = {L: M — R on R-lineaarinen}.
Koska oletamme R vaihdannaiseksi, L(M, R) on itse asiassa R-moduli (Pro-
positio 2.20). Tatd modulia sanotaan M:m duaaliksi ja merkitddan symbolilla
M.

Olkoon M &éarellisulotteinen R-moduli ja olkoon e = (eq,...,e,,) sen kan-
ta. Propositiosta 2.22 seuraa, ettd jokaisella 7 = 1,..., m voimme méaritella
(tasan yhden) R-lineaarisen kuvauksen ¢/: M — R jolle piitee

5j(6i) _ {17 jOS ] = 1'7

0, jos j # 1.

Lause 2.49. Olkoot M, e = (ey,...,ey) ja &, j = 1,...,m kuten ylld.
Tillgin € = (¢,...,e™) on duaalin M* kanta. Erityisesti M* on myds dd-
rellisulotteinen ja

dim M* = dim M.
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Todistus. Téméa on erikoistapaus Korollarin 2.27 tuloksesta, kun valitaan
N = R ja sen kannaksi yhden alkion joukko {1}. O

Olkoon e = (ey,...,€,) R-modulin M kanta. Yll4 konstruoitua M*:n

kantaa € = (g!,...,&™) sanotaan kannan e duaaliksi kannaksi.

Lineaarikuvauksen duaali ja sen matriisi.
Duaalin konstruktio voidaan suorittaa myos modulien véliselle lineaariselle
kuvaukselle. Olkoot M, N molemmat R-modulit ja L: M — N R-lineaarinen
kuvaus. Olkoon A: N — R duaalin N* alkio. T&ll6in yhdistetty kuvaus Ao L
on R-lineaarinen kuvaus M — R eli duaalin M* alkio. N&in saadaan kuvaus
L*: N* — M*, L*(A) = Ao L. Tami kuvaus on R-lineaarinen, silld kaikilla
A, B € N*, r € R patee

L'(A+B)=(A+B)oL=AoL+BoL=L"(A)+ L*(B),

L*(rA)=(rA)oL=r(Ao L) =rL*(A).

Téama konstruktio onnistuu jokaisella L € L(M, N), joten voimme mééritella
kuvauksen *: L(M, N) — L(N*, M*), *(L) = L*(huomaa, ettd * vaihtaa mo-
dulien jarjestyksen). Helposti ndhdddn, ettd * on R-lineaarinen. Mitd tulee
kuvausten yhdistdmiseen, niin *-operaatio "kaantad” niiden jarjestysta. Téas-
mallisesti sanoen olkoon P my6s R-moduli ja oletetaan, etté L': N — P on
R-lineaarinen kuvaus. Téalloin L'L: M — P on my6s R-lineaarinen, joten on
olemassa (L'L)*: P* — M*. Olkoon A: P — R duaalin P* alkio. Talloin

(L'L)*(A) = Ao(L'L) = (AoL')oL = (L"™(A))oL = L*(L"(A)) = (L*oL™)(A).
Néiin ollen
(2.50) (L'L) = L*L"™.

Olkoot M, N &darellisulotteiset R-modulit ja olkoot e = (ey,...,e,), f =
(f1,..., fn) vastaavasti M:n ja N:n kanta. Olkoon L: M — N R-lineaarinen
kuvaus. Téll6in silld on (n x m)-matriisi A = (a;;) = [L]¢e néiden kantojen
suhteen. Matriisin A kertoimet maaraytyvéit yhtaloista

L(e;) = Zakzjfk, j=1,...,m.
k=1

Toisaalta on olemassa R-lineaarinen kuvaus L*: N* — M* ja Lauseen 2.49
nojalla modulit N*, M* ovat molemmat myos &irellisulotteiset ja kantoja
e,f vastaavat M*:n duaalikanta € ja N*:n duaalikanta n. Kuvauksella L* on
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néiden duaalikantojen suhteen (m x n)-matriisi B = (b;;) = [L*|c . Miké on
taman matriisin yhteys matriisiin A? Tutkitaan asiaa. Méaritelmén mukaan
patee

L(n') = by
=1

jokaisella 7+ = 1,...,n. Tamén yhtdlon molemmalla puolella on lineaarinen
kuvaus M — R. Lasketaan tdmén kuvauksen arvo modulin M alkiolla e;,
jokaisella 7 = 1,...,m. Vasemmalla puoleella télloin saadaan
(L*(7')(e;) = (" 0 L)(eg) = ' (D awi fi) = D awi (0 (fr)) = aij,
k=1 k=1

silld n'(fx) = i Oikealla puoleella puolestaan saadaan

(Z bli5l)(€j>) = Z biei(e;) = bji.

Néin ollen kaikillaz=1,...,m, j=1,...,n
aij = bﬂ

Toisin sanoen matriisi B on matriisin A transpoosi AT! Tastd saadaan siis
luonnollinen "lineaarikuvauksellinen” tulkinta matriisin transpoosille.

Kurssilla "lineaarialgebra ja matriisilaskenta” on osoitettu (erikoistapauk-
sessa R = R), ettd matriisin transpoosi-operaatio toteuttaa seuraavat sain-
not,

(2.51) (A+ B)T = A" + BT, kun A ja B ovat samankokoiset matriisit,
(2.52) (rA) =rAT A€ M(n x m;R),m,n €N,

(2.53) (AB)T = BTAT Ac M(nxm;R),B€ M(pxn;R),n,m,p€N.

Néiiden todistukset suoraan transpoosin méaritelméstd ldhtien ovat for-
maaleja tylsid indeksien pyoritelyji (erityisesti viimeisen yhtélon kohdal-
la). Naytetddn miten voimme taas kerran osoittaa niiden paikkansapitéavyys
yksinkertaisemmin kayttamélla lineaarikuvauksia. Jokaista matriisia A €
M(n x m; R) vastaa R-lineaarinen kuvaus Ls: R™ — R". Voimme muo-
dostaa duaali-kuvauksen L% : (R™)* — (R")*. Kayttdmalld duaalikuvauksen
ominaisuuksia ja duaalikantoja, saadaan kaavat (2.51), (2.52) ja (2.53) osoi-
tettua. Yksityiskohdat jéatetddn lukijalle mietittavéaksi.

Seuraavaksi tutkitaan duaalikuvauksen L* ydintd ja kuvajoukkoa.
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Lemma 2.54. Olkoon L: M — N R-lineaarinen kuvaus. Tdalloin
Ker L* ={A e N* | A(z) =0 kaikilla x € Im L}.
ImL*={Ae M"| Ker L C Ker A}.

Todistus. Harjoitustehtava.
[

Seuraus 2.55. Olkoot V' ja W darellisulotteiset K -vektoriavaruudet, missd
K on kunta. Olkoon L:V — W K-lineaarinen. Tdilldin

dimKer L* = dimW — dimIm L, ja

(2.56) ImL* =dimIm L.
Todistus. Osoitetaan ensin, etté
dimKer L* = dim W — dim Im L.

Osajoukko Im L on avaruuden W aliavaruus, joten Lemman 2.18 nojalla
W:lla on kanta (ey,...,e,) siten, ettd (e1,...,ex) on Im L kanta. Talloin
W14 on duaalikanta € = (¢!,...,e").

Edellisen lemman nojalla Ker L* koostuu tasan niisté lineaarisista kuvauk-
sista A: W — K, joille A|Im L = 0. Osoitetaan, etti A € Ker L* jos ja
vain jos A(e;) = 0 kaikilla i = 1,...,k (eli kaikilla Im L:n kannan alkiolla).
Jos A € Ker L*, eli Ao L = 0, niin A(z) = 0 kaikilla z € Im L, erityisesti
kaikilla A(e;) = 0 kaikilla i = 1,..., k. Kd&ntéen, oletetaan, ettd A(e;) = 0
kaikilla ¢ = 1,..., k. Olkoon x € Im L. Koska (ey,...,ex) on Im L:n kanta,
on olemassa lineaarinen esitys

k
r = Z a;€;.
i=1
Télloin lineaarisuuden nojalla
k
Alz) = arA(e;) =0
i=1

Viite on osoitettu.

Seuravaaksi osoitetaan, etti Ker L* on vapaan jonon (e¥*1, ... &") virit-

tamé, mista seuraa, ettd dimKer L* = n—k = dim W —dim Im L, eli se mité
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pitikin osoittaa.
Olkoon A € W* mielivaltainen, t&lloin on olemassa yksikésitteinen lineaari-

nen esitys muodossa
n
A= E bjc‘:].
Jj=1

Olemme edelld osoittaneet, ettd A € Ker L* jos ja vain jos A(e;) = 0 jokaisella
1 =1,...,k, mikd on taas yhtépitdva sen kanssa, etta

bi = Z bjsj(ei) = A(Gl) =0
7=1

jokaisellai = 1,..., k. Néin ollen Ker L* on tésmélleen aliavaruus Span{eg.1, . . .

Ensimmaéinen véite on osoitettu. Proposition 2.43 nojalla saadaan
dimIm L* = dim W*—dim Ker L* = dim W —(dim W—dim Im L) = dim Im L.
O

Seuraus 2.57. Olkoot V' ja W darellisulotteiset K -vektoriavaruudet, missd
K on kunta. Olkoon L:V — W K-lineaarinen. Talloin

(1) L* on injektio jos ja vain jos L on surjektio.
(2) L* on surjektio jos ja vain jos L on injektio.
(3) L* on bijektio jos ja vain jos L on bijektio.

Todistus. (1) L* on injektio jos ja vain jos dim Ker L* = 0. Edellisen korol-
laarin nojalla tdmé on yhtépitdva sen kanssa, ettd 0 = dim W —dim Im L, eli
dimIm L = dim W. Lemman 2.18 mukaan td&mé& on mahdollista jos ja vain
jos L on surjektio.

(2) Osoitetaan samalla tavalla.

(3) Seuraa suoraan (1) ja (2):sté. O

Esimerkki 2.58. Olkoon W vektoriavaruuden V aliavaruus. Tdlloin inkluusio-
kuvaus i: W — V' on lineaarinen injektio. Edellisen nojalla v*: V* — W*
on surjektio. Tdmda on helppo ndhdd myds suoraan - kun avataan mddrite-
mdt auki, ndhdddn, ettd tdmd vdite tarkoittaa sitd, ettd jokainen lineaarinen
muoto L: W — K woidaan jatkaa koko avaruuden lineaariseksi muodokst
L:V — K. Tdma puolestaan seuraa siitd, ettd voimme jatkaa W :n kannan
V:n kannaksi, jolloin helposti pddstidn jatkamaan kuvausta L Proposition
2.22 avulla (mieti yksityiskohdat lipi).
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Sovelluksena ylla osoitetusta néytetdin, ettd matriisin rivi- ja sarakeava-
ruudet ovat aina samaa dimensiota (kunnan yli). Palautetaan ensin mieleen,
miten rivi- ja sarakeavaruus méaaritelldan.

Olkoon A € M(n x m; R) matriisi renkaan R yli,

ain Qg ... QGim

A _ 21 A22 ... QA9m

an1 Ap2 ... Qpm
Kuten olemme jo sovinneet aikaisemmin, jokainen A:m rivi [a;1, a;o, - - . , Gin)
ajatellaan modulin R™ alkiona A; = (a1, Gz, - - - , @i ). Kaikkirivit Aq, ..., A,

virittdvat erddn R™n alimodulin, joka merkitédén Row(A) ja sanotaan mat-
riisin A riwiavaruudeksi. Riviavaruus on siis R":n alimoduli.

Samoin jokainen A:n sarake [ai;,asj, ..., Gy on modulin R™ alkio A7 =
(aj, azj, .. ., amj). Kaikki sarakkeet Al ... A™ virittdvit erddn R™:m alimo-
dulin, joka merkitdén Col(A) ja sanotaan matriisin A sarakeavaruudeksi. Sa-
rakeavaruus on siis R":n alimoduli. Jos A ajatellaan kuvauksena 4: R" —
R™, Col(A) ei ole itse asiassa mitdédn muuta, kuin L 4:n kuvajoukko Im A.
A priori siis rivi- ja sarakeavaruudet ovat eri modulin alimodulit eiké niil-
14 néyttdd olevan mitdén yhteistd keskendén. Silti niilld on sama dimensio,
ainakin silloin kun R on kunta.

Propositio 2.59. Olkoon K kunta ja A € M(m x n; K) mielivaltainen mat-
riisi. Tédllowm

dim Row(A) = dim Col(A)

Todistus. Olkoon L4: K™ — K™ A:ta vastaava K-lineaarinen kuvaus. Tal-
16in Col A on itse asiassa sama avaruus kuin Im L 4. Korollarin 2.55 nojalla
pitee dimIm L4 = dim Im L%.

Toisaalta kuvauksen L% matriisi duaalikantojen suhteen on A:n transpoosi
AT joten Im L* = Col AT = Row A. Niin ollen

dim Col A = dimIm L4 = dim Im L’ = dim Row A,
misséd kdytimme hyvéksi edelld osoitettua yhtéloa 2.56. O]

Biduaali ja refleksivisyys.
Olkoon M R-moduli. Télloin sen duaali M* on myo6s R-moduli, joten silldkin
on duaali (M*)*. Tétd modulia merkitédén M** ja sanotaan M:m biduaaliksi
tai yksinkertaisesti M :n toiseksi duaaliksi.
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Jos M on &arellisulotteinen R-moduli, péatee
dim M™* = dim M* = dim M

eli kaikki kolme modulia M, M*, M** ovat erityisesti isomorfiset. Osoittautuu,
ettd téssd tapauksessa on olemassa jopa niin sanottu kanoninen eli luonnol-
linen isomorfismi M = M**. Téssd yhteydessd "luonnollinen” viittaa siihen,
ettd tdmé isomorfismi ei riipu kantojen valinnoista. Jatetdan lukijalle har-
joitustehtdviksi nédyttad, ettd isomorfismi M — M* joka kuvaa kannan e
duaalikannakseen yleensé riippuu kannan valinnasta eiké néin ollen ole "ka-
noninen”.

Kanoninen kuvaus ®: M — M*™* (tdssé M mielivaltainen R-moduli, ei
valtdméatta aarellisulotteinen tai edes vapaa) konstruoidaan seuraavasti. Ol-
koon m € M. Kuva-alkion ®(m) on oltava M**:n alkio, eli lineaarinen ku-
vaus ®(m): M* — R. Olkoon L € M* eli R-lineaarinen kuvaus L: M — R.
Miééaritelemme

o(m)(L) = L(m).

Ensinnédkin on tarkistettavaa, ettd nédin médritelty kuvaus ®(m) on M**:n
alkio, eli R-lineaarinen kuvaus M* — R. Olkoot L, L’ € M*, a € R. Talloin

®(m)(L+ L) = (L + L')(m) = L(m) + L'(m) = ®(m)(L) + ®(m)(L),

®(m)(aLl) = (aL)(m) = aL(m) = a®(m)(L).

Kuvaus ®: M — M** on siis hyvin méaritelty. Tarkistetaan, ettd se on R-
lineaarinen. Olkoot m,m’ € M, r € R, L € M*. Tallsin

®(m+m')(L) = L(m+m') = L(m)+L(m") = ®(m)(L)+®(m')(L) = (®(m)+P(m"))(L),

®(rm)(L) = L(rm) = rL(m) = r(®(m)(L)) = (r&(m))(L),
joten
O(m+m') = ®(m) + &(m'),
O(rm) = ro(m).
Seuraavassa propositiossa annetaan tdsmaéllinen, kategoriateorettinen se-
litys termille "luonnollinen”.

Propositio 2.60. Olkoot M, N R-modulit ja olkoon L: M — N R-lineaarinen
kuvaus. Olkoot ®pr: M — M*™, &n: N — N** kanoniset kuvaukset kon-

struoitu ylld. Tdalloin
L™ o (I)M = (I)N oL
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eli diagrammsi

(2.61) M—t N

o Jon

M** L** N**
kommutor. Tdassd L** on kuvauksen L*: N* — M* duaali-kuvaus.

Todistus. Harjotustehtéava. O

Yleisesti ottaen kanoninen kuvaus ®: M — M** ei ole isomorfismi. Esi-
merkiksi olkoon R = Z, M = Z3. Talloin mika tahansa ryhmahomomorfismi
(eli Z-lineaarinen kuvaus L: Z3 — Z on nolla-kuvaus. Taméa nahdéén seura-
vaasti. Olkoon x € Zg, télloin 3z = 0, joten

3L(z) = L(3z) = 0.

Kuitenkin L(z) on Z:n alkio ja Z:ssd miké tahansa alkio a jolle 3¢ = 0 on
nolla-alkio. Néin ollen L(x) = 0 kaikilla = € Zj. Toisin sanoen M* = {0},
joten myos M** = {0}. Selvésti ainoa lineaarinen kuvaus Zs — {0} on nolla-
kuvaus, joten téssé tapauksessa ® ei ole injektio.

Osoittautuu, ettd vapaan modulin tapauksessa kanoninen kuvaus on aina
injektio. Lisdksi jos moduli on dé&rellisulotteinen, kuvaus ® on jopa isomor-
fismi. Taté darellisulotteisten modulien ominaisuutta sanotaan refleksivisyy-
deksz.

Propositio 2.62. Olkoon M wvapaa R-moduli. Tdlloin kanoninen kuvaus
O: M — M* on injektio. Jos M on ddrellisulotteinen, ® on isomorfisma.

Todistus. Osoitetaan molemmat viitteet vain erikoistapauksessa M =V on
aarellisulotteinen K-vektoriavaruus. Yleinen tapaus jatetddn harjoitustehté-
viaksi.

Osoitetaan, ettd ®: V' — V** on injektio. Koska kuvaus on lineaarinen,
riittdd osoittaa, ettd sen ydin on triviaali. Olkoon v € V sellainen, etté
o(v) = 0.

Olkoon e = (ey, ..., e,) vektoriavaruuden V' kanta ja olkoon € = {e1,...,¢,}
duaaliavaruuden V* duaalikanta. On olemassa lineaarinen esitys

n
vV = E a;€;.
i=1
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Nyt
a; = &i(v) = (®(v))(e:) =0

jokaisella ¢ = 1,...,n, joten v = 0. Néin ollen ® on injektio.
Koska ® on lineaarinen injektio &irellisulotteisten avaruuksien V' ja V** va-
lilld ja dim V' = dim V**, Korollarin 2.44 nojalla se on myos surjektio. O]

Refleksivisyys tarkoittaa, ettd samalla tavalla kuin ajatelemme M* M:n
duaali-avaruudeksi, voimme myos ajatella M M*m duaaliksi (isomofirsmin
® kautta), joten ne ovat toistensa "duaaleja” hyvin symmetrisella tavalla. M*
alkio L "toimii” alkiolla x € M - lopputuloksena saadaan skalaari L(z). Yhta
hyvin x € M toimii M* alkioilla L - lopputuloksena taas sama skalaari L(z).
Usein kdytetdén merkintédéd (L, z) L(z):n sijaan - ndin korostetaan, ettd L ja
x ovat samanarvoisessa asemassa. Kuvaus (L, x) — (L, z) on esimerkki bili-
neaarisesta muodosta, joita kasittelemme luvussa "Multilineaariset kuvaukset
ja determinaantit”.

Huomautus: Vaikka emme yleisesti ottaen késittele oikeanpuoleisia mo-
duleita, tehdédén pieni sivuhuomatus, joka havainnollista sen, miten oikean-
puoleiset modulit tulevat yleisemmaéssé teoriassa vaistamatta vastaan, vaikka
tutkitaankin alunperin vain vasemmanpuoleisia.

Nimittédin, olemme aikaisemmin huomaneet, ettd jos R ei ole vaihdannainen
rengas, rL ei valtamatta ole M*:n alkio, vaikka L olisi. Mutta renkaassa R
alkiot voidaan kertoa myd6s oikealta, eli voimme yhtdhyvin mééaritelld myos
kuvaus Lr kaavalla

Lr(z) = L(x)r.

Talloin Lr aina ON R-lineaarinen, silli kaikilla ' € R pétee
Lr(r'z) = L(r'z)r =" (L(x)r) = ' (Lr(x)).

Operaatio (L,r) — Lr (kuvausten yhteenlaskun kanssa) mééarittelee siis du-
aalissa M* luonnollisen oikeanpuoleisen R-modulin struktuurin.

Samoin, jos M on oikeanpuoleinen R-moduli, niin sen duaalissa M* voidaan
maédritelld vasemmanpuoleisen R-modulin struktuurin. Erityisesti jos ldhde-
tadn vasemmanpuoleisesta R-modulista, niin M** on myos vasemmanpuolei-
nen R-moduli. Voimme muodostaa kanoninen kuvaus ®: M — M** kuten
ylla. Jos M on dérellisulotteinen, tdméa kuvaus on isomorfismi.

Sen sijaan moduleista M ja M™* ei voida enéé sanoa, etté ne olisivat isomorfi-
set R-modulit, vaikka niilld onkin sama dimensio. Syy tdhén on tietenkin se,
ettd niissd ovat madariteltyja erityyppiset algebralliset struktuurit - toinen on
vasemmanpuoleinen ja toinen oikeanpuoleinen moduli, eiké niitd voi verrata
kesken&én.
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2.5 Suora summa

Olkoon M R-moduli ja olkoot N ja N’ sen alimodulit. Talloin niiden summa
N+N ={z+y|zeN,yeN'}

on myos alimoduli, itse asiassa pienin M :n alimoduli, joka sisdltda sekd N:n,
ettd N':n, eli alimoduli Span(N U N').

Summamodulin N + N’ jokainen alkio m voidaan méiritelmin mukaan
kirjoittaa muodossa m = x + y missia x € N ja y € N'. Yleensi téllainen
esitys ei tietenkéddn ole yksikésitteinen. Jos se on aina yksikésitteinen, mer-
kitddn N + N’ symbolilla N @ N’ ja sanotaan se alimodulien N, N’ suoraksi
summakst.

Suoran summan késitettd voidaan yleista &dérellisen moneen alimoduliin
tai jopa mielivaltaiseen perheeseen alimoduleita. Tarkastelemme ensin dérel-
linen tapaus tarkemmin.

Maéaritelma 2.63. Olkoon M R-moduli ja Ny, N, ..., N, alimodulit. Jos
alimodulin

Ni+Ny...+Ny={a1+...+x, | x; € N; kaikillat=1,...,n}

jokainen alkio voidaan kirjoittaa muodossa x1 + ... + x,, xr; € N; kaikil-
la v = 1,...,n tismélleen yhdella tavalla, sanomme, etti alimodulit
N1, Na, ..., N, muodostavat suoran summan. Tdlloin merkitidn N1+Ns .. .+
N, =N D NyD...D N, ja modulit Ny & Ny @ ... D N, sanotaan modulien
Ni, Ns, ..., N, suoraksi summaksi.

Seuraavassa lemmassa annetaan suoran summan vaihtoehtoisia mééritel-
mié. Sen formulointia varten esitellidn seuraava merkintidtapa. Jos jossakin
summassa, esimerkiksi a +b+ ... 4+ ¢+ ... + d, jokin termi c esiintyy va-
rustettuna "hatulla” eli muodossa ¢, se tarkoittaa, ettd se ei oikeasti esiinny
tdssd summassa, vaan se poistetaan siitd. Tyypillisesti tétd merkintdtapaa
kédytetaan seuraavalla tavalla. Olkoon (x1,...,z,) jono alkiota. T&lloin mer-
kintd x1+...+2;+...+x, tarkoittaa, ettd summataan kaikki alkiot paitsi x;.

Lemma 2.64. Olkoon M R-moduli ja Ny, Ns,..., N, alimodulit. Tdlloin
seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid.

(i) Summa Ny + Ns...+ N, on suora.
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(i1) Jos x1+...+x, =0 joillakin x; € Ny, i = 1,...,n, niin x; = 0 kaikilla
1=1,...,n.

(i1i) Jokaisella i =1,...,n pitee
(Ny+...+N;+...+N,)NN; = {0},
Todistus. (1)==(ii).
Oletetaan, ettd summa Ny + Ny ...+ N, on suora. Talloin erityisesti sen al-
kiolla 0 on yksikésitteinen esitys muodossa xy + ... + x, joillakin x; € N;,

t=1,...,n. Mutta 04+ 0+ ...+ 0 on varmasti yksi sellainen esitys, joten se
on ainoa.

(il)==(iii).
Oletetaan, ettd nollaalkiolla on vain triviaaliesitys muodossa x1+. ..+, joil-
lakin x; € N;, i = 1,...,n. Olkoon i € [n] ja olkoot x1,...,2; 1,Tit1,..., Ty
sellaiset, ettd

$1+...+[Ei_1+$i+1+...+$n:ZEGNZ'.

Talloin
O:l'l—l—...—i—l‘i_l—F(—ZL’)—{—QTZ'_H—{—...—F[L'TL,

joten oletuksestamme seuraa yrityisesti, ettd = = 0.

(iil)=(1).
Oletetaan, ettéd jokaisella i € [n] pétee

(NMy+...4N;+...+N,)NN; ={0}.
Olkoot xy, yk, k € [n] siten, ettd
Ty+...+Tp =Y+ ...+ Yn.

Pitad osoittaa, ettd x; = y; jokaisella i € [n]. Olkoon i € [n]. Voimme kirjoit-
taa ylla oleva yhtdld muotoon

(w1 —y1) +. o+ (@im1 = yim1) + (@i — Vi) oo (20— Yn) = (Y — 35),

missd vasemmalla puoleella on summan Ny +-. . +N;+...4+N, alkio ja oikealla
puoleella alimodulin N; alkio. Oletuksesta seuraa, ettd erityisesti y; — xz; = 0
eli x; = y;. ]
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Soveltamalla edellisen lemman kohtaa (iii) kahden alimodulin Ny, N, ta-
paukseen, ndhd&aén erityisesti, ettd summa N7 + Ny on suora jos ja vain jos
N1 N Ny = {0} eli ainoa kahden alimodulin yhteinen alkio on nolla-alkio.

Esimerkki 2.65. Olkoon V = R¥ kaikkien kuvausten f: R — R muodosta-
ma R-vektoriavaruus. Mddritelldin sen aliavaruudet Uy, Us seuraavasti.

U ={feV | flz)=f(—=x) kaikilla z € R},

Uy={feV | f(x)=—f(—x) kaikilla z € R}.

U, on siis kaikkien parillisten kuvausten muodostama joukko ja Us on kaik-
kien parittomien kuvausten muodostama joukko. Helposti ndhdddn, ettd nd-
md todellakin ovat V :n aliavaruuksia.

Osoitetaan edellisen lemman avulla, ettd summa Uy + Uy on suora. Riittdd
osoittaa, ettd Uy N Us = {0}. Olkoon f: Uy NUs ja olkoon x € R. Tdlloin

joten f(z) = 0. Ndin ollen summa Uy + Uy on suora.

Osoitetaan wield, ettd itse asiassa Uy & Uy = V' eli jokainen funktio
f: R — R woidaan kirjoittaa parillisen ja parittoman funktion summana.
Lisdksi, koska tieddmme jo, ettd tamd summa on suora, tdillainen esitys on
talloin varmasti yksikésitteinen. Olkoon f: R — R. Mdadritelemme kuvaukset
fi, fo: R —= R ehdoilla

filw) = 5(f() + (=),
o) = 5(7(@) — f(=2).

Tdalloin f; € Ui = 1,2 ja f = f1+ fo.

Esimerkki 2.66. Olkoon M R-moduli ja olkoon (ey,...,e,) vapaa jono
M :ssi. Jokaisella i = 1,...,n on olemassa e;:n virittdmd 1-ulotteinen ali-
moduli

N; ={re; | r € R} = Re;.

Tdlloin summa Ny + Ny + ...+ N, on suora (tarkista). Néin olleen suoran
summan kdsite on jossakin mielessd vapauden yleistys.
Jos (e1,...,e,) on M:n kanta, pdtee

Ni®Ny®...®N,, =M.
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Kadntdinen ei pide - jos (eq, . . ., e,) on mielivaltainen M :n alkioiden jono ja
summa N1+ No+ ...+ N, missi N; = Re;, on suora, niin jono (ei, ..., e,)
ei ole wviltimdttd vapaa. Esimerkiksi Z, ei ole vapaa Z-moduli, vaikka sen
alkio e; = 1 wirittid sen ja Z, = Rei. Pohjimmiltidin syys on siind, ettd
vapaassa jonossa jokaisen alkion e pitdd olla torsiovapaa, eli erityisesti re =
0 tmplikoi r = 0.

Olkoon M moduli ja Nj sen alimoduli. Jos Ny on jokin L:n alimoduli,
jolle patee M = Ny & Ny, kutsumme Ny alimodulin Ny komplementikst mo-
dulissa M.

Komplementti ei yleensd ole missddn nimessd yksikasitteinen. Esimerkik-
si tasossa R?, joka on 2-ulotteinen R-vektoriavaruus, aliavaruudella R; =
{(2,0) | = € R} on &direttomén monta erilaista komplementtia - téllaiseksi
kdy miké tahansa 1-ulotteinen suora, joka ei ole R itse.

Modulin M alimoduli N sanotaan olevan M:n suora tekijd jos silla on komple-
mentt iM:ssé eli on olemassa M :n alimoduli P siten, ettd summa N & P on
suora ja N P = M.

Esimerkki 2.67. Modulin alimoduli ei viltimdttd ole sen suora tekija. Fsi-
merkiksi 27 on Z-modulin Z alimoduli, mutta ei ole olemassa maitddan Z:n
alimodulia N jolle pdtisi 7. = 27 ® N. Tdmda ndahdddn vaikkapa seuraavasti.
Z:n aliryhmdt (= Z-alimodulit) ovat muotoa nZ, n € N. Jos n # 0, summa
27 4+n7Z ei ole suora, silld 0 # 2n € 2ZNnZ. Jos taas n = 0 summa 27+ nZ
on vapaa, mutta sen arvo on 27, et koko moduli 7.

Vektoriavaruuden jokainen aliavaruus on sen suora tekija. Todistetaan
tama adrellisulotteiselle avaruudelle.

Lemma 2.68. Olkoon V ddrellisulotteinen K -vektoriavaruus. Olkoon U sen
aliavaruus. Tdlloin U :lld on olemassa komplementti V :ssd.

Todistus. Valitaan (Lemma 2.18) V:1le kanta (eq, . . ., e,,) siten, etté (eq,. .., ex)
on U:n kanta. Télloin W = Span{ejy1,...,e,} on Um komplementti. [

Propositio 2.69. Olkoon M = N1 & Ny @ ... ® N,, suora summa ja olete-
taan, ettd jokainen alimoduli L;, » = 1,...,n, on ddrellisulotteinen ja vapaa.
Tdlloin myds M on darellisulotteinen ja

dim M = z”: dim L;.

=1
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Todistus. Harjoitustehtava. O]

Suoran summan késitettd on mahdollista yleistdd myds ddrettoméasn mo-
neen alimodulin tapaukseen. Olkoon (N, )aca mielivaltainen perhe R-modulin
M alimoduleja. Haluamme muodostaa niiden summan __ , N,. Télld ker-
taa, jos A on dédretén, emme voi muodostaa summia ) 4 %4, silld ddret-
tomén monta alkiota ei voi laskea yhteen. Pystymme muodostamaan vain
ddrellisid summia. Voisimme siis periaattessa ottaa summaan . 4, N, mu-
kaan kaikki d@drelliset summat, jotka on muotoa

Ty + ...+ Ty,

missé jokainen x; on poimittu jostakin modulista N,. Tama olisi itse asiassa
oikea médritelmé, mutta tillainen esitystapa on hieman kompel6. Siksi esi-
tdmme toisen tavan méaritelld sama asia.

Ongelma on siis siiné, ettd emme yleensa voi laskea yhteen ddrettoméan mon-
ta modulin alkiota. Mutta jos ddrettomén monesta alkiosta vain &darellisen
monta eroaa nollasta, voimme mééritelld niiden summan hyvin luonnollisella
tavalla.

Tamén johdosta teemme seuraavan méaritelmén. Olkoon M moduli ja
(Za)aca mielivaltainen indeksoitu perhe sen alkioita. Mé#dritelemme tamén
perheen kantajan B C A seuraavaksi,

B={aeA|z,#0}.

Sanomme, ettd perhe (z,)aca On ddrelliskantajainen jos sen kantaja B
on ddrellinen joukko. Toisin sanoen perhe on &irelliskantajainen jos ja vain
jos vain ainoastaan ddrellisen monta perheen jidsentd eroavat nollasta.

Kun perhe (z,)ac4 on dérelliskantajainen voimme muodostaa sen alkioiden
summan, jota merkitddn ) ., 2, - lasketaan vain kaikki nollasta eroavat
alkiot yhteen. Tasmaéllisemmin sanottuna asetetaan

E ZL‘a:E Lo,
acA a€EB

misséd B on perheen kantaja.
Nyt voimme méiritella perheen (Ng)aea sSumman,

Z N, = {Z To | o € M, kaikilla o € A ja perhe (x4)aeca on dérelliskantajainen}.
acA acA
Helposti nédhdéén, etté talloin ) . , N on M alimoduli, itse asiassa pienin

alimoduli joka siséltéé kaikki alimodulit M,,a € A (harjoitustehtévé).
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Jokainen summan )., N, alkio voidaan esittééd muodossa

E xOL?

acA

missi x, € M, kaikilla a € A ja perhe (z,)aca on aérelliskantajainen.
Yleensa tamé esitys ei ole yksikésitteinen. Jos se on, niin sanotaan summa
Y oea Na suoraksi ja merkitdén se symbolilla

@QGANOL‘

Kuten dérellisessi tapauksessa voidaan osoittaa seuraava (todistus sivu-
tetaan, silld se on samanlainen kuin adérellisessa tapauksessa).

Lemma 2.70. Olkoon M R-moduli ja (Na)aeca sen alimodulien muodostama
perhe. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid.

1. Summa ), . 4 No on suora.

2. Jos Y caTa = 0 jollakin ddrelliskantajaisella perheella (74 )aeca, missd
To € A jokaisella o € A, niin x, = 0 kaikilla o € A.

3. Jokaisella 5 € A patee

( Z Na>mNﬁ = {0}

acA,a#p

Esimerkki 2.71. Nyt kun kdytettivissimme on ddrelliskantajaisen perheen
summan kdsite, voimme kirjoittaa vapaan perheen mddritelmdn uudella ta-
valla. Olkoon M R-moduli ja (€y)aca perhe sen alkioita. Tdlloin se on vapaa
jos ja vain jos jokaisella ddrelliskantajaisella R:n osaperheella (rq)aca pitee

Zraea =0

acA

jos ja vain jos ro = 0 kaikilla o € A.

Tdllainen mddritelmd on paljon eleganttimpt kuin aitkaisempi kompeld lihes-
tymaistavamme, jossa jouduimme selittamddn mitkd esitykset ovat “oleellisesti
samat” ja mitkd taas “oleellisesti erilaiset”.

Oletetaan, ettd modulin M alimodulit Ny, ..., N, muodostavat suoran
summan. T&lloin suoran summan N = Ny @ ... ® N,, moduli-struktuuri on
taysin ja yksikésitteisesti méadratty, kun alimodulien N; moduli-struktuurit
tunnetaan. Esimerkiksi jos x =l +...+1,,y =1 +...+1, € N, niin summa
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alkion x + y samantyyppinen esitys on x +y = (I3 + 1)) + ... + (l, + 1).
Samanlainen huomatus koskee mielivaltaisia, ei valtadmaétta ddrellisid, suoria
summia. Voimme siis "rekonstruoida” koko modulin algebrallinen struktuuri,
kun tunnetaan sen suoran tekijoiden algebralliset struktuurit.

T&amaé havainto motivoi toisen, "ulkoisen” ndkékulman suoran summan kasit-
teeseen, jossa ei tarvitse etukéteen olettaa, ettd summattavat modulit ovat
saman modulit alimodulit.

Palautetaan mieleen, miten karteesinen tulo yleisesti méaéritellaan. Ol-
koon (X, )aeca mielivaltainen perhe joukkoja, misséd indeksijoukko A on mi-
k& tahansa joukko (mahdollisesti ddreton). Pomitaan jokaisesta joukosta X,
tasan yksi alkio z,, nidin saadaan jokin perhe (x4)aca. Karteesinen tulo
[I,c4 Xa on mééritelmén mukaan kaikkien téllaisten perheiden muodostama
joukko.

Olkoon 3 € A indeksijoukon alkion. Perheen (z4)aca (eli tulon J] . 4 Xo al-
kion) B-komponentti on alkio x5 € X. Tulon alkion komponentit mééraavét
sen yksikésitteisesti. Komponentin ottaminen méaérittelee jokaisella 5 € A
niin sanotun projektiokuvauksen prg: [ cu Xo = X3, Pra((Ta)aca) = 75
Karteesisen tulon térkeys piilee sen "universaaliominaisuudessa”, joka sanoo
seuraavan. Kuvitellaan, ettd meilld on jokin joukko Y ja haluamme konstruoi-
da kuvauksen f:Y — ] .4 Xo. Télloin jokaisella y € Y kuvalkio f(y) on
tulojoukon alkio, eli perhe (x4)aca, missi xz, = pr (f(y)) = (pr,of)(y).
Néin ollen méaritdksemme kuvauksen f, meidén on tunnettava kaikki sen
"komponentit” pr,of = f,. Jokainen téllainen komponentti sinédnsé on ku-
vaus Y — X,. Kédntéen, kuvitellaan, ettd meille on annettu perhe kuvauksia
(fa: Y = X4)aca, jotka ovat kaikki siis médriteltyji samassa lahtojoukos-
sa Y, kun taas maalijoukko X, saa vaihdella. T&lloin voimme "laittaa ndmé
kuvaukset yhteen” kuvauksena f:Y — J], .4 Xa, jonka komponentit ovat
tasan kuvaukset f,. Karteesinen tulo antaa siis mahdollisuuden "koodata”
kuvausten perhe yhdeksi kuvaukseksi, kunhan néilld kuvauksilla on sama
lahtojoukko. Lisdksi tdmé "koodaus” ei menetd mitdén informaatiota eli vas-
taavuus on bijektiivinen - jokaista koodia eli kuvausta f:Y — J] .. X4
vastaa tdsmélleen yksi perhe (fo: Y — X, )aea. Juuri tdtd ominaisuutta sa-
notaan tulon "universaaliseksi ominaisuudeksi”.

Edellisessa keskustelussa tarkastelttiin joukkoopillinen tilanne, joissa jou-
koissa ei ollut mitéén algebrallista struktuuria eikéd kuvauksiltakaan vaadittu

mitadn. Katsotaan nyt miltd samanlainen tilanne nédyttéé lineaarialgebrassa.

Olkoon (M,)aca mielivaltainen perhe R-moduleita, missdé R on jokin
rengas. Perheen (My)aca karteesinen tulo M = [],. 4 M, varustetaan R-
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modulin struktuurilla luonnollisella tavalla, eli jos m = (Mg)aca ja m' =
(m],)aca asetetaan
m+m' = (Mg +m,)aca

ja jos r € R asetetaan
rm = (rMa)acA-

Toisin sanoen tulomodulissa M R-modulioperaatiot sovelletaan komponen-
teittain.

Tilla tavalla konstruoitu moduli M sanotaan perheen (M, )aca tulomo-
dulikst tai yksinkertaisemmin tuloks:i. Jatetddn lukijalle harjoitustehtaviksi
tarkistaa, ettd M on tosiaankin moduli néilld operaatioilla vasrustettuna.

Jokaisella 8 € A voidaan méaéritelld tarkeét kanoniset kuvaukset ig: Mg —
M ja pg: M — Mgz seuraavasti. Kuvaus pg on yksinkertaisesti karteesiseen
tuloon liityva projektiokuvaus, joka poimii alkiosta m = (m4)aca sen (-
komponentin mg. Kuvausta pg sanotaankin kanoniseksi projektioksi.
Kuvaus ig madritelldaén seuraavalla tavalla. Olkoon mg € Mz mielivaltai-
nen. Asetetaan ig(m)’ksi sellainen tulomodulin alkio m = (mg)aeca, jonka
B-komponentti on tasan mg ja muut komponentit ovat vastavien modulien
nolla-alkiot 0. Kuvausta i, sanotaan kanoniseksi injektioksi. Kuten tastéa ter-
minologian valinnasta voi arvata, tdmé kuvaus on aina injektio. Ta&mé to-
distetaan seuraavassa lemmassa. Isomorfialauseesta seuraa télloin, ettd M:n
alimoduli i5(M3) on isomorfinen modulin Mz kanssa. Yleensd identifioidaan
modulit M3 ja ig(Mps), minké johdosta voimme ajatella, ettéd jokainen per-
hessa (M, )aca esiintyvd moduli Mgz on tulomodulin alimoduli.

Lemma 2.72. Yild mddritellyille kuvauksille ig, pg pitee:

(1) jokaisella 5 € A
ppip = id,

(2) kaikilla B,y € A, B #
p’YZ.,B =0,

(3) jokaisella B € A kuvaus ig on injektio ja kuvaus pg on surjektio.

Todistus. Olkoot 8,7 € A, B # . Olkoon z € Mgz. Télléin ig(z)m B-
komponentti on 7g:m médritelmén nojalla z. Toisaalta tdméa komponentti on
tasan pg(ig(x)). Néin ollen

pplig(x)) =2
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kaikilla x € Mjg. Viite (1) on todistettu.
Alkion ig(z):n y-komponentti on taas ig:n mééritelmén nojalla 0 € M,,. Niin
ollen

py(ig(x)) = 0.
Viite (2) on todistettu.

Osoitetaan, ettd iz on injektio. Olkoot =,y € My sellaiset, ettd ig(x) =
ig(y). Télloin (1):std seuraa, etté

x = pglig(x)) = pslis(y)) = y-

Osoitetaan, ettéd pg on surjektio. Olkoon y € Mgz. Téalloin

y = palig(y)) = ps(x),

misséd x = ig(y) € M.
0

Olemme nyt valmiit méaritelemédan "ulkoisen” suoran summan. Olkoon
(M4)aca mielivaltainen perhe R-moduleita kuten ylla. Tulomodulin [ ], , Ma
alkion m = (mgy)aca kantaja B maaritellddn joukkona

B={acA]|z,#0}.

Alkio m on ddrelliskantajainen jos sen kantaja on &dérellinen joukko. Toisin
sanoen alkio on &aarelliskantajainen jos sen komponenteista vain #érellisen
monta eroavat nollasta.

Kaikkien &irelliskantajaisten alkioiden muodostamaa tulomodulin osajouk-
koa sanotaan perheen (M, )aea (ulkoiseksi) suoraksi summaksi ja merkitdén

@aGAMa‘

Téaméi joukko on tulomodulin alimoduli (harjoitustehtéva).

Koska ®,ca M, on tulomodulin Hae 4 M, alimoduli, voimme mééritelld
projektiokuvaus ps: @pea M, — Mpz jokaisella 8 € A yksinkertaisesti ra-
joittamalla kanoninen projektio pg osajoukkoon. Liséksi jokaisella S € A ja
jokaisella mg € My alkio ig(mg) on &érelliskantajainen (silld on itse asias-
sa korkeintaan yksi nollasta eroava komponentti), joten voimme mééritella
my6s kuvauksen ig: Mz — @oecaM, samalla kaavalla kuin ennen.
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Kuvaukset ig ja pg sanotaan suoran summan tapauksessa myo6s kanoni-
seksi injektioksi ja kanoniseksi projektioksi. Néilla kuvauksilla on samantyyp-
piset ominaisuudet kuin vastaavilla kuvauksilla tulomodulin tapauksessa, ku-
ten seuraava lemma sanoo. Erityisesti, koska jokainen kuvaus ig on injektio,
voimme identifioida Mz ja sen kuva ig(Mp) ja ajatella Mz suoran summan
PacaM, alimodulina.

Lemma 2.73. Ylld mddritellyille kuvauksille ig, pg pdtee:
(1) jokaisella 5 € A
pgi/g = ld,

(2) kaikilla B,y € A, B #
ppis =0,

(3) jokaisella B € A kuvaus ig on injektio ja kuvaus pg on surjektio.

Lisdksi jokainen x € @ocaM, voidaan esittdda yksikdsitteiselld tavalla muo-

dossa
T = E T,

missa perhe (To)aca on darelliskantajainen ja xo € My (= i0(M,)) jokaisella
a € A. Tissd itse asiassa

Lo = ia(pa(w))
jokaisella o € A.

Todistus. (1) (2) ja (3) todistetaan tasmélleen samalla tavalla kuin tulomo-
dulin tapauksessa, kts. Lemma 2.72.

Oletetaan, ettd x € Goea M, on esitetty muodossa

(2.74) r = Zma,

acA

missé perhe (z,)aca on &dérelliskantajainen ja x, € M,(= i,(M,)) jo-
kaisella o € A. Télloin jokaisella § € A saadaan kohtien (1) ja (2) avulla,

etta
ps(x) = palia(ra)) = 5.
acA

Ottaen huomioon samaistus Mz = ig(Mp), ndhddén, ettd
v = ig(ps()),
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joten esitys (2.74) on yksikésitteinen.

Kéadntéen, jos © = (r4) € @acaM, , niin perhe (x4)aea on midritelman
mukaan déarelliskantajainen. Liséksi selvasti

T = Z ia(Ta) = Z%“

acA acA
]

Edellisesta lemmasta seuraa suoraan, ettd modulien ulkoinen suora sum-
ma voidaan aina tulkita my0s niiden sisdisend suorana summana, joka oli
maédritelty tdman luvun alussa. Néin ollen luvun alussa méaritelty "sisdinen”
suora summa ja myOohemmin konstruoitu "ulkoinen” suora summa ovat olen-
naisesti sama asia. Muotoillaan tdmé tulos viralliseksi lemmaksi.

Lemma 2.75. Olkoon (My)aca mielivaltainen perhe R-moduleita. Tdlldin
niiden ulkoinen suora summa ®qaea M, on alimoduliensa (M,,)aea Suora sum-
ma. Tdssd identifioimme M, = i,(M,), kuten yleensd.

Modulien tulo ja suora summa toteuttavat téarkeitd universaalia ominai-
suuksia, jotka madravat niitd yksikéasitteisesti isomorfiaa vaille.
Mainitsemme ensin tulomodulin universaalin ominaisuuden ilman todistusta,
silld emme tarvitse sité jatkossa, ja koska se seuraa hyvin helposti (joukkoop-
pilisen) karteesisen tulon samanlaisesta universaalisesta ominaisuudesta.

Propositio 2.76. Olkoon M R-moduli ja (M, )aea mielivaltainen perhe R-
moduleita. Oletetaan, ettd jokaisella o € A on olemassa R-lineaarinen ku-
vaus Lo: M — M,. Tdlléin on olemassa tismdlleen yksi R-lineaarinen ku-
vaus L: M — ], c 4 Mo siten, ettd

Pa © L= La
jokaisella o € A.

Tamd ominaisuus karakterisoi tulomodulin ja kuvaukset (pg)aca yksikd-
sitteisesti isomorfiaa vaille. Tdsmdllisemmin olkoon N jokin R-moduli ja
(P, )aca kokoelma R-lineaarisia kuvauksia N — M,, o € A. Oletetaan, etti
N toteuttaa saman universaalin ominaisuuden, eli jos M on mikd tahansa R-
moduli ja jokaisella o € A on annettu R-lineaarinen kuvaus Lo: M — M,,
nin on olemassa tasmdlleen yksi R-lineaarinen kuvaus L: M — N siten,
etta

p/oé oL =1L,
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jokaisella o € A. Tallgin N on isomorfinen tulomodulin ], . 4 kanssa. Tar-
kemmin on olemassa isomorfismi ®: N — ] . 4 siten, ettd

Pa © O = p/a
jokaisella o € A. Tillainen isomorfismi on yksikdsitteinen.

Edellisen proposition muotoilu saattaa niyttda pelottavammalta ja vai-
keammalta kuin se oikeasti on. Valaistaan sen siséltdé diagrammien avulla.
Tulon universaaliominaisuus siis sanoo, etté jokaisella o € A kolmionmuo-
toinen digrammi

(2.77)

HaEA M

\/

voidaan aina tdydentdd samalla kuvausella L ja lisiksi tdmé& L on ainoa ku-
vaus, joka tdydentéd kaikki namé kolmiot. Voimme ajatella asia myos toisesta
niakokulmasta - molemmat perheet (Ly)aca ja (Pa)aca Ovat esimerkkejé per-
heesté lineaarisia kuvauksia M — M, missa lahtomoduli on kaikilla kuvauk-
silla sama ja maalimoduli on M,, joka riippuu indeksista «. Perhe (py)acq on
universaalinen kaikkien muiden téllaisten perheiden suhteen, siiné mielessa,
ettd mielivaltaisen perheen kuvaukset voidaan hajota kuvausten p, suhteen
samanaikaisesti. Lisdksi tdmé ominaisuus kuvailee perheen (py)aca yksiké-
sitteisesti - mikéd tahansa muu perhe, jolla on sama universaaliominaisuus,
on oleellisesti sama perhe isomorfiaa vaille.

Yksi (kategoriateorettisesta ndkokulmasta parempi) tapa mééritelld tu-
lomoduli onkin universaaliominaisuuden kautta - sanomme, ettd systeemi
(N, (Pa)aca), missd p,: N — M, R-lineaarinen jokaisella o € A, on moduli-
perheen (M, )aea tulo jos se toteuttaa tulon universaaliominaisuuden (m#é-
ritelty ylla).

Talloin tulo ei ole madritelty yksikésitteisesti, vaan ainoastaan isomorfiaa
vaille ja mikd tahansa tulomodulin kanssa isomorfinen moduli toteuttaa sa-
man maéadritelméan. Mutta silld ei ole mitddn merkitysta, silld kaikki misté
olemme kiinnostuneet on universaaliominaisuus. Kaikki tulomodulin ominai-
suudet voidaan johtaa téstéd abstraktista méaritelméstd. Ainoa mihin kon-
krettinen konstruuktio (kuten se, mikd me annettiin tulomodulille alunpe-
rin) tarvitaan, on ettd voimme vakuuttua siitd, ettd kyseistd médritelmaa
toteuttava olio on olemassa. Sitten, kun olemme varmoja siité, ettd se on
olemassa, voimme operoida silla kayttadmalla vain sen universaaliominaisuut-
ta. Meidén ei tarvitse tiedd miten tdmé olio on konkrettisesti konstruoitu ja
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mita sen ” sisdlld ” on.

Tietojenkasittelyyn perehtyneelle tilanne on tuttu olio-ohjelmoinnista, jonka
idea perustuu samaan periaatteseen - ei ole mitdéan véilia silld, miten olio on
konkrettisesti "tehty” eli toteuttuu, ainoastaan sen ominaisuuksilla on mer-
kistysta.

Suora summa voidaan myoskin karakterisoida sen universaaliominaisuu-
den kautta. Tdmé on seuraavan proposition sisalto.

Propositio 2.78. Olkoon M R-moduli ja (My)aeca mielivaltainen perhe R-
moduleita. Oletetaan, ettd jokaisella o € A on olemassa R-lineaarinen ku-
vaus Lo: My, — M. Tdlloin on olemassa tismdlleen yksi R-lineaarinen ku-
vaus L: Doeca M, — M siten, ettd

Loi,=1L,
jokaisella o € A.

Tamd ominaisuus karakterisoi suoran summan ja kuvaukset (io)aca Yk-
sikdsitteisesti isomorfiaa vaille. Tdasmdllisemmin olkoon N jokin R-moduli ja
(i)aca kokoelma R-lineaarisia kuvauksia M, — N, a € A. Oletetaan, ettd
N toteuttaa saman universaalin ominaisuuden, eli jos M on muikd tahansa R-
moduli ja jokaisella o € A on annettu R-lineaarinen kuvaus Lo: M, — M,
nun on olemassa tismdlleen yksi R-lineaarinen kuvaus L: N — M siten,
etta

Loi, =L,

jokaisella a € A. Tdlloin N on isomorfinen suoran summan @qae 4 M, kanssa.
Tarkemmin on olemassa isomorfismi ®: Goca — N siten, ettd

P oi, =1,
jokaisella o € A. Tdllainen isomorfismi on yksikdsitteinen.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd suoran summan konstruktio, joka on annettu
ylld, toteuttaa tdmén universaaliominaisuuden. Olkoon L.: M, — M R-
lineaarinen kuvaus jokaisella o € A. Lemman 2.73 nojalla jokainen = €
Baeca(M,) voidaan kirjoittaa tdsméilleen yhdelld tavalla muodossa

T = Z ia(Ta),
acA
missé perhe

{ia(za)}
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on ain ddrelliskantajainen. Jos L: (My)aea — M on R-lineaarinen kuvaus,
jolle L o i, = L, niin

L(z) = Z L(ia(7a)) = Z Lo(24).

acA acA

Tamé osoittaa sen, ettd téllainen kuvaus L on yksikésitteinen. Kéddntéen,
madritelldan L kaavalla
L(z) =) La(za),

missi © = Y . 1%a(%s). Koska téllainen esitys on yksikésitteinen ja sum-
ma on itse asiassa dérellinen, L on hyvin méaéaritelty kuvaus Goea M, — M.
Helposti ndhdéén, ettd se on R-lineaarinen ja toteuttaa vaaditun ehdon (tar-
kista).

Oletetaan kaantéden, ettd N on mikéd tahansa R-moduli, joka toteuttaa
suoran summan universaalin ominaisuuden. Koska suora summa toteuttaa
sen ominaisuuden (miké juuri todistetiin), on olemassa yksikésitteinen R-
lineaarinen kuvaus L: @,ec4 M, — N jolle

. .,
Loi, =1,

jokaisella v € N. Toisaalta koska N ja kuvaukset i/, puolestaan toteuttavat
saman ominaisuuden, on olemassa R-lineaarinen kuvaus L': N — ®,ca M,
jolle

L' o, =i,
jokaisella av € .
Tarkastellaan kuvausta ® = Lo L': N — N. Talloin ¢ on sellainen R-
lineaarinen kuvaus, jolle

., _ / ., _ . _., _. ./
boi,=LoL oi,=Loi, =1, =Iidy 0i,.

Nyt idy ja ® ovat molemmat R-lineaariset kuvaukset, joille ® oi! = idy oi/,
jokaisella o € A. Oletuksen, eli universaaliominaisuuden, nojalla téllainen
kuvaus on kuitenkin yksikésitteinen. Néin ollen ® = idy, eli L o L' = idy.
Vaihtamalla V:n ja suoran summan &,c 4 M, roolit ylla olevassa tarkastelus-
sa, saadaan samalla tavalla ndytettyé, ettd L’ o L on identtinen kuvaus.
Néin ollen L (ja L) on erityisesti bijektio, eli isomorfismi. O

Huomaa, ettd suoran summan universaaliominaisuus saadaan tulon uni-
versaaliominaisuudesta vaihtamalla kaikkien siiné esiintyvien kuvausten suun-
nat. Koska diagrammeissa kuvaukset on tapana esittda nuolina tdmé periaa-
te tunnetaan myos nimelld "nuolten suuntien vaihto”. Tilanne joka saadaan
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toisesta tilannesta vaihtamalla "nuolten suunnat” sanotaan matematiikassa
alkuperéisen tilanteen duaaliksi. Suora summa ja tulo ovat siis toistensa du-
aaleja.

Palautetaan mieleen, ettd olemme jo térméneet aikaisemmin "duaali”-termin,
itse asiassa viimeisessi luvussa, jossa olemme kutsuneet modulia L(M, R)
modulin M duaaliksi. Olemme my6s nédyttianeet, ettd jokaista lineaarikuvaus-
ta L: M — N vastaa duaalikuvaus L*: N* — M* joka ikdankuin vaihtaa
suuntaa. Tastd duaaliavaruuden nimitys tuleekin.

Suoran summan universaaliominaisuutta sovelletaan kdytannossé kun kon-
struoidaan lineaariset kuvaukset L: ®,ec4 M, — N. Nimittdin universaalio-
minaisuushan sanoo, etta jos haluamme konstruoida sellainen kuvaus riittaé
antaa sen arvot alimoduleilla M, eli antaa jokaisella o € A lineaarinen ku-
vaus L,: M, — N. Talloin L on méaéritelty kaavalla

L) 1a) = La(za).

acA acA

Téamén luvun lopuksi huomautetaan, ettd kun indeksijoukko A = {1,...,n}
on &érellinen, jokainen tulomodulin [}, M; alkio on #érelliskantajainen, jo-
ten téssd tapauksessa suora summa @}, M; ja tulo []_, M; ovatkin isomor-
fiset. Kun A on daretén tamé ei yleensi pidéd paikkansa.

Edelld olemme osoittaneet, ettd kun R on ykkosellinen rengas, jokaisella
n € N on olemassa ainakin yksi (itse asiassa isomorfiaa vaille tasan yksi) n-
ulotteinen R-moduli, nimittdin R"™.
Kaytamalla suoran summan késitteen voimme nyt konstruoida mielivaltai-
sella, myo6s ddrettomalld, kannalla varustetun vapaan modulin.
Nimittdin olkoon A mielivaltainen indeksijoukko. Jokaisella o € A olkoon
R, kopio renkaasta R. Ajatelemme jokaisen R,:n 1-ulotteisena R-modulina,
kuten yleensd. Muodostetaan suora summa

R(A) = EBaEARa .

Jokaisella o € A olkoon e, € R sellainen alkio, jonka a-komponentti on
1 € R ja muut komponentit ovat nollia. Selvésti e, on dérelliskantajainen,
joten se on hyvin médritelty RV :n alkio.

Niin konstruoitu joukko {e, | a € A} on modulin R kanta. Taméin to-
distaminen jatetadn lukijalle harjoitustehtéivéksi. Identifioimalla o € A ja e,
saadaan todistettua seuraava tulos.

Propositio 2.79. Olkoon R ykkiosellinen rengas ja A mielivaltainen joukko.
Talloin on olemassa vapaa R-moduli, jonka kanta on joukko A, esimerkiksi
moduli R
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Kun A on #irellinen ja siing on n alkiota, R on siis n-ulotteinen, eli
oleellisesti R"™.

2.6 Multilineaariset kuvaukset ja determinaant-
ti

Olkoot My, ..., M, ja N R-modulit (missi edellenkin oletamme, ettd rengas
R on vaihdannainen ja ykkosellinen). Olkoon F': My x My x ... x M, — N

kuvaus. F' on siis mééritelty joukkojen M;, ©+ = 1,...,n karteesisessa tulos-
sa, jonka alkiot ovat jarjestyt jonot (mq,ma, ..., m,), missd m; € M; kaikilla
1=1,...,n.

Kiinnitetddn i € {1,...,n}jaalkiot m; € My,ms € Ma,...,m;, € M;_1,m;y1 €
M1, ...,m, € M,. Mééritelemme kuvaus F* = th’mz’_“’mi_hmﬂrh“_’mn : M; —
N kaavalla

Fi(m) = F(my,ma, ..., M1, 1, Mig1, . .., My).

Toisin sanoen annetaan kaikille muuttujille, paitsi 7:nnelle, vakioarvot ja
tarkastellaan syntyvéd F'n rajottumaa, joka riippuu siis vain muuttujasta
modulista M;. Jos tdmé& rajoittuma on aina R-lineaarinen kuvaus M; —

N, sanomme F' n-lineaariseksi. Toisin sanoen kuvaus F': My x My x ... X
M, — N on n-lineaariseksi jos ja vain jos kaikilla ¢ = 1,...,n , kaikilla
My, May ooy M1, My, M, Mg, - . ., My, ja kaikilla 7 € R pétee
/
F(my,ma, ... mi_q,m; +mg, Migq, ..., my) =
/

= F(m17m27 ey TG 1, TG, T4 1, - - 7mn)+F(ml7m2> sy TG 1, T M1 - amn>a
ja
F(my,ma, ... mi_1, mmy, M1, ... ,my) = 1F(my,ma, oo mi_q,my, Mg, .. ,my,).

Kuvaus, joka on n-multilineaarinen jollakin n € N, sanotaan yleisesti mul-
tilineaariseks:i. 1-lineaarinen kuvaus on tietenkin sama asia kuin lineaarinen
kuvaus L: M — N. 2-lineaariset kuvaukset sanotaan bilineaarisiksi.

Huomautus: Emme ajatelee téssé karteesista tuloa My x My x ... x M,
tulomodulina, vaan tavallisena karteesisina tulona ilman erityista algebrallis-
ta struktuuria. Multilineaarinen kuvaus on yleensi ihan eri asia kuin tulo-
modulilla méaéritelty lineaarikuvaus!
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Olkoon n € N, My, ..., M, ja N R-modulit. Kaikkien n-lineaaristen ku-
vausten F': Myx Myx...xM, — N joukkoa merkitdan L(M;, My, ..., M,; N).
Aivan kuten erikoistapauksessa n = 1, talld joukolla on luonnollinen R-
modulin struktuuri, joka on méaéritelty pisteittdin ehdoilla

(F + F")(my,ma,...,my,) = F(my,ma,...,m,) + F'(my,ma,...,my,),

(rE)(my,ma,...,my) =1 F(my,ma,...,my,).

My6s seuraava Proposition 2.22 yleistys patee samantyyppiselld todistuk-
sella.

Propositio 2.80. Olkoon n € N, My,..., M, ja N R-modulit. Oletetaan,
ettd jokainen moduli M; on vapaa kannalla ('), o € A;.
Olkoon (bj, .. j.)ica; perhe N:m alkioita, joka on indeksoitu karteesisilla tu-

lolla Ay x Ay x A,,. Tdllgin on olemassa yksikdsitteinen n-lineaarinen kuvaus
F: My x My x...x M, — N jolle

1 2 ny _ 1. .
F(ejl’ Cjgr- -+ 7ejn) - b]h---dn'

Todistus. Harjotustehtéava. [

Seuraus 2.81. Olkoot My, ..., M, ja N R-modulit ddrellisulotteiset R-modulit.
Tdlloin L(My, My, ..., My; N) on myds ddrellisulotteinen ja

dim L(My, My, ..., M,; N) = dim M; - dim My - ... - dim M,, - dim N.

Téarked erikoistapaus multilineaarisista kuvauksista on tapaus jossa M; =
My, = ... = M, = M ovat sama moduli ja N = R. Multilineaarinen kuvaus
F:M"=MxM x...x M — R sanotaan myo0s lineaariseksi n-muodoks:.
Kaikkien lineaaristen n-muotojen joukkoa merkitsemme symbolilla L™(M).
Tamé& on R-moduli.

-Permutaatiot.
Palautetaan mieleen sellaisia késitteitd, kuten dérellisen joukon permutaa-
tio ja sen merkki. Joukon [n] = {1,...,n} permutaatio on mika tahansa

bijektio o: [n] — [n]. Kaikki permutaatiot [n] — [n] muodostavat ryhmén
Perm([n]) = Perm(n) (kts. esimerkki 1.3) kuvausten yhdistdmisen suhteen.
Tama ryhmé sanotaan myos symmetriseksi ryhmdksi kertalukua n ja merki-
tddn lyhedmmin symbolilla .S,,.

Joukon S, alkio siis permutoi luvut 1,...,n eli laittaa ne uuteen jarjestyk-
seen. Tatd mielikuvaa vastaa tapa esittdd kuvaus o € S,, muodossa (i1, ig, . . . , in)
eli jonona jossa iy = o(1),i2 = 0(2) ja niin edelleen. Esimerkiksi (2,3, 1) on
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sellainen joukon {1, 2, 3} permutaatio o jolle pitee o(1) = 2,0(2) = 3,0(3) =
1. Koska jokainen permutaatio on bijektio, jono (i1, s, . .., i,) esittdd joukon
[n] permutaatiota jos ja vain jos siiné ei ole toistoja, eli jonossa esiintyvét
alkiot ovat kaikki eri alkioita.

Permutaatio o € S,, sanotaan vaihdoksi jos se vaihtaa kaksi alkiota keske-
nédn, jadattden muut paikalleen. Tdsmaéllisemmin sanottuna o € S, on vaih-
dos jos on olemassa i, j € [n],7 # j niin, ettd

Jy Jos k=1,
o(k) =<1, jos k= j,
k, muuten .

Vaihdos joka vaihtaa keskendén alkiot i ja j merkitddn symbolilla (i j).
Esimerkiksi joukon [3] vaihdos (1 2) on sellainen kuvaus o: [3] — [3] jolle
o(l)=2,0(2)=1,0(3) =3.

Kurssilla "Lineaarialgebra ja matriisilaskenta” on osoitettu seuraava.

Lemma 2.82. Olkoon n € N.

Jokainen joukon S, alkio o voidaan esittid vathdosten ddrellisend yhdisteend,
toisin sanoen vathdokset virittdvdt S, ryhmdnd.

Esitys muodossa 0 = 11 0 Ty o ... 0 T;, missd jokainen T, on vaihdos, ei ole
yksikdsitteinen, multa jos o = 1) 0 15 0... 0T/ on toinen tdillainen esitys,
joko molemmat @ ja j ovat parilliset, tar molemmat parittomat. Ndin ollen
voidaan mddritelli kuvaus sgn: S, — {1,—1}, sgn(o) = (—1)%, missi o =
Ti 0Ty 0...0T; kuten ylld.

Kuvaus sgn on ryhmdhomomorfismi (missi joukossa {1,—1} laskutoimitus
on tavallinen kertolasku).

Riippuen siitd onko sgn(o) = 1 tai sgn(o) = —1, sanomme permutaatio
o parilliseksi tai parittomaksi.

Olkoon M R-moduli. Lineaarinen n-muoto F': M" — R sanotaan sym-
metrisekst jos lahtojoukon jonon permutaatio ei muuta sen arvoa F':n suh-
teen. Toisin sanoen F' on symmetrinen jos ja vain jos kaikilla (zq,...,x,) €
M™ ja jokaisella o € S, pétee

F(afg(l),xg(g), R ,xg(n)) = F(:cl, e ,l‘n).

F on antisymmetrinen, jos kaikilla (z1,...,x,) € M™ ja jokaisella o € S,
patee
F(xo1), To@2), - - Tom)) = sgn(o)F(x1, ..., 25).

64



Koska jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa vaihdosten perusteella, néh-
dddn helposti, ettd pitee seuraava (tarkka todistus harjoitustehtavina).

Lemma 2.83. Olkoon F': M"™ — R lineaarinen n-muoto. Tdlloin F on sym-
metrinen jos ja vain jos kaikilla (x1,...,x,) € M™ jai,j € [n],i < j pdtee

Flay, ...,z x5,20) = Fz, .. x5, 00, Ty .0, Tn).
Vastaavasti F' on antisymmetrinen jos ja vain jos kaikilla (x4, ..., z,) € M"
ja i,j € [n],i < j pditee

Flay, ...,z m,x0) = —F(x1, .00 x5, 00 Ty, Ty).
Toisin sanoen multilineaarinen kuvaus on symmetrinen, jos kahden muut-

tujan vaihto keskené#n ei vaikuta arvoon ja antisymmetrinen, jos kahden
muuttujan vaihto muuttaa arvon merkkié.

Esimerkki 2.84. Olkoon n € N ja tarkastellaan ddrellisulotteinen R-moduli
R"™. Madritellddn niin sanottu "pistetulo” R™:ssd bilineaarisena muotona -: R™ X
R"™ — R, joka on mddaritelty kaavalla

(@1, @) (Y1, Yn) = szyz
i=1

Helposti ndhdddn, ettd tamd kuvaus todellakin on bilineaarinen. Lisdiksi se
on symmetrinen (koska oletamme, etti R on vaihdannainen rengas).
Pistetulon avulla voimme kirjoittaa matriisitulon mddritelmd kompaktissa
muodossa. Nimittiin olkoot A € M(m x n;R),B € M(n x k; R) matrii-
sit ja olkoon C' = (¢;;) tulo AB. Tdlloin mdadritelmdn nojalla

cij = Ai - B,
missd tulkitsemme matriisien rivit ja sarakkeet R"™:n alkioina.

Antisymmetriset kuvaukset yleensé nimetetddn myos termilla alternoiva,
paitsi erddssé erikoistapauksessa, jossa osoittautuu, ettd ylla annettu maéa-
ritelmé antisymmetriselle kuvaukselle ei ole sitd, mitd halutaan. Syy tdhén
selvidd seuraavasta lemmasta.

Lemma 2.85. Olkoon F: M™ — R lineaarinen n-muoto. Tarkastellaan seu-
raavat ehdot.

1) F(xy,...,x,...,x,...,z,) = 0 eli jos kaksi argumenttia saavat saman
arvon, muodon arvo on 0.
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2) F on antisymmetrinen.

Talloin 1)= 2). Jos lisiksi renkaan R jokaiselle nollasta eroavalle alkiolle
pitee a # —a , niin ehdot 1) ja 2) oval yhtdpitivid.
Edellinen ehto on tosi kunnassa K jos ja vain jos K:ssi patee 2 # 0 (eli
kunnan K niin sanottu karakteristiikka ei ole 2).

Todistus. Oletetaan, ettd ehto 1) on voimassa. Olkoot 1, ..., %, ..., %), ..., Ty €
M, i < j. Ehdon 1) nojalla

F(xy,...,z;+xj,...,0;+xj,...,2,) = 0.
Mutta toisaalta multilineaarisuuden nojalla
F(xl,...,xi—i—xj,...,x,-—i—xj,...,:cn) =

F(ry, ..o,y Ty ooy p) + Foy, oo w2y, 0 @)+
+F(z1, Ty T Ty ) R F (X, T T Ty) =
=F(z1,..., %, Xy )+ F2, o g, 2y X)),
silld kaksi muuta termié ovatkin arvoltaan nolla taas ehdon 1) nojalla. Néin

olleen

F(xy, ..., @y, @) + F(2, ooy, 2,00 2n) =0
eli

F(y, ... %o @y, Ty) = —F (21,002,000 Ty ).

Toisin sanoen F' on antisymmetrinen.

Oletetaan, ettd F' on antisymmetrinen. Olkoot x1, ..., 2,1, %41, ..., T, €
M ja x € M mielivaltaiset. Antisymmetrisuudesta seuraa, etta

F(zy,...,x,...,x,...,xp) = —F(x1,...,2,...,2,...,2,).
Merkitdén a = F(xq,...,2,...,2,...,2,) € R. Olemme osoittaneet, ettd
R:ssé pétee a = —a. Jos renkaassa R tdmé tapahtuu jos ja vain jos a = 0,

tasta seuraa, etta
F(xy,...,z,...;¢,...,z,) =0,

eli ehto 1).
Jos tarkasteltava rengas onkin kunta, niin siiné on voimassa supistussaanto,
eli ehdosta 1-a=—a = (—1)-a seuraa 1 = —1 (eli 2 =0) tai a = 0. O

Edellinen tulos motivoi seuraavan méaaritelman.
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Maéaritelma 2.86. Olkoon F: M™ — R lineaarinen n-muoto. Sanomme,
etti F' on alternoiva n-muoto jos F(x1,...,x,...,2,...,x,) = 0 eli aina jos
kaksi muodon argumenttia saavat saman arvon, muodon arvo on 0.

Lemma 2.85 sanoo, etté alternoiva muoto on aina antisymmetrinen, mutta
kdantdinen viite ei valtamatta pade. Esimerkiksi jos R = Zo, siind pétee
2=1+4+1=0eli 1 = —1 Nain ollen téassd tapauksessa muoto F': M" — R
on antisymmetrinen jos ja vain jos se on symmetrinen.

Esimerkiksi olkoot R = M = Z, ja mééritelladn M:ssd 2-muoto F' ehdolla

F(z,y) = zy.

Helposti ndhdéaén, ettd tdmé on symmetrinen lineaarinen 2-muoto, joten se
on myos antisymmetrinen. Kuitenkin td&mé& muoto ei ole alternoiva, silla

F1,1)=1-1=1#0 € Z.

Huomaa, ettd Zy on kunta, joten havaittu "ongelma” ei postu, jos rajoitam-
me tarkastelun vektoriavaruuksiin.

Olkoon M R-moduli. Kaikkien alternoivien muotojen joukkoa merkitaan
Alt"(M). Helposti verifioidaan, ettd Alt"(M) on R-modulin L™(M) alimo-
duli, eli R-moduli itse.

Olkoon M &éarellisulotteinen R-moduli. Proposition 2.80 nojalla voimme
konstruoida multilineaarinen muoto F': M™ — R yksinkertaisesti asettamalla
sen arvot mielivaltaisella tavalla kannan alkioista muodostetuista jonoilla.
Jos haluamme, ettd nédin saatu kuvaus toteuttaa joitakin lissominaisuuksia,
nama arvot ei enéd voi valita mielivaltaisesti. Tutkitaan, mité lisdehtoja pitaé
asettaa, jos haluamme konstruoida alternoivia kuvauksia télld tavalla.

Lemma 2.87. Olkoon F': M"™ — R multilineaarinen n-muoto, missi M on
vapaa R-moduli. Olkoon (ey)aca sen kanta. TdllGin F on alternoiva jos ja
vain jos seuraavat ehdot toteuttuvat.

Olkoon (v, e, ..., ap) € A" mielivaltainen n-pituinen jono indekseji jou-
kosta A. Tdlloin

1) jos a; = av; joillakin © < j, niin

F(eay,€any---»€a,) =0,
2) jos o € S,, on permutaatio, niin
F(€a, )1 Capgayr s Cagny) = SN OF (a5 €ans -+ -5 €ay )
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Toisin sanoen F' on alternoiva jos ja vain jos se toteuttaa sekd antisym-
metrisen, ettd alternotwan kuvauksen mddritelmdn, kun ne sovelletaan kanta-
alkioista muodostetuihin jonoihin.

Todistus. Alternoiva kuvaus on myos antisymmetrinen (Lemma 2.85), joten
jos F' on alternoiva, ehto toteutuu.

Oletetaan kééntden, ettd F' toteuttaa ehdon. Olkoot 1, ..., &i—1, Tit1, ..., 2, Tjt1, ..., Ty €
M mielivaltaiset ja z; = x; = x. Meidén on todistettavaa, ettd
F(':Elv ey i1 Ty Lt 1y - -+ Lj—1, Ty Tl - - - 7$n) = 0.

Ensin esitetédn jokainen alkio, paitsi x, kanta-alkioiden lineaarisena kombi-

naationa, eli
mg
Th= Y i ca,

ix=1

k € [n], k # 1, 7. Télloin multilineaarisuudesta seuraa, etté
F([Eh ey L1, Ly Ljq 1y e oo 3 Lj—1, Ly L1y e e - ,In>

voidaan esittdd lineaarisena kombinaationa alkioista, jotka ovat muotoa
F(ela s €1, T, €641, - -5 651, T, €541, - - - 7671)7

Missé e1,...,€-1,€i41,---,€j—1€j41,- - -, € Ovat joitakin kanta-alkioita. N&in
ollen riittda osoittaa, etté

Fley,...,€i-1,%,€i41,...,€j_1,%,€j11,...,€,) =0

kun ey, ..., €_1,€i41,-..,€-1€j11,- .., €, ovat (mielivaltaisia) kanta-alkioita.
Esitetaan z lineaarisena kombinaationa

m
7= apfy,
p=1

missd f,, p=1,...,m ovat (eri)kanta-alkiot. Multilineaarisuuden nojalla
F<€17 s G, Ty €1y €1, Ty Gy - e en) =

= E apaqF(ela <oy 61, fpae’i-‘rh <oy €51, fq7€j+17 s 7671)
pq

Téssd summassa kaikki termit, joissa p = ¢ ovat nolla oletuksen nojalla.
Jokaista termid F'(eq, ..., €1, fp, €it1s---,€j—1, fgs €1, - -, €n), jOSsa p < q,
taas vastaa termi F'(es, ..., €1, fg, €41, - -+ €j—1, [ps €41, - - - » €5), jonka arvo
on tasan —F(e1, ..., €1, fp, €it1s- -+, €j—1, fg: €41, - - - , €5) Oletuksen nojalla.
Néin ollen kaikki ndmé termit kumoaa toisiaan ja lopputulokseksi tulee nolla.
Viite on todistettu. ]
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Edellisen tuloksen nojalla voimme konstruoida multilineaariset kuvauk-
set. Rajoitutaan dédrellisulotteisen modulin tapaukseen.

Esimerkki 2.88. Olkoon M n-ulotteinen R-moduli ja olkoon m € N. Tutki-
taan modulia Alt™(M).
Olkoon (e1, . ..,e,) M:n kanta. Tarkastellaan ensin tapausta m > n. Olkoon
F: M™ — R alternoiva. Nyt jos (e;,,...,e; ) on mielivaltainen m-pituinen
jono M :n kanta-alkioita, niin siind on pakko olla toistoja (silli m > n). Ndin
ollen

F(ey,...,e,)=0

Koska tama pdatee kaikille kanta-alkioista muodostetuille jonoille, F:n on ol-
tava nolla-kuvaus. Ndin ollen Alt™ (M) = {0} kun m > n.

Olkoon seuraavaksi m < n. Olkoon I joukon [n| = {1,...,n} osajoukko,
jossa on m alkiota. Kirjoitetaan I muodossa

I={iy, ... im},

siten, ettiin < 19 < ... < y,. Mddritellidn multilineaarinen kuvaus ey: M™ —
R seuraavasti. Olkoon (ej,, . .., ej, ) mielivaltainen m-pituinen kanta-alkioista
muodostettu jono. Jos {j1, ..., jm} # {i1,...,im} asetetaancei(e;,, ..., e;,) =
0. Huomaa, ettd erityisesti ndin kdy kun jonossa (e, ..., e;,.) on toistoja.
Kun taas {j1, .., jm} = {1, .- ,im}, niin on olemassa tasan yksi permutaa-
tio o € S, siten, ettd ji, = isx) jokaisella k =1,...,m. Asetetaan

er(ejy,-.-.€j,) =sgno.

Edellisen lemman mukaan €; on alternoiva m-muoto (tarkista yksitysikoh-

dat).

Lause 2.89. Olkoon M adrellisulotteinen R-moduli ja olkoon (eq,...,ey)
sen kanta. Tdlloin AIt™ (M) on vapaa ddrellisulotteinen R-moduli jokaisella
m € N. Lisdksi

1) jos m > n moduli AIt™ (M) on triviaali eli ei ole olemassa nollasta
eroavia m-alternovia muotoja,

2) jos m < n modulin Alt" (M) dimensio on

ja joukko



on sen kanta.

Erityisesti Alt™ (M) on 1-ulotteinen ja erds sen viritivid alkio on mul-
tilineaarinen alternowa muoto ey, jolle pdtee

€[n}(61, .. ,€n) = 1.

Todistus. 1) on osoitettu jo edellisessé esimerkisséd. Siindkin on konstruoitu
joukko aternoivia muotoja {e; | I C [n],|I| = m}. Huomaa, ettd tdmén jou-
kon koko on tasan (::l) = #lm),

Osoitetaan, ettd tdma joukko on kanta kun m = n. Yleinen tapaus jatetddn
harjoitustehtévaksi.

Olkoon F': M™ — R alternoiva n-muoto. Olkoon a = F(eq,...,e,). Osoite-
taan, ettd F' = aep,). Olkoon (e, . . ., €;,) n-pituinen jono, joka on muodostet-
tu kanta-alkioista. Jos siiné on toistoja, seké I, ettd e,) antavat molemmilla
arvokseen 0. Jos taas siiné ei ole toistoja, niin (i1, ...,4,) on {1,...,n}m per-
mutaatio, eli on olemassa o € S, siten, ettéd i; = o(j), j =1,...,n. Koska F
ja €7 ovat molemmat alternoivia,

F(ei,...,e,) =sgnoF(ey,...,e,) =sgnoa = agp(e;, ..., e€,)-
Néin ollen e, virittdd avaruuden Alt"(M). Jos
a€[n] = 0,

niin a = agpy(e1, ..., e,) = 0. Néin ollen {e,} on vapaa.
Viite on todistettu. O

Matriisin determinantti.
Sovellamme seuraavaksi alternoivien muotojen teoriaa méaéritddksemme mat-
riisin ja lineaarisen kuvauksen determinantin. Aloitetaan matriiseista. Olkoon
A € M(n x n; R) nelio-matriisi, jonka kertoimet ovat vaihdannaisen renkaan
R alkiot. Palautetana mieleen, ettd A:m i:s (ay;, o, - - - ,n; ) sarake merkitddn
symbolilla A’ ja ajatellaan vapaan modulin R" alkiona. T#ll6in voimme miii-
ritelld kuvaus M (n x n; R) — (R™)",

A (A A2, A,

Helposti ndhdéaén, ettd tdmé kuvaus on R-modulien isomorfismi, toisin sa-
noen voimme identifioida matriisi A ja sen sarakkeitten muodostama jono
keskendén.
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Olkoon (eq,...,e,) R™n standardi kanta, jossa e; = (0,...,1,...,0).
Lauseen 2.89 mukaan n-alternoivien muotojen moduli Alt"(R") on 1-ulotteinen
ja jokainen alternoiva n-muoto F': (R")" — R voidaan kirjoittaa muodossa

F=aqceM
yksikésiteisella a € R. Huomaa, ettd médritelmén mukaan pétee
&‘M(el, R ,en) = 1,
joten jos F' = a £l" niin
a=F(e,...,en).
Saamme siis seuraavan tuloksen.

Lemma 2.90. On olemassa tasan yksi alternoiva n-muoto F € Alt"(R"),
jolle
F(el,...,en) = 1,

nimittiin muoto M.

Jos tdmaé tulos kddnnetddn (n x n)-matriisien kielelle, saadaan osoitettua
niin sanottu determinantin olemassaolo ja yksikéasiteisyys.

Lause 2.91. Olkoon R waihdannainen ykkdsellinen rengas ja olkoon n €
N. Tdlloin on olemassa tasan yksi kuvaus det: M(n x n; R) — R jolla on
seuraavat ominaisuudet,

(1) det(A) on multilineaarinen kuvaus matriisin A sarakkeiden suhteen,

(2) jos matriisilla A on kaksi taysin samanlaista saraketta, niin det A =0
(toisin sanoen sarakkeiden suhteen det on alternoiva n-muoto),

(3) det(1,) =1, missd I, on (n x n)-kokoinen yksikkomatriisi.

Tdamd kuvaus sanotaan determinantti kuvaukseksi. Jos A on neliomatriisi,
det(A) on matriisin A determinantti.

Kuten lukija on varmasti oppinut aikaisemmalla lineaarialgebran kurssil-
la, determinanttien kaytto helpottaa lineaarikuvausten tutkimista. Ndemme
tastd paljon esimerkkejé jatkossa. Palautetaan vield mieleen determinantin
perusominaisuuksia.

Jotta determinantistd olisi hyotyd kéytdnnosséd, on osatava laskea deter-
minantin arvo annetulle matriisille. Suoraan mééaritelméstd saamme deter-
minantille konkrettisen kaavan seuraavasti. Olkoon A = (a;;); =1, » he-
libmatriisi. Tulkitaan se, kuten ylld, (R")™mn alkiona (A!,..., A"), missi
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Al = 3" aie; (lineaarinen esitys R™mn standardikannan (eq,...,e,) suh-
teen). Koska det A on t#lloin sama asia kuin el?/(A?, A2, ... A") saamme

det(A) = (6[’”})(141, AQ, PN ,An) = Z A;110452 - - - ainns[n](eil, Cigy vy €in).

7;17---7in

Téssd summataan siis kaikkien mahdollisten jonojen (i1, ...,i,) € [n|* yli.
Mutta jos tillaisessa jonossa on toistoja, ™ (e;,, s, ..., e;,) = 0 alternoi-
van muodon mééritelmén nojalla. Jos taas siini ei ole toistoja, on olemassa
permutaatio o € S, siten, ettd i; = o(j) kaikilla j = 1,...,n, jolloin

eMl(e;, ey ... e0,) = (sgno)e(ey, ..., e,) = sgno.
Néin ollen
(2.92) det(A) = Z (sgn O‘)ag(l)lag(g)g .. .ag(n)n.

O—GSTL

Tama kaava on kayttokelpoinen esimerkiksi kun lasketaan (2x2)-matriisin
determinantin, silld talloin summassa on vain kaksi termié ja saadaan

a b
det(c d)—ad—bc.

(3% 3)-matriisin determinantin laskeminen ylla annetun kaavan mukaan myos
onnistuu periaattessa ihan hyvin, silloin summassa on 6 termié, mutta jo seu-
raavassa dimensiossa, eli (4 x4)-matriisin tapauksessa, kaavassa on 24 yhteen-
laskettavaa termié, eikéd kaava (2.92) ole endé kovin kéyttokelpoinen. (5 x 5)-
matriisin tapauksessa summassa on jo 120 termié, eika silld enédéd kannattaa
laskea mitéén ollenkaan (paitsi jos olet tietokone, mutta silloinkin parempi
saastad aikaa kiyttdmalld muita menetelmid). Kaavalla (2.92) onkin 1&hinna
teorettisia sovelluksia, kuten esimerkiksi seuraavan lemman todistuksessa.

Lemma 2.93. Olkoon A (n x n)-matriisi. Tdlloin
det(AT) = det A.
Todistus. Kaavan 2.92 nojalla

det(AT) = Z (Sgn U)ala—(l)aga-(Q) ce ang(n).

O'GSn
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Olkoon o € S,. Merkitdén o(i) = k;, tidllsin o~'(k;) = 4. Néilld mekin-
néilld voimme siis jokainen termi aio(1)a24(2) - - - Gno(n) Yhté hyvin kirjoittaa
muodossa

aafl(ki)kiaafl(kg)kg ce aafl(kn)kn.

Koska o on bijektio, jono (ki, ks, ..., k,) sisdltdd jokaisen luvun joukosta
{1,...,n} tésmaélleen kerran. Koska oletamme, ettd kerroinrengas R on vaih-
dannainen, voimme permutoimalla termit kirjoittaa ags—1 i,k do—1(ko)ks - - - Qo1
muodossa

aa—l(l)lag—l(g)g c aa—l(n)n.

Nain ollen

det(AT) = Z (Sgn O’)aa—l(l)laa—l@)g <o Ag=1(p)n-

O'ESn

Koska o~! kiy lipi tdsmilleen samat arvot kuin o, kun viimeiksi mainittu
kiy lipi kaikki permutaatiot joukosta S, (eli vastaavuus o — o~! on bijektio,
mieti miksi), ja sgn o' = sgn o (tarkista!), summa oikealla puoleella on sama
kuin

Z (sgn 0‘)@0(1)16LU(2)2 <+ Ug(n)n

gESy

cli det A. 2

Kuten olemme jo huomauttaneet, kaavaa (2.92) on yleensid mahdotonta
kaytad sellaisina konkrettisissa laskuissa, joten meiddn on keksittdvaa pa-
rempia menetelmié determinantin laskemiseksi. Suosittu menetelmé on niin
sanottu “kehittdminen rivin/sarakkeen mukaan”, joka on varmasti tuttu lu-
kijalle. Palautetaan mieleen miten se menee. Mééritellidn ensin matriisin
alimatriisin késitteen.

Olkoon A = (a;j)i=1,...mj=1,. n Matriisi (el viltdmétta neliomatriisi). Mi-
ké tahansa matriisi joka saadaan poistamalla A:sta mielivaltainen (mahdol-
lisesti tyhjd) méira riveja ja sarakkeita sanotaan Am alimatriisiksi tai mi-
noriksi. Jos alimatriisin koko on (k x ), puhutaan (k x [)-minorista.
Tésméllisemmin voimme mééritelld alimatriisin késitettd seuraavasti. Vali-

taan jonosta 1,...,m osajono i; < 19 < ... < 7} ja jonosta 1,...,n osajono
g1 <idp < ...<i. Téloin B = (a;,j,)p=1,..kq=1,.. o0 Am (k x [)-alimatriisi.
Olkoon A (n x n)-matriisi ja ¢, € {1,...,n}. Télloin merkitsemme sym-

bolilla A;; sellainen A:n (n — 1) x (n — 1)-alimatriisi, joka on saatu A:sta
poistamalla siitd ¢'nnes rivi ja j'nnes sarake.
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Propositio 2.94. Olkoon A (n x n)-matriisi, missi n > 1.
1) Kiinnitetidn i = 1,...,n. Tdlloin (kehittdminen rivin ¢ mukaan )

det A = Z(—l)”jaij det(A”)
j=1
2) Kiinnitetdin j = 1,...,n. Tallin (kehittdminen sarakkeen j mukaan)
det A = Z(—l)”jaij det(AZ])
i=1

Todistus. 1) Riittdd osoittaa, ettd kaava

n

Z(— 1)i+jaij det(Aij)

j=1

madrittelee kuvauksen, joka on multilineaarisen matriisin A sarakkeiden suh-
teen, alternoiva ja antaa arvokseen 1, kun A = I,, on yksikkomatriisi. Tamé
on helppo lasku, joka jatetddn lukijalle harjoitustehtéavéksi.

2) Sovelletaan 1) Am transpoosiin AT ja kilytetiin sité tietoa, ettd det AT =
det A jokaiselle matriisille A (Lemma 2.93). O

Determinantti on yhteensopiva matriisien kertolaskun ja renkaan kerto-
laskun suhteen.

Propositio 2.95. Olkoot A, B (n x n)-matriisit. Tdlloin

det(AB) = det A - det B.

Todistus. Kiinnitetddn matriisi A ja osoitetaan, ettd kuvaus B — det(AB)
on multilineaarinen ja alternoiva B:n sarakkeiden suhteen. Merkitdan, kuten
ennen, Am rivit A;, ..., A, ja Bm sarakkeet B, ..., B". Olkoon B’ matriisi,
jolla on samat sarakkeet kuin B:lli, paitsi sarake B’* on erilainen. Merkit#sin
B":114 matriisi,jolla on samat sarakkeet kuin B:lld (ja B":114), paitsi B"* =
B+ B'*. Merkitdsin C = AB,C" = AB',C" = AB”. Meidén on osoitettavaa,
etta
det(C") = det(C) + det(C").

Kaytamalld pistetuloa (kts. esim. 2.84), ndemme, ettd ¢;; = A; - B’, joten
Cm j'nnes sarake C? on jono (A; - B/, Ay - B, ... A, - BY). Tisti seuraa,
ettéd C":n kaikki sarakkeet ovat samat kuin C:n sarakkeet, paitsi, ettd sarake
C'™ on jono (Ay-B* Ay- By, ..., A, - B;). Samoin C”:n kaikki sarakkeet ovat
samat kuin C'n sarakkeet, paitsi, ettd C} on jono (A; - (B* + B'*), Ay - (B* +
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B'*),..., A, - (B¥+ B'%)). Koska pistetulo on bilineaarinen, pitee A, - (B* +
B'*) = A;- B + A; - B'® | eli
O//k — Ck + O/k.

Koska det on multilineaarinen, pitee det(C”) = det(C') + det(C"), mita piti-
kin todistaa.
Samalla tavalla todistetaan, ettd toinen multilineaarisuus-ehdoista on voi-
massa.
Osoitetaan, etti kuvaus on alternoiva. Olkoon B:n sarakkeet B ja B’ samat,
it # j. Téalloin kuten ylla ndhdéén, ettd matriisin C = AB vastaavat sarak-
keet C* ja CY ovat samat. Koska det on alternoiva, det(AB) = detC' = 0.
Néin ollen kuvaus B + det(AB) on alternoiva n-muoto (sarakkeiden suh-
teen). Koska det virittdd avaruuden Alt"(R"), on olemassa vakio a € R siten,
etta

det(AB) = adet(B)

kaikilla B € M(n x n; R). Laskemalla yhtédlon molempien puolten arvo kun
B = I, on yksikkomatriisi, saadaan a = det(A). Néin ollen

det(AB) = det Adet B.

O

Determinaantin avulla voi tarkistaa onko matriisi kdédntyva vai singulaa-
rinen. Tama& on itse asiassa yksi tdrkeimmistd determinaantin sovelluksista.

Propositio 2.96. (Cramerin sdint6)Olkoon A R-kertoiminen nxmn-matriisi.
Talloin A on kddntyvd jos ja vain jos det A on kddntyva R:ssd. Jos det A on
kddntyvd, kddnteismatriisin A~% alkiot saadaan kaavasta

(A7) = (det A)7H(=1)" det(Ay).
Lisdksi tassd tapauksessa
det A1 = (det A) .
Todistus. Olkoon A kédntyva. Télloin edellisen proposition nojalla
det Adet(A™') =det AA™' =det], =1 =det A7'A = det A~ det A.
Néiin ollen det A on kdéntyvi renkaassa R ja lisdksi

det A1 = (det A) .
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Oletetaan kaintden, ettd det A = a on kadntyvéc renkaassa R. Muodos-
tetaan matriisi B = (b;;) € M(n x n, R) ehdolla

bij = a_l(—l)iﬂ det(Aﬂ)

Lasketaan AB. Olkoot i, j € [n]. Télléin

n n

(AB)i; = aubry = a™ () _(=1)"Vay det(A)).

k=1 k=1

Oletetaan ensin, ettd ¢ # j. Olkoon A’ sellainen matriisi, joka on muuten
kuin A, paitsi, ettd rivi A} on sama kuin rivi A;. Jos téllaisen matriisin
determinaantti lasketaan kehittelemélld sen j:n rivin mukaan, saadaan juu-
ri ylli esintyvé lauseke Y (—1)*Ja; det(Aj;). Toisaalta A’ on sellainen
matriisi, jolla on kaksi samaa rivii, joten A7 on matriisi, jolla on kaksi sama
saraketta, mistd seuraa, etté

3 (— 1) ag det(Agy) = det A = det AT = 0.

k=1

Niin ollen (AB);; = 0.
Seuraavaksi oletetaan, ettd ¢ = j. Saadaan

n

(AB)ii = Y ambe = a () _(=1)¥ ay det(Ay)).

k=1

Oikealla puoleella suluissa esiintyvi lauseke Yy (—1)*"a; det(A;;) on ta-
san det A = a (kehitetddn rivin ¢ mukaan). Néin ollen (AB); = 1.

Olemme néyttéineet, etti AB = I,. Samalla tavalla voidaan osoittaa, etté
BA = I,,. Néin ollen A on kdantyvé ja sen kddnteismatriisi on B. m

Erityisesti kdantyvén 2 x 2-matriisin kiddnteismatriisille saada helppo kaa-

va n
a N' 1 [(d —b
c d detA\—c a )’

Esimerkki 2.97. Palataan kompleksilukujen konstruktioon (kts. luku 1.1) ja
ndaytetdadn, miten voidaan helposti osoittaa, ettd kompleksilukujen joukko C
on kunta lineaarialgebran avulla. Samalla johdetaan lauseke kompleksiluvun
kddnteisalkiolle.

Olkoon z = (a,b) € R? = C mielivaltainen kompleksiluku. Tarkastellaan ku-
vaus ¢,: C — C, ¢, (w) = zw. Kuvaus ¢, on siis z:lla kertominen C:ssd. Jos
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¢. ajatellaan kuvauksena R?* — R?, sille saadaan kompleksilukujen kertolas-
kun mddritelmdn nojalla kaavan

o, (z,y) = (ax — by, ay + bx).

Tdmd on selvisti R-lineaarinen kuvaus, jos tarkastellaan R? R-vektoriavaruutena.
Tamd avaruus on 2-ulotteinen ja silld on kanoninen kanta e = {ey, es}, mis-
sd ey = (1,0) ja es = (0,1). Tamdan kannan suhteen kuvauksella ¢, on mat-

T1151€S1tYSs
a —b
2. - (b - ) |

Ndin saadaan kuvaus ®C — M (2 x 2;R), z — O(z).

Helposti verifioidaan, ettd tamda kuvaus on yhteensopiva sekd yhteenlaskun-
, ettd kertolaskun suhteen, missd vasemmoalla puoleella ovat C:n laskutoimi-
tukset, ja oikealla puolella matriisien yhteen-ja kertolasku (harjoitustehtiva).
Lisdksi kuvaus ® on injektio, silld z:n komponentit a ja b saadaan takaisin
matriisin ®, ensimmdisestd sarakkesta. Ndin ollen algebrallisena struktuuri-
na (C,+,-) on tdysin isomorfinen erddin struktuurin (M (2 x 2;R),+,-) ali-
struktuurin

C' ={9,|2€C}

kanssa. Erityisesti silld on kaikki samat ominaisuudet, mitd matriisien yhteen-
ja kertolaskulla on. Esimerkiksi nahdddn heti, ettd kompleksilukujen kertolas-
ku on assosiatiivinen ja osittelee yhteenlaskun suhteen. Koska tieddmme sen
lisiksi, ettd kompleksiluvulla (a,b) on olemassa yhteenlaskun suhteen vasta-
alkio (—a, —b), olemme ndayttineet, etti (C,+,-) on ykkosellinen rengas. Ker-
tolaskun kommutatiivisuus on helppo lasku.

Jiljelle jéd sen osoittameinen, ettd C:ssd jokaisella nollasta eroavalla alkiol-
la on kertolaskun suhteen kddnteisalkio. Koska C on isomofinen C':n kanssa,
riittid osoittaa sama C':lle. Mutta C':n alkiot ovat 2 X 2-matriiseja ja meilld
on helppo tapa tarkistaa, onko matriisi kddntyvd - laskemalla sen determi-

nantti. Koska
det (a _b) = a® + %
b «a

nahdddn, ettd . on kddntyva tasmdlleen silloin kun z = (a,b) # 0 eli tds-
mdlleen silloin, kun ®, ei ole nolla-matriisi. Lisdksi Cramerin sddntoé antaa
suoraan kaavan matriisille ®7,

1 a b
-1 _ ,
((I)z) - Cl2 + b2 (_b a) CDZ 9
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missd 2" = (245, a;_be> Niin ollen zz' = 2’z = 1, joten osoitettiin, ettd C
todellakin on kunta. Samalla johdettiin kaavaa kdadnteisluvulle.

Sen lisdksi, ettd olemme ndyttineet C kunnaksi, olemme myds samal-
la keksineet uuden tavan konstruoida ja tulkita kompleksilukuja. Nimattdin
kompleksiluku voi ajatella muotoa

a —b
<b a),a,beR

olevana matriisina tai ekvivalentisti vastavaana lineaarisena kuvauksena (stan-
dardikantojen suhteen). Algebralliset operaatiot ovat talloin tuttuja matriisien
(tai lineaarikuvausten) laskutoimituksia.

Jos a* + V* = 1, eli kompleksiluku (a,b) sijaitsee tason yksikkoympyrdl-
ld, vastaava lineaarikuvaus on tason kierto origon ympdarilld (vastapdivdin)
pisteen (a,b) mddrdmdn kulman verran. Tdsti puhutaan tarkemmin myd-
hemmin, kun kdsitellddn sisdtuloavaruuksia.

Jos taas z = (a,0) on reaaliluku, sitd vastaava lineaarinen kuvaus ®, on
yksinkertaisesti sama kuin skalaarikertoiminen a:lld R-modulissa R?. Geo-
metrisesti tamd kuvaus sdilyttaa kaikkien pisteiden suunnan, mutta venyttdd
niiden etdisyys origosta luvulla a (jos a on negatiivinen ensin peilataan piste
(x,y) origon suhteen vasta-alkioksi (—x,—y)). Tdllainen venetys kutsutaan
myds dilataatioksi
Yieinen ¢, on ndiden kahden tapauksen kombinaatio - se on kierron ja di-
laataation yhdistelmd.

Olemme ennen ndyttineet, etti kompleksiluvut ja niiden algebralliset ope-
raatiot pulpahtavat auttomaattisesti ndkyviin, jos yritetddn keksid luonnolli-
nen laajennus reaaliluvuille, jossa yhtalolld

z? = —1

olist ratkaisu. Tdamd on puhtaastt “algebrallinen” tapa pddastid kompleksiluku-
jen kdsiksi. Se saattaa ndyttia huijakselta - vaikka tiedimme, ettd yllamai-
nitulla yhtdaldlla "oikeasti” ole ratkaisuja, keksitddn sellaiset vikisin “tyhjdastd”

Tdassd esimerkissd olemme tormdanneet luonnolliseen kompleksilukujen “geo-
metriseen” tulkintaan, jonka mukaan niitd voi ajatella tason yksinkertaisina
ja hyvin konkrettisina litkkeind - kiertoina, peilauksina ja dilaatatioina. Ehto
i? =1 tassd tulkinnassa tarkoittaa yksinkertaisesti sitd, ettd kun suoritetaan
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90 asteen kierto kahdesti, ollaan tehty kaiken kaikkiaan 180 asteen kierron,
mikd on triviaalisti selvid. Tdamd osoittaa sen, ettd vaikka kompleksilukuja
ajateltiinkin aikoinaan "kuvittelisina oliona "(mistd englanninkielinen “ima-
ginary number” termi tulee), joita 7 ei ole olemassa”, ei kompleksiluvuissa
ole mitddan kuuvittelisti ja epdtodellista - niitd vor ajatella hyvin konkretti-
sina ja luonnollisina geometerisina litkkeind, joita sekd matemaatikot, ettd
esimerkiksi fyysikot ovat tutkineet jo vuosisatoja.

- Lineaarisen kuvauksen determinantti. Olkoon M &irellisulottei-
nen R-moduli ja olkoon L: M — M lineaarinen kuvaus (téllaisia lineaarisia
kuvauksia, joilla 14hto ja maali ovat sama moduli sanotaan myos endomor-
fismiksi). Haluamme méaéritellda kuvauksen L determinantti. Koska M on
aarellisulotteinen, silld on kanta € = (eq, ..., e,). Madritelemme

(298) det L = det[L]aé.

Toisin sanoen esitetaan L matriisina kannassa € (sama kanta lihto- ja maa-
lipuoleella!) ja otetaan determinantti téstéd matriisista.

Mutta onko kaava 2.98 hyvin mééaritelty? Voimmehan loytda M:lle toinen
kanta f = (f1,..., f), jolloin saadaan toinen matriisiesitys [L]f ;. Onko tél-
14 matrisilla sama determinantti kuin matriisilla [L]z¢ (jos ei ole, mééaritel-
méssdmme ei ole mitdén jarked)?

Osoitauttu, ettd néilla matriiseilla on sama determinaantti, joten kaava
2.98 on hyvin madritelty. Nimittdin on olemassa kannanvaihtomatriisit A =
[id]ef ja B = [id]e. Lisiiksi A on kédntyvd ja A~' = B. Piitee

[L]e,e = A[L]f,fAila

joten Propositioista 2.95, 2.96 ja siitd, ettd R on kommutatiivinen rengas,
saadaan

det[L]eo = det Adet[L]¢sdet A~" = det Adet A" det[L]s¢ = det[L]¢ .

Néin ollen endomorfismin determinantti kaavassa 2.98 on hyvin mééritelty.

Koska lineaarinen kuvaus on isomorfismi jos ja vain jos sen matriisi on
kaantyva, Propositiosta 2.96 seuraa heti seuraava tulos.

Seuraus 2.99. Olkoon M ddrellisulotteinen R-moduli ja L: M — M line-
aarinen endomorfismi. Tdlloin L on isomorfismi jos ja vain jos det L on
kddntyvd renkaassa R.

Erityisesti jos K on kunta ja V K-vektoriavaruus, niin lineaarinen kuvaus
L:V —V on isomorfismi jos ja vain jos det L # 0.
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Vaikka determinaantit sellaisenaan ovat méériteltyjé vain neliomatriiseil-
le ja endomorfismeille, niitd voi soveltaa myos yleisempien lineaaristen ku-
vausten tutkimiseen. Tarkastelemme vain vektoriavaruuksien tapaus. Vaikka
seuraavan proposition olisimme voineet muotoilla ja todistaa aikaisemmin-
kin, se kuuluu hengeltéién tdhén osioon.

Olkoon L: M — N R-lineaarinen kuvaus #érellisulotteisten R-modulien
vililla. Olkoon A = [L]¢ . L:n matriisi joidenkin M:m ja N:n kantojen suhteen.
Talloin pétee
dim Im L = dim Col(A).

Propositio 2.100. Olkoon L:V — W K-lineaarinen kuvaus ddrellisulot-
teisten K -vektoriavaruuksien vdililla. Olkoon A = [Ll¢e L:n matriisi joiden-
kin V:n ja W:n kantojen suhteen. Tdlloin dimIm L = k on suurin sellainen
luku k, jolle matriisilla A on olemassa kadntyvd (k x k)-alimatriisi.

Todistus. Olkoon k suurin luonnollinen luku siten, ettd A:lla on olemassa
kddntyva (k x k)-alimatriisi B. Tulkitsemme (0 x 0)-matriisi eli tyhjd mat-
riisi kdantyvéaksi matriisiksi, joten k on olemassa joka tapauksessa.
Osoitetaan, ettd £ < dimIm L. Koska alimatriisi B on kédédntyvé, sen sa-
rakkeet B',..., B¥ muodostavat avaruuden K* kannan, erityisesti vapaan
jonon. Tarkastellaan vastavien A:n sarakkeiden A%, ..., A% muodostamaa
jonoa. Oletetaan, etté se on sidottu ja olkoon

TlAil —|—...+TkAik =0

epétriviaali kombinaatio. Rajoittumalla B:n riveihin saadaan vastaava B:n
sarakkeista muodostettu epétriviaali kombinaatio. Ta&mé on ristiriidassa sen
kanssa, ettd B!, ..., B¥ on vapaa jono. Niin ollen my6s jono A%, ..., A% on
vapaa. Témé on avaruuden Col(A) vapaa osajono, joten dim Col(A) > k
(téssd kohdassa tarvitaan oletus K on kunta”). Mutta Col(A) ja Im(L) ovat
isomorfiset, joten erityisesti dim Im L > k.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Im L < k. Olkoon Im L = [. Riittda l1oytaa
Am (I x [)-alimatriisi B, joka on kddntyva. Koska dim Col A = dimIm L = [,
voidaan 16ytdéd | kappaletta A sarakkeita A, ..., A%, jotka muodostavat
Col(A):n kannan (Lemma 2.13). Muodostetaan A:n (m x [)-alimatriisi C, jo-

hon otetaan mukaan téismélleen sarakkeet A, ... A%. T&llsin dim Col(C) =
[. Toisaalta dim Row(C) = dim Col(C') = [ (Propositio 2.59), joten voimme
C'n riveista valita tdsmélleen [ rivid Cj,, ..., C},, jotka muodostavat avaruu-

den Row(C') kannan. Muodostetaan néista riveistd C:n (I x [)-alimatriisi B.
Talloin B on my6s A:n alimatriisi ja dim Row B = dim Col B = [. Tésté
seuraa, ettd B on kdantyva. O
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Seuraus 2.101. Olkoot L: V — W K-lineaarinen kuvaus ddrellisulotteisten
K -vektoriavaruuksien vdlilli. Olkoon A = [M]¢e L:n matriisi joidenkin V :n
ja W :n kantojen suhteen ja oletetaan, ettdi A on n X m-kokoinen. Tdlloin
1) L on surjektio jos ja vain jos m > n ja A:lli on (n X n)-alimatriisi B jolle
det B # 0.

2) L on injektio jos ja vain jos m < n ja A:lli on (m x m)-alimatriisi C
jolle det C' # 0.

Todistus. 1) Jos L on surjektio, niin pakko olla m > n ja dimCol(A4) =
dim Im L = n. Viite seuraa tésté ja edellisesté tulokesta. Kohta 2) osoitetaan
samalla tavalla. O]

Esimerkki 2.102. FEsitetddn edellisen tuloksen sovellus, jossa mennddn hie-
man topologian puoleelle. Olkoon A = (a;;) € M(n x m;R) reaaliarvoinen
matriisi, jota vastaava lineaarinen kuvaus L on surjektio. Tdlloin erityises-
ti m > n. Osoitetaan, ettd jokainen matriisi B = (b;;), joka on “tarpeeksi
ldhelld 7 A:ta on myds surjektio lineaarisena kuvauksena (eli L on surjek-
tio). "Tarpeeksi lihelli” tarkoittaa tissd yhteydessd tismdlleen sitd, etti on
olemassa € > 0 siten, ettd aina kun |b;; — a;j| < e, matriisi B on surjektio
(lineaarisena kuvauksena).

Viite seuraa edellisestd korolaarista. Nimittdin A:lld on olemassa (nxn)-
alimatriisi A" jonka determinaantti eroaa nollasta. Koska determinaantti on
matriisin alkioden “jatkuva kuvaus”, on olemassa pieni € > 0, siten, ettd kun
A’:n alkiot muutetaan korkeintaan €:n verran, vuden matriisin determinant-
ti on edelleenkin nollasta eroava. Ndin ollen, kun B:n alkiot ovat tarpeeksi
lahella A:n alkioita, B:lla on (n x n)-alimatriisi, jonka determinantti ei ole
nolla. Edellisen korollaarin nojalla B on surjektio.

Lukija, joka on tutustunut topologian alkeisiin huomanee, ettd todistettu vdite
voidaan muotoilla muotoon "M (n x m; R):n osajoukko {A | La on surjektio}
on avoin M (n x m; R):ssd”.

Samalla tavalla voidaan todistaa, ettd injektiivisten matriisien joukko on
avoin vastaavassa matriisiavaruudessa.
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