Luku 3

Lineaarikuvaukset
aarellisulotteisten
vektoriavaruuksien valilla

3.1 Invariantit aliavaruudet ja ominaisarvot

Téassd kurssin osassa késittelemme vain ddrellisulotteisia vektoriavaruuksia
kunnan K yli.

Olkoon L:V — V lineaarikuvaus &arellisulotteisesta vektoriavaruudesta V'
itselleen. Kéytamme siitd myos nimitysta V:n lineaarinen operaattori. Va-
litsemalla V:lle joku kanta e voimme esittdd L matriisina [L]e. TAmé& esi-
tys riippuu valitusta kannasta. Monissa sovelluksissa olemme kiinnostuneet
loytdmasan L:lle "mahdollisimman yksinkertainen” ja "sddnnollinen” matriis-
esitys. Se mitd pidetdén yksinkertaisena ja sdannollisend riippuu tietenkin
asianyhteydestéd ja sovelluksesta. Esimerkiksi mitd enemmén nolla-termeja
matriisissa esiintyy, sitd helpompi sitd on yleensa késitella - esimerkiksi de-
terminantin laskeminen helpottuu jne.

Kéytdmme seuraavaa merkintitapaa. Olkoot A (n x m)-matriisi, B (n X
k)-matriisi, C' (I x m)-matriisi, D (k x [)-matriisi. Télloin voimme muodostaa

(n+1) x (m+ k)-matriisi
A B
C D)’

jonka n ensimmaéisté rivejd saatu yhdisteleméalla A:n ja B:n rivit jne.

Olkoon L: V — V &érellisulotteisen vektoriavaruuden V' lineaarinen ope-
raattori ja oletetaan, ettd jonkun V:n kannan e = (ey,...,e,) suhteen mat-



riisi [L]e = [L]ee on muotoa

A B

0 D)’
missd A on (k x k)-matriisi, & < n ja 0 on nollamatriisi, jonka kaikki al-
kiot ovat kunnan nolla-alkioita. T&ll6in, jos merkitdan W:lla aliavaruutta,
jonka kannan e:n k ensimmaistéd vektoria eq, ..., e, virittavat, niin L kuvaa

W:n itselleen, L(W) C W. Tallaisia aliavaruuksia sanotaan invarianteiksi
L:n suhteen.

Avaruuden V' aliavaruus W on siis invariantti L:n suhteen, jos L(W) C
W. Talloin L rajoittuma L|W méérittelee operaattorin LW : W — W.
Olemme néyttaneet, ettd jos L:n matriisi [L]e jonkun kannan e = (e, ..., e,)

suhteen on muotoa
A B
0 D)/’

jollakin neliomatriisilla A € M (k x k;R), niin L:114 on invariantti aliavaruus
W = Span{ey, ..., ex}. Kddntéen, olkoon W invariantti L:n suhteen. Valitaan
V:lle kanta e = (ey,...,e,) siten, ettd (er,...,e,) on W:n kanta (tdmé on
mahdollista Lemman 2.18 nojalla). Télloin matriisi [L]e on muotoa

A B
0 D)’
missé A on rajottuman L|W: W — W matriisi kannan (e, ..., e) suhteen.

Avaruuden V' triviaalit aliavaruudet {0} ja V' ovat aina mink& tahansa
operaattorin L invariaanttejd aliavaruuksia. Voi hyvinkin kédyda niin, etté
naméi ovat L:n ainoat invariaantit aliavaruudet.

Esimerkki 3.1. Olkoon n € N. Tarkastellaan R-vektoriavaruutta

P, ={p: R = R on polynomi, jonka aste on korkeintaan n — 1}.

Tdlloin, kun m < n, avaruus P,, on P,:n aliavaruus eli saadaan nouseva
ketju vektoriavaruuksia

Ph={0}cP ChRC...CPC...CP,

joissa jokainen avaruus on ddrellisulotteinen (harjoitustehtiva).
P, :ssd on mddritelty lineaarinen derivaatta-operaattori D: P, — P,, D(p) =
p'. Aliavaruus Py on D:n invariantti aliavaruus jokaisella 0 < k < n.



Oletetaan, ettd L:114 on invariantti aliavaruus W. Aliavaruudella W on
Lemman 2.68 nojalla olemassa V:ssé komplementti W', W & W, itse asiassa
yleensé paljon erilaisia komplementteja. Yleisesti voi kdyda niin, ettd mikasdn
W:n komplementti ei ole invariantti L:n suhteen. Esimerkiksi, jos edellisessé
esimerkissd otetaan 0 < k£ < n, niin aliavaruuden P, mikédn komplementti
P, :ssé ei ole endd invariantti derivaatta-operaatorin D suhteen (harjoitusteh-
tavi).

Jos kuitenkin kédy niin onnekkaasti, ettd on olemassa esitys V = W @
W', missd molemmat W ja W’ ovat L-invariantteja, niin on olemassa V:n
kanta (nimittdin W:n ja W’ kantojen yhdiste), jonka suhteen L:n matriisi on

muotoa
A 0
0 B)’

missd A ja B neliomatriisit. Téssd A on silloin rajoittuman L|W: W — W’
matriisi ja B on rajoittuman L|W’: W’ — W’ matriisi.
Kéédntéen, jos kannan (eq, ..., e,) suhteen L:n matriisi on muotoa

(0 5)

missé A (kxk)-matriisi ja B (n—k)x (n—k)-matriisi, niin W = Span{ey, ..., e}
ja W' = Span{eg1,...,e,} ovat L-invariantteja ja toistensa komplementteja
V:ssé.

Tamé havainto voidaan helposti yleistd mielivaltaisen moneen maaraan
aliavaruuksia. Toisin sanoen jos V = W; @ Wy @& ... & W, missad jokainen
alivaruus W;, 1 < i < n, on L-invariantti, niin L voidaan esittda matriisina

A, 0 ... 0
0 Ay ... 0
0 0 ... A,

missé A; on jonkun kuvauksen L|W;: W; — W; matriisi.
L:n rajoittumat aliavaruksiin WW; méaaraavat talloin kuvauksen L yksikésit-
teisesti. Lisdksi helposti ndhdéaén, ettéa

det L =det Ay -det Ay - ... -det A, = Hdet(L|VVi)
i=1
eli Lin determinaantti voidaan laskea rajoittumien L|W; determinaanttien
tulona.



-Ominaisvektorit ja ominaisarvot.
Yksinkertaisin epétriviaali aliavaruus on 1-ulotteinen, eli yhden alkion z €
V,x # 0 virittdma aliavaruus

W= {kz | k€ K}.

Tutkitaan tilanetta, jossa operaattorin L invariantti aliavaruus W on 1-
ulotteinen. Olkoon z jokin Wi virittdja. Talloin siis W = {kx | k € K}
ja z # 0. Koska W on invariantti, niin erityisesti L(z) = kx jollakin k € K.
Téllainen k on yksikésitteinen, silld vektoriavaruudessa on voimassa supis-
tussddnnot - jos kz = Kz, niin k = k', sillda x # 0. Jos otetaan jokin toinen
W:n virittdja y, niin y = K’z jollakin &' € K ja L(y) = L(k'z) = K'L(x) =
K'kx = k(k'x) = ky (huomaa, miten kunnan vaihdanaisuus on kiytetty tdssi
hyvéksi).

Maaritelma 3.2. Olkoon x € V', x # 0. Sanomme, ettd x on operaattorin
L:V — V ominaisvektori jos on olemassa k € K siten, etti L(x) = k.
Kerroinkunnan alkio k on tdlloin ominaisvektoriin x:n lityvd kuvauksen L
ominaisarvo.

Operaattorin L ominaisarvo on puolestaan johonkin sen ominaisvektoriin liit-
tyvd ominaisarvo.S

Olkoon k£ € K kuvauksen L ominaisarvo. Sitd vastaava ominaisarvoali-
avaruus maaritellaan

Lemma 3.3. 1) Jokainen L:n ominaisarvoaliavaruus on V :n alicvaruus. Se
on epdtriviaali ja tnvariantti L:n suhteen.

2) Olkoot ky, ..., k, € K L:n (erilaiset) ominaisarvot. Tdlloin summa’y ., Vi,
on suora. Erityisesti L:lld voi olla korkeintaan dim V' erilaista ominaisarvoa.

Todistus. 1):m todistus jéitetddn (helpoksi) harjoitustehtéviksi lukijalle.
2) osoitetaan viite induktiolla n:n suhteen. Sovelletaan Lemman 2.64 ehtoa
(ii). Olkoon x; € Vi, i =1,...,n ja

T+ 22+ ...+, =0.
Soveltamalla tdhédn yhtalon kuvausta L saadaan
kixi+koxo+. . +kyx, = L(x1)+L(xe)+. . 4+ L(x,) = L(xy+22+. . .+2,) = L(0) = 0.
Toisaalta kertomalla sama yhtélo skalaarilla k&, saadaan

kozi + kpro+ ...+ k,x, =0.
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Vahentamailld toinen yhtélod toisesta, saadaan yhtélo
(kl — kn)xl + ...+ (kn,1 — kn>xn,1 = 0,

joka voidaan kirjoittaa muotoon y; + yo + ... + yp—1 = 0, missd y; € Vj,,

i =1,...,n— 1. Soveltamalla induktio-oletusta saadaan (k; — k,)x; = y; =
0,7 =1,...,n — 1. Koska oletamme, ettd ominaisarvot k; ovat kaikki eri
luvut, k; — k, # 0. Koska K on kunta, téstd seuraa, ettd x; = 0 kaikilla
1=1,...,n— 1. Talléin myo6s x,, = 0. Viite on todistettu.

Jokainen ominaisarvoaliavaruus on epétriviaali, erityisesti sen dimensio on
vahintddn 1. Proposition 2.69 nojalla saadaan

dimV > dim(®}, Vi,) > (Z 1) =n.

i=1
[l

Ominaisarvoaliavaruuden V}, dimensiota sanotaan ominaisarvon k geo-
metriseksi kertaluvuksi.

Olkoon L:V — V operaattori ja olkoon ki, ..., k, sen kaikki erilaiset
ominaisarvot. Edellisen tuloksen nojalla on olemassa V:n alimoduli V' =
@71 Vi,, jonka kaikki ominaisvektorit virittdd. Voi tietenkin kéyda niin, ettd
V' on aito alimoduli. Itse asiassa eihdn operaattorilla edes tarvitse olla omi-
naisvektoreita ollenkaan. Esimerkiksi tason aito kierto on operaattori, jolla
ei ole ominaisarvoja.

Jos kuitenkin pétee V' = @' ,V}, =V, sanomme operaatorin L olevan dia-
gonalisoituva. Syy tdhin termiin on seuraava.

Neliomatriisi A = (a;;) € M(n x n; K) on diagonaalimatriisi jos a;; = 0
kaikilla ¢ # j. Toisin sanoen diagonaalimatrisiilla on nollasta eroavia alkioita
vain diagonaalilla (eli alkiot jotka ovat muotoa a;;).

Olkoon operaattori L diagonalisoituva. Valitsemme jokaiselle ominaisarvoali-
avaruudelle V;, kannan. Koska ominaisarvoaliavaruuksien summa on suora ja
yhtyy koko avaruuteen, niiden kantojen yhdiste on koko avaruuden V' kanta.
Lisdksi jokaiselle tdmén kannan alkiolle e pétee L(e) = ke jollakin k € K.
Téasta seuraa, ettd L:n matriisi tdméan kannan suhteen on diagonaalimatriisi.
Kadntden, jos L:n matriisi jonkun kannan suhteen on diagonaalimatriisi, niin
tdmén kannan jokainen alkio on ominaisvektori, joten L on diagonalisoituva.
Olemme osoittaneet seuraavan tuloksen.

Lemma 3.4. Operaattori L: V. — V on diagonalisoituva jos ja vain jos
V:lld on olemassa kanta, jonka suhteen L:n matriisi on diagonaalimatriisi.



Olkoon A € M (nxn; K) neliomatriisi. Liitdmme siihen lineaarikuvauksen
La: K™ — K™, joka on méiritely kaavalla L4(z) = Az (missd x tulkitaan
pystyvektorina). Tdmé& on itse asiassa yksikésitteinen kuvaus jonka matriisi
K™n standardikannan suhteen on A.

Sanomme, ettd matriisi A on diagonalisoituva jos kuvaus L4 on diagonali-
soituva operaattori.

Lemma 3.5. a) Olkoon A € M(n x n; K). Tdlloin A on diagonalisoituva
jos ja vain jos on olemassa kddntyvd (n X n)-matriisi J siten, ettd matriisi
JAJY on diagonaalimatriisi.

b) Olkoon L:V — V operaattori. Olkoon e jokin V :n kanta. Tdlloin L on
diagonalisoituva jos ja vain jos matriisi [L]e on diagonalisoituva.

Todistus. Kiinnitetddn avaruuden kanta e. Olkoon f jokin toinen V:n kanta.
Talloin

[L]s = J[L]eJ
missd J = [f|e] on kannanvaihtomatriisi. Toisaalta miké tahansa kééntyva
neliomatriisi J on muotoa [f|e] jollakin kannalla bf f (harjoitustehtéva) ja
talloin J[L]oJ ! = [L]¢. Edellisen lemman nojalla L on diagonalisoituva jos
ja vain jos 16ytyy kanta f jolle [L]f on diagonaalimatriisi. N&in ollen olemme
néayttineet, ettd L on diagonalisoituva jos ja vain jos on olemassa kadntyva
matriisi J siten, ettd J[L]oJ ' on diagonaalimatriisi.
Sovelletaan tdméa tulos ensin kuvaukseen L, ja R™n standardikantaan e.
Koska madritelméamme mukaan matriisi A on diagonalisoituva jos ja vain jos
[L]¢ on diagonaalimatriisi jonkun kannan {f} suhteen, olemme todistaneet
a)-kohdan ehdon.
Yhdistdmalld a)-kohdan tulos ja edelld todistettu L:n diagonaalisaatin ka-
rakterisaatio, saadaan b)-kohdan tulos osoitettua. ]

Diagonaalimatriisit on erityisen helppoa kisitelld. Esimerkiksi jos A =
(a;;) on diagonaalimatriisi, sen determinantti on det A = aq1a9 ... ay,, el
diagonaalialkioiden tulo, mitd ndhd&aén helposti kehittamalla det A ensim-
méisen sarakkeen suhteen ja jatkamalla induktiolla.

Siksi on tarkeédtd tied, milloin kuvaus (tai matriisi) on diagonalisoituva. Yksi
helppo riittdava ehto annetaan seuraavassa lemmassa.

Lemma 3.6. Olkoon L:V — V lineaarinen endomorfismi, missd dimV =
n. Oletetaan, ettd L:lld on n erilaista ominaisarvoa ky, ..., k,. Tdlloin L on
diagonalisoituva.

Todistus. Jos ominaisarvoja on n, niin aliavaruuden V' = @7V}, dimensio
on ainakin n. Toisaalta se ei voi olla enemmén kuin n, jos n = dim V. Mutta



n-ulotteisen vektoriavaruuden aidon aliavaruuden dimension on aidosti pie-
nempi kuin n (Lemma 2.18), joten V' = V. O

Edellisen lemman antama diagonaalisoitumisen ehto on riittadva, mutta
ei valttaméton - L voi olla diagonalisoituva vaikka silld olisi vihemmén kuin
dim V' ominaisarvoa. Tdmé on selvé - voihan joku ominaisarvoaliavaruus olla
enemmain kuin yksiulotteinen. Esimerkiksi identtisen kuvauksen id: V- — V'
matriisi on aina diagonaalimatriisi, joten se on varmasti diagonalisoituva,
vaikka silla on vain yksi ominaisarvo 1 € K.

Ennen kuin voimme mennd kéytdnnon esimerkkeihin ominaisarvoista,
meidan on kehitettdviad menetelmié, jolla voimme laskea annetun kuvauk-
sen ominaisarvot. Yksi téllainen menetelmé 16ytyy determinantin avulla. Ni-
mittdin olkoon A € K mielivaltainen. T&ll6in A on L:n ominaisarvo jos ja
vain jos L(z) = Az jollakin x # 0, eli jos ja vain jos (L — Aid)(x) = 0 jollakin
x # 0. Koska L — \id on lineaarinen kuvaus, tdma on yhtapitdvé sen kanssa,
ettd L — \id ei ole injektio. Koska L — A\id on &arellisulotteisten vektoria-
varuuksien vélinen lineaarinen kuvaus, se ei ole inejektio jos ja vain jos se ei
ole isomorfismi, eli jos ja vain jos det(L — Aid) = 0.

Olkoon A L:n matriisi (jonkun kannan suhteen). T#lloin ehto on yhtépitava
chdon det(A — AI) = 0 kanssa, misséd [ on yksikkomatriisi (identtisen ku-
vauksen matriisi).

Pidetdédn A € K muuttujana, ja tarkastellaan matriisia A — AI, joka on muo-
toa

a1l — A 12 N Q1n
921 Q99 — AL Qony
an1 Ao cos Opp — A

Lasketaan sen determinantti esimerkiksi kaavalla (2.92). Saadaan lopputu-
loksessa summa termeisté, joista jokainen on tulo n:std matriisin A — \I al-
kioista. Jokaisessa téllaisessa tulossa voi esiintyé termi (a; — A) korkeintaan
n kertaa. Néin ollen det(A — AI) on A:n suhteen polynomifunktio, eli funktio
p: K x K, jonka voi kirjoittaa muotoon

p(A) =\ + CRD N B R N

joillakin ¢, ¢p_1,...,¢c0 € K (polynomin kertoimet), ¢, # 0.Téllaisen po-
lynomin aste on n. Kuvauksen det(A — AI) tapauksessa "johtava” kerroin
¢, = (—1)", joten se on tasan m-asteinen polynomi.
Néin ollen, kun etsimme L:n ominaisarvot joudumme ratkaisemaan polyno-
mayhtdlon

det(A — M) = 0.



Esimerkkeja 3.7. 1) Tarkastellaan kuvausta L: R* — R?, jonka matrii-

2)

s1 standardin kannan suhteen on

(0 1)

Lasketaan sen ominaisarvot. Saadaan toisen asteen yhtdlon

Co(1=x 1 )
O—det< 0 1_)\)—(1—)\),

jolla on tasan yksi ratkaisu N\ = 1. Ndin ollen kuvauksella on vain
yksi ominaisarvo. Jos (z,y) € Vi on ominaisvektori, niin L(x,y) =
(r+vy,y) = (x,y) jos ja vain jos x +y = x eli y = 0. Ndin ollen omi-
naisvektorialiavaruus on 1-ulotteinen aliavaruus W = {(z,0) | z = 0}
(x-akseli). W on L-invariantti aliavaruus.

Kuvauksella L ei ole muita invariantteja aliavaruuksia kuin W ja tri-
viaalit aliavaruudet {0} ja R?. Tdmd nihdiin seuraavasti - jos W' on
ei-triviaali invariantti aliavaruus, sen on oltava 1-ulotteinen (silld koko
avaruus on 2-ulotteinen). Ndin ollen sen jokaisen virittdjan on oltava
ominaisvektort eli kuulua avaruuteen W ylld.

Tdssd saadaan siis esimerkky tilanteesta, jossa invariantin aliavaruu-
den jokainen komplementti ei ole invariantti.

Erityisesti L ei ole diagonalisoituva.

Tarkastellaan kuvaus L: R? — R2%, jonka matriisi standardin kannan

suhteen on
0 -1
1 0 /-

Lasketaan sen ominaisarvot. Saadaan toisen asteen yhtald

-2 —1

0= det [ =(=A)?+1=XN+1.
1 =X

R:ssd talla yhtalolla ei tunnetusti ole juuria, joten L:lld ei ole ominai-

sarvoja ollenkaan. Tdmd ei ole kovin ylldttdvid, silld L on itse asiassa

tason kierto origon ympdri 90 vastapdivddan.

Jos taas tarkastellaan kuvausta L: C* — C2, jolla on standardin kan-
nan suhteen sama matriisi, nin tdalld kuvauksella on jopa kaksi omi-
naisarvoja - silli polynomiyhtdlélld N2 +1 = 0 on C:ssd kaksi juurta -
i=(0,1) ja —i = (0,—1). Koska dim¢c C? = 2, Korollaarin 3.6 nojalla,
L on diagonalisoituva. Lasketaan vastaavat ominaisvektorit.



L(z,y) = (—y,x) =i(x,y) jos ja vain jos x = iy eli esimerkiksi vektori
vy = (i, 1) on ominaisvektori. Vastaavasti nahdddn, etti vy = (—i,1) on
arvoa —i vastaava ominaisvektori. Kannassa (v, vs) kuvauksen matrii-
st on diagonaalimatriisi
i 0
(%)

Edellisessa esimerkissé ndhtiin, ettd ominasivektorien olemassaolo ja eri-

tyisesti diagonalisaation mahdollisuus riippuvat kerroinkunnasta, jonka suh-
teen asia tarkastellaan. Taméa johtuu pohjimmiltaan siitéd, ettd polynomiyh-
talot kayttaytyvit eri tavalla eri kunnissa.
Esimerkissi 2) ylld tarkasteltiin lineaarikuvausta, jolla ei ole ominaisarvo-
ja ollenkaan - koska toisen asteen yhtalolla ei valttdméatta ole R:sséd juuria.
Kompleksilukujen suhteen taas ominaisarvo 16ytyi, koska C:ssé jokaisella po-
lynomilla on juuri, eli C on esimerkki niin sanotusta algebrallisesti suljetusta
kunnasta.

Olkoon K kunta. Sanomme, ettd K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella
ei-vakio polynomiyhtélolla p: K — K,

p(fl?) = Cn$n + Cnflxnil +...+cx+ Co,

n > 1,c¢, # 0,¢c,...,c, € K on olemassa ainakin yksi juuri, eli sellainen
k € K jolle p(k) = 0.

Edellisestd seuraa, ettd jos K on algebrallisesti suljettu kunta, V' on epétri-
viaali K-vektoriavaruus ja L: V' — V on lineaarinen operaattori, niin L:ll&
on ainakin yksi ominaisarvo.

Seuraavat kaksi tulosta ovat erittédin térkeitd, mutta niiden todistukset
ovat liaan tyoléitéd ja aikaa vievid, joten esitdmme ne ilman todistuksia. En-
simmaéinen véite todistetaan esimerkiksi Algebra II-kurssilla, toinen taas mil-
l& tahansa kompleksianalyysin peruskurssilla.

Propositio 3.8. Jokainen kunta voidaan “upottaa” algebrallisesti suljettuun
kuntaan. Toisin sanoen jos K on kunta, on olemassa algebrallisesti suljet-
tu kunta K' ja injektitvinen homomorfismi f: K — K'. Samastamalla K ja
isomorfinen sen kanssa kunta f(K) voimme ajatella, etti K on K':n alikun-
ta.

Propositio 3.9. Kompleksilukujen kunta C on algebrallisesti suljettu.



Propositiossa 3.8 riittda olettaa, ettd on olemassa kunta-homomorfismi
K — K’, silla mikid tahansa kunta-homomorfismi on injektiivinen. Proposi-
tion véitettd voidaan tarkentaa - voidaan todistaa, ettd jokaiselle kunnalle K
on olemassa jopa "pienin” algebrallisesti suljettu kunta K’, joka sisiltdd sen
alikuntana. "Pienin” tédssé yhteydessd tarkoittaa, ettd jos K” on toinen al-
gebrallisesti suljettu kunta, joka sisaltda K alikuntana, se sisdltda myos K':n
alikuntana. Téllainen pieni algebrallisesti suljettu kunta, joka siséltdd K:n,
sanotaan K:n algebralliseksi sulkeumaksi. Kaikki ndméa véitteet formalisoi-
daan ja todistetaan Algebra II-kurssilla.
Helposti ndhdédén, ettd (jos Proposition 3.9 viite hyvaksytddn todeksi) R:n
algebrallinen sulkeuma on kompleksilukujen kunta C.
Rationaalilukujen kunnan Q algebrallinen sulkeuma @’ ei ole R - silld eihdn R
edes ole algebrallisesti suljettu, mutta ei ole mydskédn kunta C, vaan on C:n
aito alikunta, joka koostuu niin sanotuista algebrallisista luvuista, eli sellaisis-
ta kompleksiluvuista, jotka ovat jonkun kokonaisluku-kertoimisen polynomin
juureja. Esimerkiksi V2 tai /7 +1i ovat algebrallisia (yritd keksid konkonais-
kertoiminen polynomi, jonka juurena on viimeksi mainittu kompleksiluku).
Kuuluisa Neperin luku e seké luku 7 ovat esimerkkeja reaaliluvuista, jotka
eivit ole algebrallisia.

Olkoon K algebrallisesti suljettu kunta ja L: V — V erdén airellisu-
lotteisen K-vektoriavaruuden V' operaattori. T&lloin L:114 on ainakin yksi
ominaisarvo ja ainakin yksi ominaisvektori, mutta L ei ole valtaméatta dia-
gonalisoituva. Parasta mité téssd tapauksessa voidaan tehdd, on esittda L
yldkolmiomatriisina.

Matriisi A = (a;;) € M(m X n;R), missié R on mielivaltainen rengas
sanomme yldkolmiomatriisiksi, jos kaikki sen alkiot jotka ovat "diagonalin
alapuoleella” ovat nolleja. Tdsmallisemmin sanottuna A on yliakolmiomatriisi
jos ja vain jos a;; = 0 kaikilla ¢ > j.

Ylidkolmiomatrisii siis ndyttéd seuraavanalaiselta,

a1; a2 ... Qip
0 agy ... Qgpn
0 0 ... Gun.

Kehittamalla tallainen matriisi vaikkapa ensimmaéisen sarakkeen suhteen
ja jatkamalla néin induktiolla ndhd&én, etté

det A = a11a99 . .. App
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on matriisin diagonaalialkioiden tulo. Jos A € K, niin matriisi A — Al on
myo6s ylakolmiomatriisi ja edellisen nojalla

det A — M = (CLH — )\)(CLQQ — )\) Ce (a,m — )\)

Tasta seuraa, ettéd ylakolmionmatriisin A ominaisarvot ovat tasan sen diago-
naalialkiot. Erityisesti jos yldkolmiomatriisin kaikki diagonaalialkiot ovat eri
alkiot, se on diagonalisoituva (Korolaari 3.6).

Lemma 3.10. Olkoon L:V — V operaattori, missi V on (ddrellisulottei-
nen) K-vektoriavaruus (K mielivaltainen kunta, ei valtimdttd algebrallisesti
suljettu). Olkoon n = dim V. Tdlloin on olemassa V :n kanta, jonka suhteen
L:n matritst on ylikolmiomatriisi jos ja vain jos on olemassa kasvava ketju
V:n aliavaruuksia

Wy Cc Wy C... CWn_l,

siten, ettd dim W; = 1 jokaisella v = 1,...,n — 1 ja jokainen aliavaruus W;
on L-invariantti.

Todistus. Harjoitustehtava. O]

Esimerkki 3.11. Olkoon P, R-vektoriavaruus, jonka muodostavat kaikki po-
lynomit p: R — R, joiden aste on korkeintaan n — 1. Olkoon D: P, — P,
derivaatta-kuvaus, D(p) = p'. Tdlldin

PCPRC...CP,

on ketju D-invariantteja aliavaruuksia joille dim P; = i. Kannan {1,t,t%,... t"" 1}
suhteen kuvauksen D matriisi on yldkolmiomatriisi. Itse asiassa, koska k-
asteisen polynomin deriwaatan aste on aidosti pienimpi kuin k, tdmdn mat-
ritsin diagonaalialkiot ovat myds kaikki nolleja. Ndin ollen derivaattakuvauk-

sen ainoa ominaisarvo on 0, mikd on muutenkin helppo ndihdd suoraan. Kos-

ka vastaava ominaisarvoaliavaruus P° koostuu tasan vakiopolynomeista, ei
timd kuvaus ole diagonalisoiva, kun n > 2.

Propositio 3.12. Olkoon K algebrallisesti suljettu kunta. Tdlloin jokainen
lineaarikuvaus L:V — V', missi V' on ddrellisulotteinen K-vektoriavaruus,
voidaan esittid ylakolmiomatriisina jonkun kannan suhteen .

Todistus. Osoitetaan vaite induktiolla V:n dimension suhteen. Kun n = 1
véite on selvi, silld jokainen (1 x 1)-matriisi on triviaalisti yldkolmiomatriisi.
Oletetaan, ettéd viite on tosi avaruuksille, joiden dimensio korkeintaan n — 1
ja olkoon V:n dimensio n. Olkoon L: V — V operaattori. Koska K on al-
gebrallisesti suljettu, L:114 on ominaisarvo A ja siihen liittyva ominaisvektori
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x. Olkoon U = Kz x:n virittdma aliavaruus. Lemman 2.68 mukaan U:ll4 on
olemassa V:ssé komplementti W, V = U & W. Talloin dimW =n — 1. Ol-
koon p: V' — W kanoninen projektio. Kuvaus L': W — W, L'(z) = p(L(z))
on n— 1-ulotteisen K-vektoriavaruuden operaattori, joten induktio-oletuksen
mukaan W:114 on kanta (eq, ..., e, 1), jonka suhteen L:n matriisi on yldkol-
miomatriisi. Tamé tarkoittaa sitéd, ettd jos merkitddan W;:lla aliavaruutta,
jonka jono (eq,...,e;) virittd, niin L'(W;) € W;. Jono (z,eq,...,e,1) on
V:n kanta. Jos merkitdian V:1la alivaaruutta, jonka osajono (x,eq, ..., ¢e;) vi-
rittdd, niin L(V;) C V; kaikilla ¢ = 0,...,n — 1. Téstéd seuraa, ettd kannan
(x,e1,...,e,—1) suhteen L:n matriisi on yldkolmiomatriisi.

]

Toinen tapa osoittaa edellisen Lemman viitettd todeksi on kayttda hy-
viksi duaali-avaruutta. Nimittédin duaalikuvaus L*: V* — V* on n-ulotteisen
avaruuden V* operaattori, joten, K:n olleessa algebrallisesti suljettu, silld on
ominaisvektori f: V' — K. Talloin W = Ker L on (n — 1)-ulotteinen (niin
sanottu hyperavaruus) L-invariantti aliavaruus V:ssé (harjoitustehtéva). So-
veltamalla sama tulos kuvauksen L rajoittumaan L|: W — W loydetddn
n — 2 ulotteinen L-invariantti aliavaruus jne. Jatkamalla néin saadaan osoi-
tettua, ettd L:lle piatee Lemman 3.10 ehto.

Esitetdén kaksi edellisen tuloksen sovellusta, joissa menn#din analyysin
ja topologian puoleella. Siksi esitdmme joitakin vaiheita ilman todistuksia.
Tarkoitus on néyttaa "kasia heiluttamalla”, miten edelld saadut tulokset so-
velletaan kaytdnnossé erityyppisiin tilanteisiin.

Esimerkki 3.13. Olkoon A R-kertoiminen (nXxn)-matriisi. Haluamme mdd-
ritelld sen eksponentti e, Reaaliluvuillehan eksponenttifunktio voidaan tun-
netusti mdadritelld ddrettomdand sarjana

T 1 2 1 m

ef=1+x+=-x"+...+—2a"+....
2 m

Analyysin kursseilla osoitetaan, ettd tamd sarja suppenee kaikilla © € R.

Neliomatriiseille “apinoidaan” samaa mddritelmdd, eli asetetaan

1 1
eA=T+ A+ A2+ 4+ A"+ .
2 m

Voidaan osoittaa (me ei mennd siihen tdlld kurssilla), ettd ndin mdadritelty
sarja suppenee jokaisella matriisilla A € M(n x n;R). Nain mddaritelty mat-
ritsin eksponentti ei ole pelkddstddn hyodyton analogia, vaan erittdim tdirked
otus esimerkiksi differentiaaligeometrissa, lie ryhmien teoriassa tai jopa fyy-
sikassa. Esimerkiksi kuvaus t — e on differentiaaliyhtilon v' = Ay ratkaisu
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matriisien avaruudessa.

Haluamme osoittaa, ettd matriisi e on aina kdidntyvi eli dete? # 0 (vrt.
reaalilivuille €® # 0 kaikille x € R). Emme voi tdhdin kdyttia suoraan edel-
lista tulosta, silld eihdn R edes ole algebrallisesti suljettu.

Tdta varten mddritellddin eksponenttikuvaus kaikille kompleksiarvoisille ne-
liomatriiseille samalla kaavalla, eli jos A € M(n x n;C), asetetamme

A

1 1
eA =T+ A+ A+  + A"+ ..
2 m

Voidaan edelleenkin osoittaa, ettd tdmd sarja suppenee aina. Lisdksi edelld
tarkasteltu reaaliarvoisten matriisien tapaus on tamdn mddritelmadn erikois-
tapaus, silld onhan jokainen reaaliarvoinen matriisi myds erityisesti komplek-
starvoinen (tdmd on tyyppillinen esimerkki siitd, miten voimme kdayttad komplek-
silukugja, vaikka ratkaisemme reaalilukuhin liittyvid ongelmaa,).

Edellisen proposition nojalla voimme jokainen A € M (n x n;C) esittid yld-
kolmiomatriisina B, vaihtamalla kannan standardikannasta johonkin toiseen
kantaan. Tdlléin siis A = JBJ~Y, missd J on kannanvaihtomatriisi. Induk-
tiolla helposti nihdddn, ettd A™ = JB™J ™! kaikilla n € N, joten

1 1 1 1
et = I+A+§A2+. A=A = I—|—JBJ‘1+§JBQJ‘1+. cA—JB™J = JeP T
m m

missd otamme J ja J~1 yhteisksi tekijoiksi” viimeisessd sarjassa, koska ne
estintyvdt jokaisessa termissa (ndiden manipulaatioiden tarkka perustelu vaa-
tii analyysin tuloksia, sivutamme yksityiskohdat). Koska det X = det JX J ™1
jokaisella matriisille X, riittdd siis osoittaa, ettd dete? # 0 kun B on yld-
kolmiomatriisi.

Huomaa, ettd jos olisimme pysyneet R:ssd, emme olisi voineet kdyttdd tillais-
ta teknitkkaa, silla kun ylli A on reaaliarvoinen, B ja J ewdt endd yleisesti
ole.

Jos B on yldkolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat by, ..., by, niin
B? on myds ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat b%,, ... b2 (help-
po lasku). Induktiolla nihdddn, ettd jokaisella m € N matriisi B on yldkol-
miomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat b}y, ..., b . Ndin ollen sarjassa

1 1
eP=I+B+-B*+...+ —B™+...
2 m

rajana saadaan ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat sarjoja

12 1 m z
l+z24+=2"+...+ —2"4+...=¢,
2 m
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missd z = by. Ndin ollen
deteB = ePrreb2 | ePm £,

silli e # 0 jokaisella kompleksiluvulla z € C (jos et ole aikaisemmin tormdn-
nyt kompleksuluvun eskponenttiin, joudut vain uskomaan tatda, mutta mielum-
min ota asiasta selvdd). Viite on todistettu.

Esimerkki 3.14. Olkoon A kompleksiarvoinen neliomatrisi. Osoitetaan, et-
td mielivaltaisen lahella A:ta loytyy matriisi, joka on diagonalisoituva. Tdmd
tulos on tirked analyysissa. Sen avulla voidaan esimerkiksi todistaa matrii-
sien liittyvid vditeittd todistamalla ne ensin diagonaalisoituville matriisille
(mikd usein voi olla hyvin helppoa) ja sitten yleistamdlld se mielivaltaiselle
matriisille jonkinlaisella “raja-kaynnilla”.

Mitd mielivaltaisen ldhelld tarkoittaa tissi? Se tarkoittaa, ettd jokaisella € >
0 voimme muuttaa A:ssa esiintyvit alkiot korkeintaan e:n verran, niin, et-
ta saamme diagonalisoituvan matriisin. Tdasmallisemmin jos A = (a;;), niin
vaitimme, ettd jokaisella € > 0 loytyy diagonalisoituva matriisi B = (b;;)
siten, ettd |a;; — b;;| < € katkilla i, j. Kompleksiluvun itseisarvo |- | on sama
asia kuin sen itseisarvo tason R? pisteend (eli etdisyys origoon,).

FEsitetddn A muodossa JCJ~1, missi C on ylikolmiomatriisi. Jos l6y-
dimme mielivaltaisen lihelld C:téi diagonalisoituvan matriisin B, niin JBJ ™1
on diagonalisoituva matriisi, joka on mielivaltaisen lihelld A:ta (koska mat-
ritsien kertolasku on niin sanottu “jatkuva operaatio”, sivuutamme tarkka
perustelu). Ndin ollen riittdd olettaa, ettd A on ylikolmiomatriisi. Sen dia-
gonaalialkiot ewdt viltamdttd ole eri alkiot, mutta selvdsti voimme muuttaa
nitden arvot hyvin vdhdn, niin, ettd saadaan ert luvut diagonaalilla. Tdlloin
saadaan uusi matriisi B, joka on myds yldkolmiomatriisi, joka on hyvin ld-
hella A:ta ja jonka diagonaalialkiot ovat kaikki eri alkiot. Mutta tdllainen
matriisi on aina diagonalisoituva (kts. ylld).

14



