Luku 5

Airellisviritteisisti Abelin
ryhmista

Palautetaan mieleen, ettd R-moduli M on aéarellisviritteinen, jos silld on &&-

rellinen virittéjé joukko eli alkiot my, ..., my € M siten, ettd M = Span(m._ ...

Kun R = K on kunta, #érellisviritteiset R-modulit (eli K-vektoriavaruudet)
on helppoa luokitella ainakin isomorfiaa vaille - ne ovat talloin vapaat ja &é-
rellisulotteiset. Jokaisella &direlliviritteisellda K-vektoriavaruudella on hyvin-
maédritelty dimensio dim K € N ja kaksi téllaista vektoriavaruutta ovat iso-
morfisia jos ja vain jos niilld on sama dimensio. Dimensio on siis invariantt:
joka luokittele &arellisviritteiset vektoriavaruudet isomorfiaa vaille téaydelli-
sesti.

Kun R ei ole kunta asiat ovat tunnetusti paljon monimutkaisempia. Kun-
tien jélkeen “yksinkertaisin” rengas on kokonaislukujen rengas Z, joten tés-
sé osiossa tutkimme &dérellisviritteisid Z-moduleita, eli siis darellisviritteisia
Abelin ryhmia. Kaikki tdssd luvussa tarkasteltavat tulokset ovat (ainakin so-
pivasti yleistettyné ja tulkittuna) voimassa itse asiassa myos kun R on niin
sanottu pddideaalirengas eli sellainen vaihdannainen rengas, jonka jokainen
ideaali on yhden alkion virittdmé. Z on pa#ideaalirengas. Toinen tuttu meille
esimerkki p#dideaalirenkaasta, joka ei ole kunta, on polynomirengas K[X],
missd K on kunta. Olisimme periaatteessa voineet tutkia yleisesti darellisvi-
ritteisid moduleita padideaalirenkaan yli, mutta sen sijaan pidaytymme tér-
kedssiatapauksessa R = 7Z, jolloin todistuksetkin ovat paljon konkrettisimpia
ja helpommin ymmaéarrettavia.

Yksinkertaisin epétriviaali virittdjajoukko sisdltdd yhden alkion, joten

aloitetaan yhden alkion virittdmistd Abelin ryhmista. Téllaisia ryhmié sano-
taan syklisiksi. Olkoon A syklinen ryhmaé ja olkoon x sen virittdja. Méaaritel-
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laan kuvauksen f: Z — Z kaavalla f(n) = nz. Helposti ndhdaén, ettd tdma
kuvaus on ryhmien véalinen homomorfismi. Liséksi, koska x virittda A:n, se on
tassd tapauksessa surjektiivinen. f:n ydin on jokin Z:n aliryhmé, eli muotoa
mZ jollakin m € N. Isomorfialauseesta seuraa nyt, etti A = Z/mZ = Z,,.
Néin olleen jokainen syklinen ryhmé on isomorfinen Z,,:n kanssa jollakin
m € N. Kun m = 0, A on déretén ja isomorfinen Z:n kanssa. Kun m > 0,
A:ssé on tasan m alkiota.

Yleisemmin olkoon A jokin Abelin ryhmé ja olkoon a € A. Télloin aliryh-
mé A" = Span(a) on syklinen ryhmé. Merkitsemme myos A’ = Z[a]. Tamé
merkintd on luonnollinen, silla

A" ={na | n ez}

Y14 olevan mukaan on olemassa kaksi mahdollisuutta. Jos A’ on déreton, se
on isomorfinen Z:n kanssa. Téalloin kaikilla n € Z,# 0 myo6s na # 0. Sanom-
me télloin, ettd a:n kertaluku on ddreton.

Toinen mahdollisuus on, ettd A’ on #irellinen joten yllaolevan mukaan
isomorfinen Z,,:n kanssa jollakin m > 0. Lisdksi on olemassa isomorfis-
mi Z —m — A, jolle f(1) = a. Téllsin A":ssd ma = 0, mutta alkiot
a,2a,...,(m — 1)a eroavat nolla-alkiosta. Sanomme t#ssd tapauksessa ko-
konaisluku m alkion a kertaluvuksi. Tassé tapauksessa kertaluku on siis pie-
nin positiivinen kokonaisluku n jolle na = 0.

Lemma 5.1. Olkoon b # 0 syklisen darellisen ryhmdan Z,, alkio, m > 1.
Olkoon n sen kertaluku. Tdlloin

(i) n on ddrellinen ja on m:n tekijd.

(i1) Olkoon k € N. Tdlloin kb = 0 jos ja vain jos k = qn jollakin q € Z eli
jos ja vain jos k on jaollinen n:lld.

Todistus. (1) Olkoon b # 0 syklisen #drellisen ryhmén 7Z,, alkio. Télloin
mb = 0 (tdméahén pétee kaikille Z,,m alkioille. Olkoon n b:n kertaluku Abe-
lin ryhméssa Z,,. Osoitetaan, ettd n on m:n tekija. Nimittédin jakoyhtélon
nojalla m = gn + r, missd 0 < r < n. Nyt

rb=(m —qgn)b=mb—q(nb) =0—-0=0.

Koska n on minimaalinen positiivinen kokonaisluku jolle nb =0ja 0 < r < n,
téstéd seuraa, ettd pakosti r = 0. Siis m = ¢qn ja n on m:n tekiji.

(ii) Kuvaus Z, — Z[b], k — kb on isomorfismi. Koska Z,:ssi k = 0 jos ja
vai jos k on jaollinen n:ll4, (ii) seuraa. O

178



Y14 16ydettiin jo kokonainen perhe erilaisia dérelliviritteisia Abelin ryh-
mi#, nimittédin sykliset ryhmét Z,,. Aédrellinen suora summa &érellisvirittei-
sistd ryhmisté on selvésti dérellisviritteinen, joten jokainen muotoa

(5.2) L" Bl ® Ly @ ... D Ly,

oleva ryhmaé on aérellisviritteinen. Téssé luvussa todistamme kéddnteisen vait-
teen - jokainen dérellisviritteinen Abelin ryhmé on isomorfiaa vaille muotoa
0.2 eli ddrellinen suora summa syklisistd ryhmisté.

Téllainen esitys ei ole yksikésitteinen. Esimerkiksi voidaan néayttia, etté

Lo ® Ly = L3y = 73 & Zyo.- Tama on suora sovellus Lemmasta 5.7, jonka
todistamme myohemmin.

Jos esityksessd 5.2 kuitenkin vaaditaan, etta mq|ma|. .. |mg_1|my, niin siitd
tulee yksikésitteinen. Tésséd merkintéd p|g tarkoittaa, ettd p on ¢:n tekijé eli
q on jaollinen p:ll&.

Voimassa on siis seuraava dérellisviritteisten Abelin ryhmien struktuurilause.

Lause 5.3. Olkoon A darellisviritteinen Abelin ryhmda. Tdlléin on olemassa

tasan yksi kokoelma luonnollisia lukuja n, k € N, mq, ..., my, siten ettd m; >
1 katkilla i =1,... k, my|ms]|...|mg_1|my ja
(5.4) AZZ" ® Ly ® ... Ly,

Lauseen todistus on pitké ja siséltééd lukuisia yksityiskohtia. Osoitetaan
ensin hajotelman (5.4) olemassaolo. Ennen sitd takastellaan kuitenkin va-
paita #dérellisulotteisia ryhmié ja todistetaan niille viiteitté, joiden vastineet

aarellisulotteisille vektoriavaruuksille olemme osoittaneet todeksi jo Luvussa
2.

Lemma 5.5. Olkoot n,m € N. Jos Z™ = Z™, niin n = m. Erityisesti vapaan
adrellisulotteisen Abelin ryhmdn dimensio on hyvinmddritelty.

Todistus. Yksi tapa olisi kdyttda Z:n upotusta rationaalilukujen kuntaan Q,
jolle viite tiedetdén olevan tosi vektoriavaruuksien teoriasta.

Jos Z" = 7™, niin on olemassa (m x n)-kokoinen matriisi A joka on kdantyva
Z-kertoimisena matriisina - otetaan sellaiseksi isomorfismin Z™ = Z™ matrii-
si. Tama tarkoittaa siis sitd, ettd on olemassa Z-kertoiminen (n x m)-kokoinen
matriisi B jolle AB = I,,, BA = I,. Mutta télléin samanlaiset ominaisuu-
det pétevit A:lle ja B:lle jos ne oletetaan Q-kertoimisina matriisina. T&lloin
kuitenkin on pakko olla m = n, silli Q on kunta (ja A mé&érittelee talloin
isomorfismin Q" — Q™).

Toinen hauska tapa on huomata, ettd jos Z" = A = Z™, niin 27, = 2A =
27, misté seuraa, etta

Ly = (Zn)/(2Ln) = AJ2A = (L) [ (2Zm) = Z5'.
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Ryhméssé vasemmalla on 2" alkiota ja ryhméssé oikealla 2™ alkiota. Niin
ollen n = m. O

Seuraava tulos on Proposition 2.18 paras mahdollinen yleistys Z-modulille.

Propositio 5.6. Olkoon A = Z" n-ulotteinen vapaa Abelin ryhmd ja olkoon

B C A aliryhmd. Talloin on olemassa A:n kanta (a1, ..., a,), k < n ja posi-
tiwiset kokonaisluvut my, ..., my siten, ettd jono (myay, meas, ..., myay) on
B:n kanta ja lisiksi mimiq, i=1,...,k—1.

Erityisesti jokaisen vapaan darellisulotteisen vapaan ryhmdn aliryhmd on
myos vapaaq.

Todistus. Viite osoitetaan induktiolla n = dim A:n suhteen. Jos n = 0 viite
on triviaalisti selvé. Jos n = 1 véite on algebrasta tunnettu tosiasia, ettd Z:n
jokainen aliryhmé& on muotoa mZ, m € N.

Oletetaan siis, etta vaite on tosi n — 1:lle.

Jos B = {0} on triviaali, asia on selvd. Muuten B:ssd on olemassa aina-
kin yksi alkio b # 0 ja jos se esitetddn jossakin A:n kannassa (vq,...,u,)
lineaarisena kombinaationa

b=mivi + ...+ muu,,

ainakin yksi kerroin m; eroaa nollasta. Voimme aina olettaa (jirjestelemalla
kanta uudella tavalla), ettd m; = 0.

Positiivisten luonnollisten lukujen joukko on "hyvinjérjestetty”. Se tarkoittaa
sitd, ettd jokaisessa sen epétyhjéssé osajoukossa on pienin alkio. Voimme siis
valita sellainen A:n kanta (vy,...,v,), ettd B siséiltdad alkion

b1 = mqvy + ...+ myuu,,

jossa m = my # 0 on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku jolla on

téllainen ominaisuus, eli jos b € B,(v],...,v)) on jokin toinen A:n kanta ja

e n

AN, !
b=miv] + ...+ m,,,

niin joko m) = 0 tai |m/| > m. Itse asiassa, koska aina voimme permutoida
missé tahansa kannassa miké tahansa alkio sen ensimmaéiseksi alkioksi, yll&
jokainen kerroin m; on joko 0 tai itseisarvoltaan > m.
Yhtéalossa

b1 = mivy + ...+ myuu,,
kirjoitetaan jokainen m;, ¢+ > 2 muodossa m; = gm + r;, missd 0 < r; < m ja
qi,ri € Z. Taméa on mahdollista kokonaislukujen jakoyhtdlon nojalla. Talloin

b1 = may + rovg + ... + T, U,
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missi a; = v; + @ua + ... + ¢v,. Helposti ndhdaan, ettd (aj,vq,...,vy,)
on edellenkin A:n kanta. Luvun m minimaalisuudesta seuraa tilloin, etti
ry = ... = r, = 0. Olemme siis todistaneet, ettd A:1l4 on olemassa kanta
(a1,vq,...,v,) siten, ettd by = mya.
Koska (a,vs,...,v,) on kanta, pitee

A = Z[Gl] @ A/,

missd Z[ai] = {ma; | m € Z} on ay:n virittdma aliryhmé ja A’ on jonon
(vg,...,v,) virittdma aliryhma.
Seuraavaksi todistamme, etté itse asiassa

B=1Zlh & B,

missd B' = A’ N B. Téssd Z[by| = {mby | m € Z} on b virittdmé (B:mn)
aliryhma.
Nimittdin olkoon b € B. Esitetdén se kannassa (a1, vs,...,v,) lineaarisena
kombinaationa

b=mjas +myve + ...+ m, vy,

Jakoyhtalon nojalla voimme taas kirjoittaa m) = gm +r, 0 < r < m. Nyt
b=ra; +myvy + ...+ m, v, + gma; = ra; + myvy + ... +ml v, — qbs,

joten
ray +myve + ... +ml v, =b—gb; € B,

joten minimaalisuuden nojalla » = 0. Siis b — ¢by € AN B = B’. Olem-
me nédyttineet, ettd B = Z[b] + B'. Koska Zib\| C Za1] ja B C A, ja
Ziay] N A" = {0}, sama pétee aliryhmille Zb,] ja B'. Summa B = Z[b;] ® B’
on siis suora.

Ryhmé A’ = Span(vs, . .., v, on selvésti vapaa ja (n — 1)-ulotteinen. Néin ol-
len induktio-oletuksen nojalla A":ssé voidaan valita kanta (as,...,a,) siten,
ettd (bo,...,br) = (maas, ..., mgay) on B kanta jollakin k& < n ja positiivi-
silla kokonaisluvuilla mo, ..., my. Lisdksi mg|ms|. .. |mg_1|ms.

Olemme valmiit, kun vield ndytetdan, ettd mq|my. Olkoon my = gmy + r
(jakoyht&lo), missd q,r € Z, 0 < r < my. Nyt

by + by = myar +maag = my(ay + qaz) + ray = mia’ +ras.

Téssd a’ = ay + qaz. Helposti ndhdaén, ettéd (a’, aqg, . . ., a,) on Am kanta. m:n
minimaalisuuden nojalla » = 0. Véite on todistettu. O

Strukuurilauseen 5.3 olemassolo-véite on nyt syhteellisen helppo seuraus
edellisesté tuloksesta.
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Todistus. Olkoon (vy,...,v,) jokin A:n virittdjajoukko. Proposition 2.22 no-
jalla on olemassa tasan yksi Z-lineaarinen (eli ryhm&dhomomorfismi) kuvaus
f:7ZM — A, jolle f(e;) = v;. Téssi (eyq,...,e,) on Z"n standardikanta.
Konstuktion perusteella f on surjektio, joten méarittelee isomorfismin

(Z")/ Ker f = A.

Koska Z" on vapaa dérellisulotteinen ryhmé edellisen tuloksen nojalla siiné

voidaan valita kanta (ay, ..., a,), siten, ettd joillakin positiivisilla kokonaislu-
vuilla my, ..., my jono (myay, maas, . .., myga) on B = Ker f:n kanta. Lisdksi
mi|miy1, @ =1,...,k — 1. Helposti ndhd&én, etta

2"|B = (®Za))/(®Z[miai)) = ®(Z[a;) )/ Z[mia;]) =

> Lo B L2 ® .. ® Ly ® Ly, D - - D Ly,

misséd mi1 = ... = m, = 0, joten vastaavat ryhmét Z,,, = Z. Hajotelman
(5.4) olemassaolo on néytetty.
O

Yksikésitteisyyden osoittaminen on sotkuisempi. Aloitetaan mééritele-
malld niin sanottu A:n torsioaliryhmda Tor A,

TorA={x € A| on olemassa n € N,n > 0 siten, etti nx = 0}.

Helposti ndhdééan, ettéd Tor A on todellakin aliryhmé. Jokainen sen alkio sa-
notaan ryhmén A torsioalkioksi. Nyt, jos A on aérellisviritteinen, ja esitetty

muodossa
A=7"® 2 & ... Ly,

niin helposti ndhd&én, etta
Tor A =Zy,, @ ...2Lpy,.

Téstd puolestaan seuraa, ettd A/ Tor(A) = Z". Koska vapaan &érellisulot-
teisen Abelin ryhmén dimensio on yksikéasitteinen, téstd heti nahddan, ettd
n = dim(A/ Tor A) on yksikésitteisesti médritty.
Koska

Tor A =2y, @©... 2y,
my0s riippuu vain A, riittadd nayttaa, etta ddrellisen Abelin ryhmén A esitys
muodossa

A=Zp, ® ... Ly,

missi mq|ma| ... |mg_1|ms, on yksikésitteinen.
Ennen kuin jatketaan, pannan merkille erés aputulos, jonka todistus jatdmme
lukijalle harjoitustehtéaviksi.
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Lemma 5.7. Olkoot n, m positiiviset kokonaisluvut. Tdlloin seuraavat ehdot
ovat yhtditdvid.

1) Zy, ® Z,, on syklinen,

2) Zn ® Ly = Ly,

3) n ja m ovat keskenddn jaottomat, eli 1 on niiden ainoa yhteinen positii-
vinen tekijd Z.:ssd.

Palataan hajotelmaan

A=T @ .. D,

jossa mq|ms| ... |my_1|my. Kirjoitetaan suurin indeksi m; muodossa
lie Dok s,k
mk — pl p2 . .ps 5
missd py, ..., ps (erilaiset) alkuluvut ja l;; > 0,4 =1,...,s. Tdmé on mah-

dollista, silld jokainen luonnollinen voidaan tunnetusti kirjoittaa (yksikésit-
teiselld tavalla) alkulukujen tulona.

Koska m;|m;y1, 1 =1,...,k — 1, jokaisen indeksin m,; alkutekijiat ovat myos
my:n alkulukutekijiat. Néin ollen voidaan kirjoittaa

ol o ls i
m; =py Dy - -D,

t=1,..., k. Téssd kertoimet [,; toteuttavat lisdksi epayhtaloketjuja

Oélr,lglrzg‘--gl

Tk

jokaisellar = 1,...,s. Huomaa, ettd eivdt kaikki potenssit [, ; eivét endé val-
tamatta ole positiivisia, vaan jotkut niistd saattavat olla myds 0.

Koska erilaiset alkuluvut (ja yleisemmin niiden potenssit) ovat kesken&én
jaottomat, Lemman (5.7) nojalla voimme jokainen tekiji Z,,, kirjoittaa suo-
rana summana

— li,r
(58) Zml - EBTij Y

missé tietenkin riittdd ottaa summa niistd termeisté joille [;, > 0. Jos ole-
tamme, ettd ndin on tehty, jokainen summassa oikealla puoleella esiintyvaé
syklinen ryhmé on epétriviaali.

Jokaisella r =1, ..., s olkoon

A, ={a € A|pfa=0jollakin k € N,e > 0}.

Toisin sanoen A, koostuu alkosta, joiden kertaluku on alkuluvun p, potenssi.
Maéritelménsd mukaan A, riippuu vain A:sta, ei hajotelmasta (5.4). Helpos-
ti ndhdéaan, ettd A, on aliryhmé. Ryhména se on esimerkki niin sanotusta
aarellistd p,-ryhmésta.
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Maaritelma 5.9. Olkoon A Abelin ryhmd ja p € N alkuluku. Sanomme etti
A on Abelin ryhmd, jos jokaisen sen alkion kertaluku on p:n jokin potenssi,
eli jos kaikilla x € A on olemassa k € N siten, etti pFz = 0.

Aliryhmén Z,,, hajotelmasta (5.8) ndhdéén, ettd (samoilla merkinnoilld
kuin ylld) patee A, NZ,,, = Zi}f. Nimittdin, unohdetaan turhista indekseista
hetkeksi ja tarkastellaan syklisen &érellisen ryhmén esitystd muodossa

Zm:Zpllcl @Zp;cg EB...@ZPZCZ,

missé py, . . ., p; ovat alkuluvut ja siis oikealla esiintyvét ryhmat kaikki sykliset
pi-ryhmét. Télloin jokainen Z,,:n alkio x voidaan tésséd tulkinassa ajatella
alkiona x1 + ...+ x;, missé x; € Zp@i. Oletetaan, etté lisaksi x € A,. Olkoon

k € N,k > 0. Talloin
pk:v = pfxl + ... +pjrkxl =0,

missi jokainen pfz; € Z »; . KKoska summa on suora, my6s p;rkx; =0 € Z ki

Olkoon r # i. Jos x; # O niin edellisestd ja Lemmasta 5.1 seuraa, ettd sen
kertaluku on p,:n potenssi. Toisaalta saman Lemman mukaan z; kertaluvun
taytyy olla pfi:n tekija. Koska p; ja p, ovat eri alkuluvut, saadaan ristiriita.
Niin ollen z; = 0 kaikilla ¢ # r. Olemme néytténeet, ettd A, N Zy,, C Z;r.
Toinen suunta seuraa helposti A,:n méaritelmasta.

Nain ollen, kun palataan alkuperiisin merkint6ihin, saadaan A, NZ,,, = Zﬁ;f
jokaisella r, 7. Koska aliryhmien Z,,, summa on suora, ndhdaén siis, ettd A,
on suora summa p,-ryhmista Zif;’", missé ¢ kdy lapi kaikki sellaiset indeksit
1,...,k, joilla vastaava potenssi /;,, > 0. Aliryhméat A, riippuvat vain A:sté,
ei hajotelmasta (5.4). Lisdksi indeksit m; saadaan takaisin tuloina

l,; a2 Is i
m; = pl p2 .. .p;’l,

SS¢=1,...,k, missé ne termit, joilla vastaava potenssi /; , = 0 ovat ykkosii,
joten eivat vaikuta. Jos pystymme siis osoittamaan, ettd p,-ryhmén A, esitys
A= oz

syklisten p-ryhmien suorana summana on yksikésitteinen, samalla tulee to-
distettua mos, ettd kertoimet my, ..., m, ovat yksikésitteisid. Taméa on seu-
raavan Lemman sisalto.

Lemma 5.10. Oletetaan, ettd A;, B; ovat ddrellisid epdtriviaaleja syklisid
p-ryhmid (p alkuluku), i =1,...,r, j =1,...,s ja oletetaan, ettd

ABPA®.. DA 2B ®B,&®...d B,.

Tdlloin r = s ja jarjestystd vailla A; = B; kaikilla i =1,...,r
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Todistus. Esitetdén kaikki esiintyvit sykliset ryhmét muodossa A; = Z,,, B; =

p 3
szj. Jarjestdmalla suoran summat jésenet uudelleen tarvittaessa, voimme

olettaa, etta
klZkQZ--'>kn:kn+1:-'-:kr:17

llZlgz...>ln:/€m+1:...:l5:1.

Identifioimalla isomorfiset ryhmét voidaan lisdksi olettaa, etta
(5.11) AADAD.. DA =A=B B, ®...D B,.

Pitd& osoittaa, ettd r = s ja k; = [; kaikilla ¢ =1,...,r.

Tehdéén tamé induktiolla ryhmén A koon |A| koon suhteen. Jos |[A| = 1,
asia on triviaalisti selvé.

Tarkastellaan osajoukkoa pA = {pa | a € A} C A. Helposti néhdédén, et-
td tAmé on Am aliryhmaé. Itse asiassa kuvaus f: A — A, f(a) = pa on
ryhméhomorfismi (tarkistal!), joten pA = Im f ja isomorfialauseen nojalla
pA = A/Ker f. Itse asiassa jokainen aliryhmé A; ja B; ovat f-invariantteja
eli f(A;) = pA; C A; (samoin Bj:lle). Téstd seuraa, ettd pA on p-ryhmai,
joka voidaan kirjoittaa muodossa

(5.12) pAL B pAs @ ... DpA, =pA=pB, S pBy @ ... D pB;.

Tarkastellaan erikseen miltd pA ndyttad sykliselle p-ryhmiélle A = Z,. (jo-
kainen A; ja B; on tétd muotoa). Kuvaus f: A — pA on surjektiivinen homo-

morfismi. Lasketaan miké on sen ydin. A:m alkiot ovat muotoa 0,1,...,p,...,p* 1 ...,p

1, missd merkinngissd "samastamme” kokonaisluvun r ja sen luokan 7 € Z,.
Luokka r € Ker f jos kokonaislukujen tasolla luku pr on jaollinen p*:lli,
miki# on mahdollista jos ja vain jos 7 on jaollinen p*. Niin ollen Ker f
on syklinen aliryhmaé, jonka virittdd alkio p*~'. Tarkastelemalla timéin al-
kion virittdmén ryhmén alkiot ndhd&én, ettd niitd on tasan p - ne ovat
0,p 1, 2pp_1,...,(p — 1)p*~1 silld seuraava potenssi pp*~! = p* on jo nol-
la A:ssi. Erityisesi, koska isomorfialauseen nojalla pA = A/ Ker f, saadaan
néiden koolle

pA| = |A/ Ker f| = |Al/| Ker f| = p*/p = p*".

T&ama on erikoistapaus &dérellisten ryhmien teoriaan kuuluvasta Langrange'n
Lauseesta, joka sanoo, ettd jos H on adrellisen ryhmén G aliryhmé, niin
G/H| = |G|/|H].
Soveltamalla saatu tulos hajotelmaan (5.13) vasempaan puoleen, nahdéén,
etta

prtpt T = pA| < Al
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Néin ollen pA on p-ryhmé, jonka koko on pienempi kuin A:n koko, joten
induktio-oletuksen mukaan véite pétee pA:lle. Koska saman hajotelmaan
mukaan

(5.13) pAL D pAs D ... D pAg, , =pA=pBi O pBy® ... D pBy_1,

saadaan téstéd, etti n =mjak;—1=1;—1 kaikillat =1,...,k,_;. Huomaa,
ettd ryhmét Ay, Ay, .., ... ja samalaiset B-puoleella hividd ndkyvista silla
pA versiot niistd ovat triviaaleja, yhden alkion ryhmié.Olemme néayttéineet,
ettd k; = [; kun i < n.

Mutta koska n = m ja k; = 1 = [; kaikilla ¢+ > n, nekin indeksit ovat
samat, kunhan naytetdian vield, ettd r = s Viite todistettu. Mutta kaikkien
aliryhmien A;, B;, i,j > n koot ovat tasan p, joten vertamalla taas A:mn
erilaisten esitysten koot hajotelmassa (5.11) saadaan (ottamalla huomioon jo
todistetut véitteet)

ki+..4+kn_1,r—m _ _ki+..+kpn_1,5—n
p "p =P P

mistéd seuraa, ettd r = s. Todistus on valmis. O

Samalla siis Abelin ryhmien struktuurilause 5.2 tuli todistetuksi.

Jokaisen dérellisviritteiseen Abelin ryhméén A voidaan siis liittad jono (n; my, . ..

sen invariantteja, jotka méaaraytyvat esityksesta
A7 S lpm, ® ... Ly,

Luku n on A aste (engl. rank). Jos A on #érellinen, sen aste on 0. Jos taas
A on torsiovapaa eli Tor A = {0}, niin £ = 0 ja A = Z, on jopa vapaa.
Olemme todistaneet, ettd jokainen &dérellisviritteinen torsiovapaa ryhmé on
vapaa.

Ei-darellisviritteisille ryhmille tdmé ei pade - esim. Q on torsiovapaa, mutta
ei ole vapaa (harjoitustehtavi).

Abelin ryhméin eksponentti.
Olkoon A &érellinen Abelin ryhmé. Téalloin jokaisen a € A kertaluku on
varmasti dérellinen, joten on olemassa n, € N,n, > 0 jolle n,a = 0. Luvulla

n:”na

on selvésti sellainen ominaisuus, ettd na = 0 kaikilla a € A. Kun kerran
tallaiset positiiviset kokonaisluvut ovat olemassa, on olemassa my0s pienin.
Sité kutsutaan A:n eksponentiksi. Eksponentti on siis pienin positiivinen ko-
konaisluku m siten, ettd ma = 0 kaikilla a € A.

Eksponentin avulla voidaan karakterisoida Abelin ryhmét.

186



Lemma 5.14. Olkoon A ddarellinen Abelin ryhmd ja m sen eksponentti. Tdl-
loin A on syklinen jos ja vain jos m = |A|. Muuten m < |A|.

Todistus. Struktuurilauseen 5.2 nojalla on olemassa esitys
AZ Pl @ ... Ly,

missi 1 < myq|mal. .. |ms. Koska téllainen esitys on lisdksi yksikédsitteinen, A
on syklinen jos ja vain jos £ = 1, mikd puolestaan toteutuu jos ja vain jos
my = |A| = my ... my. Toisaalta helposti nihddén, ettd mya = 0 kaikilla a €
Ajamyg_1 #0 € Zy, CA,joten my, on A:n eksponentti. Viite seuraa. [

Seuraus 5.15. Olkoon K ddrellinen kunta. Tdlloin sen kddntyvien alkioiden
multiplikaativinen ryhmda K* = K \ {0} on syklinen.

Todistus. Olkoon m ryhmén A = K* eksponentti. Edellisen lemman nojalla
riittad osoittaa, ettd m = |A|. Tehdddn vasta-oletus - m < |A|. Esponentin
madritelmén mukaan jokaisella z € A pétee 2™ = 1. Td4mé on m-asteinen
polynomiyht&ls, jolla on |A| > m ratkaisuja. Témé on kuitenkin mahdotonta
Proposition 3.25 nojalla. O]

187



