4.4 Hermiittiset muodot ja polaarinen hajo-
telma

Olkoon (, ) sisétulo darellisulotteisessa K-vektoriavaruudessa V. Olemme ai-
kaisemmin néytténeet, ettd jokainen lineaarinen muoto L: V' — R voidaan
esittad sisdtulon avulla muodosa L, missd L(v) = (v, w). Tama aliluku aloi-
tetaan tutkimalla samantyylinen ongelma Hermittisille muodoille.

Palautetaan mieleen, ettd Hermiittinen muoto H: V x V — K on 3/2-
lineaarinen kuvaus, joka toteuttaa lisdksi ehdon H(z,y) = H(y, z). Kuten tie-
ddmme jo, téstd ehdosta erityisesti seuraa, ettd H(x,z) € R kaikilla x € V.
Hermittinen muoto on positiivisesti semidefiniitti jos H(x,x) > 0 kaikilla
x € V. Se on positivisesti definiitti jos H(x,x) > 0 kaikilla z # 0.

Olkoon F': V x V — K 3/2-lineaarinen muoto ja olkoon e = (ey, ..., e,)
V:n ortonormaali kanta. Maéritellddn F:n matriisi A = [Fle = (ai;) € M(nx
n; K) téssd kannassa ehdoilla

Qi = F(@i, €j).
Lemma 4.41. Olkoot F,e ja A = [Fle kuten ylli. Tdalloin
a) kaikilla x,y € V pdtee
F(z,y) = (Az,y) = (z, A"y).

b) F' on Hermittiinen jos ja vain jos A on itseadjungoitu matriisi.

c) F' on positiivisesti semidefiniitti jos ja vain jos A on itseadjungoitu mat-
ritst jonka ominaisarvot ovat kaikki ei-negatitvisia.

d) F on positiivisesti definiitti (eli on sisditulo V :ssi) jos ja vain jos A on
itseadjungoitu matriisi jonka ominaisarvot ovat kaikki aidosti positiivisia.

Todistus. Esitetdédn x ja y kannassa e,

T = ineiv Yy = Zyiei-

Té&lloin, koska F' on 3/2-lineaarinen, pétee
F(z,y) = Z z;y; F (e, e;) = Zmiy_jaij.
2 2

Toisaalta
n

Ar = g Ci€j,

J=1

169



missé .
Cj = Z Qi T5.
i=1
Nyt
(Az,y) Z cl; = Z i T;7j.
i,
Néin ollen
Fx,y) = (Az,y).
Toinen yhtalo F(x,y) = (x, A*y) saadaan téstd suoraan adjungaatin maari-

telmén avulla.
b) Jos F on Hermittinen, niin

aji = F(ej, ei) = F(e;, ;) = @y,

joten A on itseadjungoitu.
Kédntden jos A on itseadjungoitu ja z,y ovat V:n alkiot, niin a)-kohdan
nojalla

Fy,z) = (Ay,z) = (z, Ay) = (z, A*y) = F(2,y).
c-d) Proposition 4.37 nojalla jokainen itseadjungoitu matriisi A on diago-
nalisoituva ja lisdksi kaikki sen ominaisarvot ovat reaalisia. Olkoon e =
(é1,...,€e,) V:n ortonormaali kanta, joka koostuu A:n ominaisarvoista, tal-
16in A(e;) = rye;, missd r € R. Téssé siis ajatelemme matriisi lineaarisena
kuvauksena V' — V. Olkoon = € V ja esitetédén se tésséd kannassa muodossa

x =) xe;. Talloin
Az = Z rik;,
i=1
joten a)-kohdan nojalla

n
F(z,x) = (Azx, x) anzxz Zﬁ' ‘372|2
i=1

Nyt jos F' on positiivisesti semidefiniitti Hermiittinen muoto, niin erityisesti
r, = F(ei,ei) Z 0

kaikilla 2 = 1,...,n ja yhtalo on aito jos I’ on positiivisesti definiitti.
Kééntéden jos A:n ominaisarvot ovat ei-negatiivisia, jokaisella x € V' pétee

n
T) = Zri |2zi)* > 0.
i=1
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Néiin ollen F' on télloin positiivisesti semidefiniitti. Jos taas kaikki ominai-
sarvot ovat aidosti positiivisesti ja x € V ylla pitee F(x,z) > 0 ja F on
positiivisesti definiitti. O]

Sanomme itseadjungoitu matriisi A € M (n x n; K) positiivisesti semide-
finiitiksi jos sen ominaisarvot ovat ei-negatiivisia ja vastaavasti positiivisesti
definiitiksi jos sen ominaisarvot ovat kaikki ei-negatiivisia. Puhutaan myos
negatiivisesti definiitista (kaikki ominaisarvot negatiivisia) ja negatiivisesti
semi-definiitista (kaikki ominaisarvot ei-positiivisia) itseadjunoiduista mat-
riiseista.

Edellisesta Lemmasta seuraa, ettd Hermiitisen muodon F': V x V' — K mat-
riisi A = [Fe jonkun ortonormaalin kannan e suhteen on positiivisesti semi-
definiitti jos ja vain jos kaikilla v € V'

F(v,v) > 0.

Erityisesti F' on sisétulo jos ja vain jos A on positiivisesti definiitti.
Saamme siis seuraavan tuloksen.

Lemma 4.42. Olkoon (V;(,)) ddrellisulotteinen sisdtuloavaruus, jossa siis
kiinitamme erds sisdtulo (,). Tdlloin mikd tahansa muu sisdtulo (,) samassa
avarvudessa voidaan mddritelld kaavalla

(z,y) = (Az,y)

jollakin positiivisesti definiitilla itseadjungoidulla matriisilla A. Erityisesti
K" :ssd voidaan mielivaltainen sisdtulo (,) mddritelld pistetulon avulla,

missd A positiivisesti definitti matriisi.

[tdeadjunoidu matriisi A on ei-definiitti, jos lauseke (Az, ) saa seki ai-
dosti positiivisia, ettd aidosti negatiivisia arvoja eli ei ole positiivisesti semi-
definiitti ja negatiivisesti semidefiniitti.

Esimerkki 4.43. Olkoon f: R — R kahdesti derivoituva funktio. Tunne-
tusti sen ddriarvot sijaitsevat derivaatan [’ nollakohdissa eli kriittisissd pis-
teissa. Toisaalta kdadntdinen ei pdde eli kritttisessd pisteessd ei vdaltdmdtta
ole ddriarvoja ja vatkka olisikin, pitdd vield selvittdd onko se lokaali maksi-
mi var minimi. Tdmdn selvittdmiseksi on kehitetty kaikenlaisia menetelmid,
joista yksi perustuu toisen derivatan f" tutkimiseen. Jos kriittisessd pistees-
si a patee f"(a) > 0 niin sielld funktiolla on (aito) lokaali minimi, jos taas
f"(a) <0 - aito lokali maksimia.
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Tata ldhestymistapa voidaan yleistdda funktiothin f: R™ — R, jolloin toinen
derwaatta korvaataan niin sanotulla Hessen matriisilla, jonka kertoimet ovat
f:m toista kertalukua olevat osittaisderivaatat (annetussa pisteessi xo). Tama
on siis matriisi

Dll(x()) Dm(l’o) e Dln(l'())
pr= |Palo) Dekon) oo Dl
Dnl (l’g) DnQ (LU()) e Dnn(l’o)

Oletetaan, etti funktio f on vihintddn C?-luokkaa, eli silld on kaikki toi-
sen kertalun jatkuvat osittaisderivaatat. Analyysin kurssilla todistetaan, ettd
talloin matriisi on symmetrinen (perdkkdisessd osittaisderivoinnissa loppu-
tulos ei riippu siitd, missa jarjetyksessd otetaan osittaisderivaata).
C?-funktiolle f: R™ — R on voimassa toisen kertaluvun Taylorin kaava

f(z) = f(a) + Z D f(wo)(ws — a;) + %(Z Dij(wo)(zi — a;)(x; — a;)) + h(x),

missd h menee nollaan kun xr — xg.

Viltamatton (mutta ei riittdva) ehto sille, ettd f:lld on pisteessd xo ddriarvo
on se, ettd xg:ssd on krittinen piste, eli kaikki sen ensimmdisen kertaluvun
osittaisderivat havidd siindg pisteessd. Toisin sanoen tdaytyy olla Di(xq) = 0

kaikilla v = 1,...,n. Ndin ollen krittisessd pisteessd Taylorin kaava antaa
1
f@) = fla) = 5(H(z —a) - (z = a)) + h(z).

Niin ollen, jos H on positiivisesi definittii, tarpeeksi lihelld a:ta f(x) —
fla) > 0 kun x # a, joten a:ssd on lokaali minimi. Jos taas H on nega-
titvisesti definiitti, pisteessd a funktiolla on lokaali maksimi. Jos H on ei-
definiitti, a:ssd ei ole ddariarvoa.

Matriisin H definiittisyytta voimme tutkia lineaarialgebrallisin keinoin. Voi-
daan osoittaa esimerkiksi, ettd R-kertoiminen symmetrinen matriisi A on po-
sitiivisesti definiitti jos ja vain jos det Ay = a1; > 0,det Ay > 0,...,det A,,_; >
0,det A, = det A > 0. Tdssd A; on (i X i)-matriisi, jonka sarakkeet ovat A:n
sarakkeiden Al, ... A® rajoittumat riviin i asti.

Tédmd tulos on kdytinndssd erittdin hyddyllinen, silld determinaanttien las-
kiminen on helpompi kuin esim. ominaisarvojen laskeminen.

Lemma 4.44. Olkoon A € M(n x n; K). Tdlloin A on positiivisesti semide-
finiitti jos ja vain jos on olemassa matriisi B € M(n x n; K) jolle A = BB*.
Lisdksi, jos A on positiivisesti semidefiniitti on olemassa jopa yksikdsitteinen
positiivisesti semidefiniitti matriisi B jolle A = B*B = B?.
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Todistus. Valtamattomyys on helppo osoittaa - jos A = BB*, niin A* =
(BB*)* = (B*)*B* = BB* = A. Lisiiksi jos BB*(x) = rz jollakin negatiivi-
sella r € R, saadaan

0 < (B*z,B*z) = (BB*x,z) = r(z,x),

mika on mahdollista ainoastaan kun x = 0. Néin ollen B*B:n ominaisarvot
ei voi olla negatiivisia.

Oletetaan k#ddntéaen, ettd A on positiivesesti semidefiniitti. Naytetddn, ettéd
on olemassa yksikiisitteinen positiivisesti semidefiniitti matriisi B jolle B? =
BB* = A.

Olkoon B sellainen positiivisesti semidefiniitti matriisi, ettd B2 = A. Olkoot
ri, ...,y kaikki sen erilaiset ominaisarvot. Télloin kaikki ne ovat reaalisia ja
ei-negatiivia ja lisdksi

V= @;11 ‘/;'1
Toisaalta, koska A on positiivesesti semidefiniitti, pédtee yhtdhyvin
V - @g‘):le]'?
missé sy, ..., s, kaikki A:mn ominaisarvot, myds reaaliset ja ei-negatiiviset.

Koska A = B2, aliavaruudessa V,. pitee

A(x) = B*(z) = rix.

Néin ollen jokaisella i = 1,...,m, r? on jokin s;. Koska kuvaus z + z? on

positiivisten reaalilukujen joukossa bijektiivinen, m = p ja voimme olettaa,
ettd r? = s' jokaisella ¢ = 1,...,m. Lisiiksi olemme niyttineet, ettd tilloin
V., C Ws,, joten pakko olla V,, = Wj,.

Kuvaus B on siis yksikésitteinen ja maéritelty jokaisessa A:n ominaisarvoa-
liavaruudessa Wy kaavalla B(z) = y/sz. Koska voidaan myos mééritelld line-
aarinen kuvaus, joka on télla tavalla mééaritelty, B on myo0s olemassa. O]

Propositio 4.45. Polaarinen hajotelma.
Jokainen neliomatriisi A € M (nxn; K) voidaan esittdd muodossa US, missd
S € M(n x n; K) itseadjungoitu positiivisesti semidefiniitti ja U € M(n X
n; K) unitaarinen. Lisiksi S on yksikdsitteinen. U on yksikdsitteinen jos A
on kddantyvd. Talloin S on jopa posititvisesti definiitts.
Todistus. Jos A = US, missd S positiivisesti semidefiniitti ja U unitaarinen,
niin

A*A = S*UUS = 52
Edellisen proposition mukaan A*A on positiivisesti semidefiniitti ja on ole-

massa yksikisitteinen positiivisesti semidefiniitti S siten, ettd S? = A*A.
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Se osoittaa sen, ettd S on yksikésitteisesti madritelty. Jos A on kadntyvé,
lopputodistus on helppo - ensinnékin talloin

(det S)? = det(S?) = det(A*A) = det A* det A = det Adet A = |det A|* > 0,

miké osoittaa sen, ettd myos S on kddntyva. Siitd seuraa, etté sen ominai-
sarvot ovat aidosti positiiviset, joten S positiivisesti definiitti ja lisdksi pakko
olla U = AS~!. Jiljelld vain sen osoittaminen, ettd tilld tavalla médritelty
U on unitaarinen. Se on helppo lasku -

U'U = (ST A*AS = 7162571 =id.

Téssd olemme kédyttineet tietoa siitéd, ettd kddntyvén itseadjungoidun mat-
riisin kddnteismatriisi on myos itseadjungoitu (helppo tarkistaa).

Jos A ei ole kéddntyvi, ei ole myos S:kédén joten nédin ei voi menetelld.
Idea on seuraava - jos téallainen U on olemassa, niin, koska U séilyttdd normit,
taytyisi olla

|Az| = |U(Sx)| = |Sx|.
Todistus etenee kadnteisessd jirjestyksessd - aloitetaan nédyttamailla, etté
edellinen yhtdlo on voimassa. Ajatelemme matriisit lineaarisina kuvauksi-
na K" — K" (missd avaruus varustetaan tavallisella pistetulolla). Olkoon
x € K™ Koska S? = A*A ja S on itseadjunoitu, saadaan

|Az|)® = (Az, Az) = (A* Az, z) = (S%x, z) =
= (Sx, Sz) = |Sz|?.
Néin ollen |Ax| = |Sz| kaikilla x € K™. Koska haluamme unitarisen kuvauk-
sen (matriisin) U jolle US = A, S:n kuvajoukossa Im S U:n taytyy toteuttaa
ehdon Uy = Az, misséd y = Sz. Kdytdamme tétikin havaintoa konstruktiossa
hyviaksi. Nimittdin, mééritelladn U ensin aliavaruudessa W = Im S kaaval-
la Uw = Sx, jossa x on sellainen, ettd w = Sx. Koska S ei ole valtaméatta
kaantyva, tallainen x ei viltdamétta ole yksikésitteinen, joten meidén osoit-
taa ensin, ettd médritelma ei riipu x:n valinnasta. Meidén on siis néytettavé,
ettd jos Sx = Sy, niin Az = Ay. Koska molemmat S ja A ovat lineaarisia,
riittdd ndyttad, ettd jos Su = 0, myos Au = 0 (eli Ker S C Ker A). Tarvitse-
mamme viite sitten seuraa tastd, kun asetetaan u = x — y.
Mutta jos Su = 0, niin
|Au| = |Sul = 0,

misté seuraa, ettd myos Au = 0.
Kuvaus U: W — K" on siis hyvin mééritelty ja toteuttaa ehdon US = A.
Liséksi se sdilyttdd normit, silld jos y = Sex € W =1Im S, z € K", niin

Uyl” = |USz|" = |Azf* = [Sz|* = |y|".
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Kuvaus U on siis unitarinen (Lemma 4.22), erityisesti injektio (sama Lem-
ma 4.22). Néin ollen ImU = W’ on sama ulottuvuutta kuin W. Todistus on
valmis, kunhan osoitetaan vield, ettd U voidaan laajentaa koko avaruuden
unitaariseksi kuvaukseksi.

Esitetdin K™ suorina summina K" = W Cc Wt = W’ c W'L. Koska
dim W = dim W', my6s dim W+ = n—dim W = n—dim W’ = dim W’ L. Va-

litaan molemmille alivaruudelle W+ ja W' ortonormaalit kannat (eq, .. . , ;)
ja (fi,..., fx) ja méiritellifin lineaarinen U’: W+ — W’ L ehdolla U’(e;) =
fi,i=1,..., k. Lemman 4.22 nojalla U’ on unitaarinen. Laitetaan nain méai-

ritellyt kuvaukset U: W — W' ja U': W+ —'+ "yhteen” médritelemalla ku-
vaus U: K" — K" kaavalla U(z +y) = U(z) + U'(y), v € W,y € W+
Tamé on hyvin médritelty ja yksikisitteinen, koska W @& W+ = K" (Pro-
positio 4.15). Helposti ndhdéén, ettd ndin méadritelty kuvaus on unitaarinen.
Propositio todistettu.

Kun A ei ole kisintyvi, ei ole myoskiidn S (silld det S = |det A|), joten W+ on
aito aliavaruus. T&lloin on olemassa ainakin kaksi tapaa jatkaa annettu uni-
taarinen kuvaus W : W’ koko avaruuden unitaariseksi kuvaukseksi, joten kun
A ei ole kddntyva polaarinen hajotelma ei ole koskaan yksikéasitteinen. O]

Kun edellinen tulos sovelletaan matriisin A konjugaattiin, saadaan esitys
A* = US, missd U unitaarinen ja S positiivisesti semidefiniitti. Ottamalla
tasta konjugaatin, saadaan A:lle esitys A = SU’, missa U’ on unitaarinen.
Téatékin hajotelma sanotaan polaariseksi.
On olemassa hyodyllinen analogiaa matriisien ja kompleksilukujen valilla.
Voidaan ajatella, etté itseadjungoidut matriisit vastaavat reaalilukuja, posi-
tiivisesti definiitit matriisit posiitivisia reaalilukuja, unitaariset matriisit yk-
sikkdympyrin alkiota z € S, |z| = 1. Télldin edelld todistettu polaarinen ha-
jotelma A = SU vastaa tuttua kompleksilukujen polaarista esitysta z = rt,
missé r = \/m > 0 jat € S'. Téstéd nimitys "polaarihajotelma” tuleekin.

Sovellus integraalilaskennassa.
Yksiulotteisen (Riemann)-integraalin "muuttujavaihtokaava” on muotoa

g(b)

b
/ oty = [ s

g(a

Kun tata yleistetdan moniulotteiseen avaruuteen eli funktiolle f: R — R,
g: R" — R" derivaatta ¢'(z) pitda jiljeen kerran korvata lineaarikuvauksen
g (z): R" — R" determinantilla ja kaava niyttda seuraavalta -

(2)dz = / (f 0 g)(x) |det ¢/ (z)| da.

g(A)
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Tésséa tietenkin pitdd olettaa, ettéd integroituva alue A seké funktiot f, g ovat
tarpeeksi "siistid” ja sdannollisié.

Muuttujavaihtokaava todistetaan seuraavaksi - ensin kdytetddn hyvéksi si-
ta, ettd ¢’'(x) on g “lineaarinen approksimaatio”; joten lokaalisti g voidaan
korvata derivaatallaan ja riittda osoittaa, ettd kaava pétee kun g = L on li-
neaarinen kuvaus. Tamé taas palautuu yksinkertaisempaan vaitteseen, jonka
mukaan

(4.46) m(L(E)) = |det L] m(A),

missd m on "mitta” eli geometrisen joukon tilavuus” (pinta-ala jne.) R™:ssé,
A tarpeeksi siisti integroituva alue ja L: R” — R" lineaarinen kuvaus. Né&i-
den vilivaiheiden tdsméllinen perustelu ja ldpikdynti on tietysti pitkad pro-
sessi tdynné yksityiskohtia, joihin emme voi tédssd menna.

Todistuksen ydin pilee kuitenkin kaavan 4.46 todistamisessa. Se taas voidaan
tehda polaarisen hajotelman avulla. Nimittédin voimme kirjoittaa L:n matriisi
(standardin kannan suhteen) muodossa A = OS = O0’'DO’~!, missi D dia-
gonaalinen ja O, O’ ortogonaalisia. Téssé siis kidytdmme hyvaksi myos sité,
ettd symmetrinen matriis S on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa.
Koska det L = det A = det O det O’ det D det O’~!, viiite riittié todistaa kun
A on joko diagonalinen matriisi tai ortogonaalinen.

Molemmat ovat helppoja - diagonaalinen matriisi vain venyttéaéd koordinaati-
suorat ja voimme laskea suoraan miten kappaleen mitta muuttuu téllaisessa
muunnoksessa. Ortogonaalinen kuvaus taas séilyttaé etdisyydet, joten myos
sailyttdd pallot ja niiden mitat. Koska jokaisen joukon mitta voidaan approk-
simoida mielivaltaisen tarkasti pallojen avulla (tdmé osoitetaan esim. Mitta
ja integraali-kurssilla), téstd seuraa, ettd m(O(A)) = m(A) = | det O|m(A),
silld ortogonaalisen kuvauksen determinaantin itseisarvo on aina 1. Siis kaava
4.46 piatee seké ortogonaalisille ettéd diagonalisille matriiseille, polaarihajotel-
man avulla ndhd&éan, ettd se pitee kaikille L.
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