4.3 Normaalit operaattorit ja diagonalisointi

Téssé luvussa palataan diagonaalisointi-onglemaan — télla kertaa varustettu-
na uudella tyokalulla eli sisétulolla.

Olkoon V aérellisulotteinen sisdtuloavaruus ja L: V' — V operaattori. Sa-
nomme, ettd L on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa, jos on olemas-
sa V:n ortonormaali kanta e joka koostuu L:n ominaisarvoista.

Sanomme, ettd K-kertoiminen (n X m)-matriisi on diagonalisoituva ortonor-
maalissa kannassa, jos sitd vastaava lineaarinen kuvaus L,: K" — K™ on
diagonalisoituva jossakin K™:n ortonormaalissa kannassa (missd K" varuste-
taan standardilla pistetulollaan).

Lemma 4.28. Olkoon L:V — V operaattori ddrellisulotteisessa sisdtuloava-
ruudessa, olkoon e jokin V :n ortonormaali kanta ja olkoon A € M(n xn; K)
maelivaltainen neliomatriisi. Talloin

1) L on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa jos ja vain jos sen mat-
riisi [L)e ortnormaalissa kannassa e on diagonalisoituva jossakin V:n ort-
normaalissa kannassa f.

2) A on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa jos ja vain jos A =
UDUY = UDU* jollakin unitaarisella matriisilla U € M(n x n; K) ja dia-
gonaalimatriisille D € M(n x N; K).

Todistus. Harjoitustehtdva (vrt. Lemma 3.5). O

Olkoon L:V — V diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa e. Talloin
matriisi D = [L]e on diagonaalimatriisi eli muotoa

A0 0
D 0 X 0
0o 0 0 X,

Koska kanta on ortonormaali L:n adjungaatin L* matriisi saman kannan
suhteen on D* eli diagonaalimatriisi

M OO ...00
D — 0 X ... O
0O 0 0 M\,

Koska diagonaalimatriisit selvésti kommutoivat keskendédn, ndemme, ettd
LL* = L*L. Tamé havainto motivoi seuraavan maéritelman.
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Maaritelma 4.29. Lineaarinen operaattort L:V — V', missd V' on ddrel-
lisulotteinen sisdtuloavaruus on mormaali , jos LL* = L*L. Matriisi A on

normaali jos AA* = A*A.

Seuraavat normaalien operaattorien ominaisuudet ovat keskeisii niiden
teorian kannalta.

Lemma 4.30. Olkoon L:V — V', missd V on dadrellisulotteinen sisdtuloa-
varuus. Tdlloin L on normaali jos ja vain jos kaikilla v € V' pdtee

[L(v)] = |L*(v)]

Todistus. Osoitetaan, ettd jokainen normaali kuvaus toteuttaa ehdon. Kaén-
teistd viaitettd emme tarvitse, joten sen todistus jaa harjoitustehtaviksi.
Olkoon L normaali. Jokaisella v € V' pétee

[L(v)|” = (L(v), L(v)) = (v, L"L(v)) =

(v, LL*(v)) = (L*v, L*(v)) = [L*(v) .
O

Kun V' on sisdtuloavaruus ja W C V mikd tahansa sen aliavaruus, W
voidaan ajatella sisdtuloavaruutena luonnollisena tavalla - varustetaan se V:n
sisdtulon (,) rajoittumalla joukkoon W x W. Helposti ndhdéaén, ettd talloin
W todellakin on sisédtuloavaruus.

Propositio 4.31. Olkoon L:V — V', missd V on darellisulotteinen sisd-
tuloavaruus, normaali operaattori. Olkoon W C V' L-invariantti aliavaruus.
Tilloin sen ortogonaalinen komplementti W+ on myds L-invariantti.

Todistus. Valitaan W:lle ortonormaali kanta (ey, ..., e;) ja W:lle ortonor-
maali kanta (egy1,...,e,). TAmé on mahdollista Lemman 4.14 nojalla. Li-
siksi Lemman 4.15 nojalla W@ W=+ = V| joten kun nimé kannat ydistetéiin,
saadaan koko avaruuden V' ortonormaali kanta e = (eq, ..., €k, €xr1,---,€n).
Esitetdan L matriisina téssé kannassa. Koska W on L-invariantti, tAmé& mat-
riisi voidaan kirjoittaa lohkomatriisina

A B
w-fi 2]
missé A on rajoittuman L|W: W — W matriisi kannassa (ey, . .., ;) Koska

aliavaruuden W+ kannan vektorien kuvat ovat tdméan matriisin viimeiset sa-
rakkeet ATl . A" riittdd osoittaa, ettd B = 0.
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Koska kanta e on ortonormaali, adjungaatin L* matriisi samassa kannassa
on

a _ |AY 0
L= &)
Olkoon A = (aij>i,j:1 _____ k- Talloin
k
L(e)) = Zaileia
i=1
l=1,...,k. Koska jono (eq,...,eg) on ortonormaali, saadaan

k
L(en)]* = laal®,
i=1
mistéd seuraa, etté
k k
S oL =) el =a,
=1 il=1

missé a on siis matriisin A alkioiden itseisarvojen nelividen summa.
Lasketaan samanlainen summa L*:lle. Nyt jokaisella i = 1,..., k pétee

k n
L*(e;) = Za_liei + Z buiei,
i=1

i=k+1

silld L*:n matriisi on L:n matriisin transpoosin konjugaatti.
Koska jono (e, ..., €, €xt1,-..,€,) on ortonormaali, pitee

n n L
L (e))| = Z ’CL_M|2 + Z absb; =
i=1

i=k+1

= i absaliz + i |blz’|2 y
=1

i=k+1
koska kompleksiluvun konjugaatin itseisarvo on sama kuin luvun itseisarvo.
Nyt

k k n
Z|L*(GZ)| = Z|ali|2+ Z |bh-|2 =a+b,
=1 il=1 i=k+1,l=1

missd a on edelleenkin matriisin A alkioiden itseisarvojen neliiden summa
ja b matriisin B alkioiden itseisarvojen nelididen summa.
Toisaalta Lemman 4.30 nojalla jokaisella [ = 1,..., k pétee

L (en)| = [L(e)],
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joten kun namé lasketaan yhteen, saadaan a = a + b. Niin ollen b = 0.
Toisaalta b on summa ei-negatiivisista luvuista, joten jokainen néisté luvuista
on nolla. Koska jokainen B:n matriisin alkion itseisarvon nelio esiintyy téssé
summassa, joten B on nolla-matriisi. Vaite on todistettu. ]

Seuraus 4.32. Olkoon L:V — V normaali operaattor: dgdrellisulotteisessa
sisdtuloavaruudessa V- ja olkoon W C V' L-invariantti aliavaruus. Tdlloin
rajoittuma LIW : W — W on myds normaali.

Todistus. Osoitetaan, ettd W on myos L*-invariantti. Tama seuraa edellises-
td tuloksesta ja yleisestd tuloksesta, jonka mukaan jos U on L-invariantti,
niin U+ on L*-invariantti. Téméa pétee kaikille L ja sen todistaminen jéte-
tadn harjoitustehtiviksi. Kun sovelletaan témé tulos avaruuteen U = W+,
joka on L-invariantti edellisen proposition mukaan, saadaan, etti L* on U+-
invariantti. Mutta U+ = (W+)+ = W (harjoitustehtéivi), joten olemme to-
distaneet, ettd W on L*-invariantti.

L' = L*|W: W — W on siis hyvin mééritelty lineaarinen kuvaus. Koska
kaikilla v, w € W adjungaatin méaaritelméan mukaan pétee

(Lv,w) = (v, L'w),
kuvaus L' on mééritelmén mukaan L|W:n adjungaatti. Siis
(L|W)* = L*|W.

Koska LL* = L*L pétee koko V':ssé, se pétee erityisesti W:ssd, joten L|W
on normaali. O]

Olemme néyttineet aikaisemmin, ettd jokainen ortonormaalissa kannassa
diagonalisoituva operaattori on normaali. Kéénteinen véite pitee ainoastaan
C-kertoimisissa siséituloavaruuksissa.

Propositio 4.33. Olkoon V C-kertoiminen sisdtuloavaruus. Olkoon L:V —
V' operaattori. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvid.

1. L on normaali.
2. L on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa.

Todistus. Riittéaa todistaa, ettd jokainen normaali operaattori on diagonali-
soituva ortonormaalisessa kannassa.

Todistetaan tdmé induktiolla n = dim V:n suhteen. Tapaus n = 1 on trivi-
aali.
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Koska C on algebrallisesti suljettu, L:1l4 on ominaisvektori e; (tdmé on to-
distuksen ainoa osa joka ei mene ldpi R:ssd). Tdmén ominaisvektorin vi-
rittimé aliavaruus U = Span(e;) on L-invariantti, joten W = U+ on myds
L-invariantti. Lisaksi L|W: W — W on normaali. Koska dim W = dim V' —1.
voimme induktioletuksen perusteella valita W :ssé ortonormaali kanta (ea, . . ., €,),
joka koostuu L:n ominaisvektoreista. Koska jono (eq, e, ..., €e,) on V:n orto-
normaali kanta, joka koostuu L:n ominaisvektoreista, véite on todistettu. [J

Olkoon V darellisulotteinen K-sisdtuloavaruus (misséa K on R tai C kuten
yleensd). Olkoon L: V — V unitaarinen kuvaus. T&lloin L* = L™ ja koska
LL=' =1, = L7'L, operaattori L on normaali. Samoin jokainen unitaarinen
matriisi on normaali.

Soveltamalla edellinen proposition tdhén havaintoon saamme todistettua puo-
let seuraavasta tuloksesta.

Seuraus 4.34. Olkoon L: V — V operaattori, missa V' on ddrellisulotteinen
C-sisdtuloavaruus. Tdlloin L on unitaarinen jos ja vain jos L on diagonali-
sottuva ortonormaalissa kannassa ja kaikki sen ominaisavot z € C toteuttavat
ehdon

|z| = 1.

Samoin matriisi A € M(n x n;C) on unitaarinen jos ja vain jos A =
UDU~' = UDU* jollakin U € U(n) ja kompleksisella diagonaalimatriisil-
la

21 0 0
D— 0 z9 0 :
0 Zn,

jonka kaikki diagonaalialkiot toteuttavat ehdon |z;| = 1.

Todistus. Kaikki viitteet ovat samojen véitteiden kuvaus/matriisi tulkinnat,
joten riittdd osoittaa jokainen véite vain kerran kuvaukselle tai matriisille.
Tieddmme jo, ettd jokainen unitaarinen operaattori L: V' — V on normaali,
joten jos tarkastellaan se C-n suhteen, se on diagonalisoituva ortonormaalissa
kannassa. Osoitetaan, ettd L:n jokainen ominaisarvo on itseisarvoltaan 1.
Tamaé itse asiassa pétee myos R-suhteen. Olkoot z € C,v € V siten, etté
L(v) = zv. Koska L siilyttdd normit saadaan

ol = [L(v)| = |zv] = |2 o],

ja koska |v| # 0, voimme supistaa sen ja saamme |z| = 1, kuten pitikin.
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Kéantéden olkoon D diagonaalinen matriisi

zz 0 ... 0
0 2z ... 0
0 ... ... 2z,
jossa kaikki diagonaalialkiot toteuttavat ehdon |z;| = 1. Téllsin z; = z;*
jokaisellaa z =1,...,n ja
zi O 0
D — 0 =z 0 ’
0 En
joten DD* = I, eli D on unitaarinen. O]

Edellinen propositio ja siten myos Propositio 4.33 eivit pade R-sisdtuloavaruudessa.
Esimerkiksi ortogonaalinen 2 x 2-matriisi

cosa —sina
sina  cos«

ei ole diagonalisoituva R:n suhteen kun o € R, v # nw jollakin n € Z (kts.
esim. 4.27.
Tutkitaan tarkemmin normaaleja R-kertoimisia 2 x 2-matriiseja.

Olkoon ;
a —

=l ]

mielivaltainen M (2 x 2;R):n alkio. T#ll6in

_ T a b
e[

Jos A on normaali Lemman 4.30 nojalla erityisesti
@+ 0 = |A(e)[? = |AT(er)|" = > + &,

misté seuraa b? = 2 eli b = +c. Jos b = ¢, matriisi A on symmetrinen eli sille
pitee AT = A. Téllainen reaalinen matriisi on selviisti normaali (jokainen
matriisi kommutoi itseensé kanssa).

Toinen mahdollisuus on b = —c. Télloin

a?+b> —ab+bd

T
ATA= —ab+bd d* —V?

ja
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AAT {a2+b2 ab—bd}

ab—bd d*—V?

Néistéd kaavoista ndhdéén, ettd A on normaali jos ja vain jos b(a — d) = 0 eli
b= 0 tai a = d. Jos b = 0 matriisi on taas symmetrinen. Muuten matriisi on

muotoa
a —b
A= :
Tamé on samanndkdinen kuin esitys, joka johdettiin esimerkissa 4.27 orto-
gonaalisille matriiseille, paitsi, etti emme vaadi tissi, ettd a® + b? = 1.
Mutta jos merkitdin r = a? + b% ja oletetaan, ettdi r > 0 (muuten matrii-
si on nollamatriisi, erityisesti symmetrinen), ndhdéén, ettd A = rO, missé

O € SO(2). Kddntéen téillainen matriisi on selvéisti normaali. Olemme todis-
taneet seuraavan tuloksen.

Lemma 4.35. Matriisi A € M(2 x 2;R) on normaali jos ja vain jos se on
symmetrinen matriisi tai on muotoa A =rO, missir >0 ja O € SO(2).

Tamén tuloksen avulla voimme johtaa hajotelma-tuloksen normaaleille
operaattoreille R-sisdtuloavaruuksissa. Sitd ennen tarvitsemme lisdd aputu-
loksia.

Y14 tarkasteltu reaalinen (2 x 2) symmetrinen matriisi

a b
A=l
on aina diagonalisoituva, mikd ndhd&an helposti laskemalla sen ominaisarvot

(harjotustehtévi). Tamé ei ole mikédéan sattuma - osoittautuu, ettd jokainen
symmetrinen R-kertoiminen matriisi on diagonalisoituva R:n suhteen.

Maaritelma 4.36. Olkoon L: V' — V operaattori darellisulotteisessa K-
sisdtuloavaruudessa. Tdlloin sanomme, ettd L on itseadjungoitu jos L* = L.
Samoin matriisi A € M(n x n; K) on itseadjungoitu jos A* = A.

Kuten yleensé, operaattori on itseadjungoitu jos ja vai jos sen matriisi
ortonormaalin kannan suhteen on itseadjungoitu matriisi. Kun A = R puhu-
taan symmetrisista operaattoreista ja matriiseista.

Neliomatriisi A = (a;;) on itseadjungoitu jos ja vain jos a;; = @j; kaikilla i, j.
Erityisesti tdllaisen matriisin diagonaaliarvot ovat aina reaalisia, a; = @;;.

Propositio 4.37. Olkoon L:V — V operaattori darellisulotteisessa K-
sisdtuloavaruudessa, missi K = R tai C. Talloin L on itseadjungoitu jos
ja vain jos se on diagonalisoituva ortonormaalisessa kannassa ja kaikki sen
ominaisarvot ovat reaalisia.
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Erityisesi matriisi A € M(n x n; K) on itseadjungoitu jos ja vain jos A =
XDX™t, missd X on unitaarinen ja D diagonaalinen matriisi, jonka kaikki
alkiot ovat reaalisia.

Todistus. Olkoon L operaattori, joka voidaan esittédé jossakin ortonormaalis-
sa kannassa diagonaalisena matriisina

aq 0 0
D— 0 a9 0
0 an

Jjonka kaikki alkiot reaalisia. T&ll6in selvasti D* = D, joten L on itseadjun-
goitu.

Kaédnteisen suunnan todistamisessa pitdéd tarkastella erikseen reaalinen ja
kompleksinen tapaus.

Tarkastellaan ensin yksinkertaisempi tapaus K = C. Koska itseadjungoitu
operaattori L on selvésti normaali, Proposition 4.33 nojalla se on myos dia-
gonalisoituva ortogonaalisessa kannassa. Jos D on diagonaalimatriisi, joka
esittdd L jossakin ortonormaalissa kannassa, niin D on itseadjungoitu. Eri-
tyisesti jokainen sen diagonaalin alkio on reaalinen, joten sama pétee L:n
ominaisarvoihin.

Olkoon sitten K = R. Osoitetaan, ettd jokaisella symmetrisella R-kertoimisella
matriisilla on ainakin yksi reaalinen ominaisarvo. Koska A on reaaliluku-
kertoiminen, se voidaan yhté hyvin ajatella kompleksiluku-kertoimisena. Voi-
daan siis ajatella A lineaarisena kuvauksena L,: C" — C". Huomaa, etti
tdmén kuvauksen matriisi C™:n standardissa ortonormaalisessa kannassa e
on juuri matriisi A. Téssd siis ajattelemme C” sisdtuloavaruutena standar-
din pistetulon suhteen. Koska A on itseadjungoitu, myos kuvaus L4 on it-
seadjungoitu. Koska nyt se on itseadjungoitu kuvaus C-vektoriavaruudessa,
silld on ominaisarvo r, joka on reaaliluku juuri todistetun nojalla. Olkoon
z = (z1,...,2,) vastaava ominaisvektori. Jokainen C" alkio voidaan kirjoit-
taa yksikésitteiselld tavalla muodossa z = x + 1y, missid x,y € R". Téssa siis
samastetaan r = (x1,...,2,) € R" ja C"m alkio (x1,...,z,).

Koska ominaisvektori z # 0 ainakin toinen vektoreista x,y on myos nollasta
eroava. Lisdksi

A(x) +iA(y) = La(x +iy) = La(z) = rz =rx +iry,

mista seuraa, ettd A(x) = rx ja A(y) = ry. Koska ainakin toinen on nollasta
eroava,  on A:n ominaisarvo. 0
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Kun K = R niin tietysti lisdys "jokainen ominaisarvo on reaalinen” on

tarpeeton ja olemme todistaneet seuraavan tuloksen - d#rellisulotteisen R-
sisdtuloavaruuden operaattori on diagonalisoituva jossakin ortonormaalissa
kannassa jos ja vain jos se on symmetrinen.
Seuraava tulos ei varsinaisesti kuulu sisdtuloavaruuksien teoriaan, vaan pi-
kemminkin yleiseen invarianttialiavaruuksien teoriaan, joten olisimme voineet
todistaa sen aikaisemmin, Luvussa 3. Toisaalta tdmé on ensimmaéinen kerta
kun tarvitsemme sen.

Lemma 4.38. Olkoon 'V ddirellisulotteinen R-vektoriavaruus ja olkoon L:V —
V' sen operaattori. Tdlloin V :lld on L-invariantt: aliavaruus W, jonka dimen-
ston on 1 tas 2.

Todistus. Riittdd osoittaa, ettd viite péitee kun L = L,: R” — R”™, missd A
on jokin (n X n) reaaliluku-kertoiminen matriisi.

Kéytdmme samaa temppua kuin edellisen proposition todistuksessa. Ajatel-
laan A kompleksiluku-kertoimisena matriisina, jolloin se méarittelee kuvauk-
sen L§: C" — C". Koska jokainen C™:n alkio voidaan yksikisitteiselld taval-
la kirjoittaa muodossa z = x + 1y, missd x,y € R", helposti ndhdéén, etté
LS(2) = La(x) +iLa(y) = Az + iAy (tarkista!).

Koska C on algebrallisesti suljettu, LG:114 on ominaisarvo A = \; +ilambdas,.
Olkoon z = x + iy vastaava ominaisarvo. Té&lloin ainakin toinen vektoreis-
ta x,y on nollasta eroava, joten R™mn aliavaruus W = Span(z,y) on 1-
tai 2-dimensionaalinen. Osoitetaan, ettd se on A-invariantti. Koska z on A-
ominaisvektori, pitee

A(x)+iA(y) = A(z) = Az = (A +id) (2 +iy) = (Mz — Aay) +i( Ay + X)),

joten A(z) = Mz — Ay € W ja A(y) = My + dex € W. Koska jokainen
W: alkio on x:n ja y:n lineaarinen kombinaatio, tédstd seuraa, ettd W on
A-invariantti. O

Propositio 4.39. Olkoon V R-sisdtuloavaruus ja L:V — V' operaattorsi.
Tdlloin L on normaali jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuu.
On olemassa V :n L-invariantit aliavaruudet W, Vy, ..., V,, siten, etti

o Aliavaruudet W, Vi, ..., V,, ovat pareittain kohtisuorassa toisiaan vas-
taan, eli jos x,y ovat erilaisista aliavaruuksista W, Vi, ..., V,,, pdtee

(z,y) =0,
o L|W on diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa,

o dimV; =2 kaikillai =1,...,m,
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o L|V; on muotoa rO, missi r > 0 ja O on kaksiulotteisen aliavaruuden
W; ortogonaalinen operaattori, jolla ei ole ominaisarvoja eli esitetti-

vissd kiertona
cosa —sino

sinaw  cos«

} , a £ nmw,n €L
jossakin V;:n ortonormaalissa kannassa (ja det O = 1).

Todistus. Jos kuvaus L toteuttaa ndmé ehdot, niin sen rajoittuma jokaiseen
aliavaruuteen W, Vi, ..., V, on selvisti normaali. Koska aliavaruudet kysees-
sd ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, helposti ndhdédén tasti, ettd L on
normaali (mieti yksityiskohdat lapi).

Olkoon ka#ntden L normaali. Olkoon W sen kaikkien ominaisvektorien virit-
tamé aliavaruus. Olkoot Ay, ..., A\, kaikki L:n ominaisarvot. Osoitetaan etté
vastaavat ominaisarvoaliavaruudet V), ovat kohtisuorassa toistensa kohden.
Olkoot A, u erilaiset ominaisarvot. Voidaan osoittaa, ettd koska L on nor-
maali, 7 on L*:n ominaisarvo (harj. tehtdvd). Olkoot v,w € V siten, ettd
L(v) = M, L(w) = pw. Télloin

Mo, w) = (A, w) = (Lv,w) =

= (v, L*w) = (v, jw = p{v, w).

Koska A # u, saadaan (v, w) = 0, mité pitikin todistaa.

Nyt jos valitaan jokaisessa ominaisarvoaliavaruudessa V), jokin ortonormaali
kanta ja yhdistetdén ne, saadaan ortonormaali kanta W':lle. Lisdksi tdmén
kannan alkiot ovat kaikki L:n ominaisarvot. Néin ollen L|W: W — W on
diagonalisoituva ortonormaalissa kannassa.

Proposition 4.31 nojalla aliavaruus W+ on L-invariantt ja Korollaarin 4.32
nojalla rajoittuma L|W=L: W1 — W+ on myds normaali operaattori. Lisiiksi
rajoittumalla L|W+ ei ole ominaisarvoja, silli muuten ne olisi L:n ominai-
sarvoja ja kuuluisivat siis W :hen, miki on mahdotonta, silli W NW+ = {0}.
Riittad siis nayttad vield, ettd jos L: V' — V on normaali operaattori, jolla
ei ole ominaisarvoja, niin V' on suora summa 2-ulotteisista L-invarianteista
aliavaruuksista Wy, ..., W,,, jotka ovat lisiksi kohtisuorassa toisia ndhden. Ni-
mittéiin talloin Korollaarin 4.32 nojalla L|W; on kaksiulotteisen R-sisdtuloavaruuden
normaali operaattori ja esimerkkeissé ylla néhtiin jo, ettd tallainen operaat-
tori on joko symmetrinen tai muotoa rO missd r = 0 ja O on ortogonaalinen
(ja lisdksi det O = 1). Mutta symmetrinen se téssd tapauksessa ei voi olla,
silla silloin se olisi my6s diagonalisoituva, miké on ristiriidassa sen kanssa,
ettd L:114 ei ole V:ssé ominaisarvoja.

Edellisen lemman nojalla L:1l& on 2-ulotteinen invariantti aliavaruus W. Kos-
ka L on normaali, myos ortogonaalinen komplementti W+ on L-invariantti ja
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L|W+ on my6s normaali operaattori, jolla ei ole ominaisarvoja. Jatkamalla
induktiolla, saadaan osoitettua haluttu véite. O

Seuraus 4.40. Olkoon L:V — V operaattori, missd V ddrellisulotteinen
R-sisdtuloavaruus. Tdlloin L on ortogonaalinen jos ja vain jos V :lld on or-
tonormaali kanta e, jossa L voidaan esittdd lohkomatriisina

A, 0 ... 0 0 0]
0 A ... 0 0 0
0 0 ... A4 0 0]
0 0 0 —I, 0
0 0 0 0 I,]

missd jokainen Ay, € SO(2 x 2;R). Lisdksi det L = (—1)™.
Jokainen ortogonaalinen operaattori on siis yhdistelmd peilauksista ja kak-
siulotteisista kierroista.

Todistus. Seuraa edellisestd Propositiosta, kunhan huomataan, ettd ortogo-
naalisen operaattorin rajoittuma invarianttiin aliavaruuteen on aina ortogo-
naalinen ja sen ominaisarvot ovat £1. O

Erityisesti kolmiulotteisessa avaruudessa saadaan merkittava tulos, jonka
tunsi jo Euler - jokainen etéisyyksié ja avaruuden orientaation siilyttava li-
neaarinen operaattori L: R3 — R? voidaan esittiii ortonormaalissa kannassa

muodossa
cosae —sina 0

sinae cosa 0
0 0 1

eli se on kaksiulotteinen kierto paikallaan pysyvén akselin ympéri. Téssé
“orientaation sdilyttdminen” tarkoittaa, ettd det L =1
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