4.2 Adjungaatti ja unitaarisuus

Olkoon V &érellisulotteinen vektoriavaruus. Tiedetédén, ettd télloin sen du-
aali V* on samaa ulottuvuutta kuin V eli erityisesti isomorfinen sen kanssa.
Yleisesti tdma isomorfismi ei ole kanoninen, vaan on “satunnainen” eli riip-
puu kantojen valinnasta.

Sisétuloavaruudessa on olemassa kanoninen tapa yhdistdd V' sen duaaliava-
ruuteen V*. Valitettavasti yleisessd tapauksessa se on ainoastaan puoliline-
aarinen isomorfismi, eli on lineaarinen isomorfismi vain R-sisdtulon tapauk-
sessa.

Olkoon w € V', missd V sisdtulolla (,) varustettu K-vektoriavaruus. Maari-
tellddn kuvaus L,: V — K kaavalla L, (v) = (v, w). Koska sisdtulo on line-
aarinen ensimmaéisen muuttujan suhteen, L,, on lineaarinen jokaisella w € V.
Toisin sanoen L,, € V* kaikilla w € V. Saadaan siis kuvaus : V — V*,

O(w) = Ly

Propositio 4.16. Kuvaus ®: V' — V* on puolilineaarinen injektio.
Jos V' on ddarellisulotteinen, se on bijektio, eli isomorfismi V- — V*.

Todistus. Tarkistetaan puolilineaarisuus. Kaikilla w,w’,v € V ja A\ € K
saadaan

(w+)(v) = Lyt (v) = (v, we!) = (v,0) 4+ (0, 0) = (w)(v)+@(w)(v) = ((w)+D(u))(v).

d(Aw)(v) = (v, \w) = Mo, w) = (Ad(w))(v).

Niin ollen ® on puolilineaarinen, erityisesti lineaarinen kuvauksena V — V*.
Helposti ndhdéén, ettd avaruuden ja sen konjugaattiavaruuden dimensiot
ovat samat (tarkista!). Erityisesti, jos V' on #érellisulotteinen, niin my6s on
V*ja

dimV* =dimV* = dim V.

Néin ollen, jos osoitamme, ettd ® on injektio, dimensiosyisté seuraa, etti se
on #drellisulotteisessa tapauksessa jopa bijektio. Riittd4 siis nayttaé injekti-

Visyys.
Olkoon w € W sellainen, ettd ®(w) = 0. Télloin siis kaikilla v € V/
(v,w) = Ly(v) = (w)(v) = 0.
Erityisesti (w, w) = 0, mista seuraa, ettd w = 0. [

Edellisesta propositiosta seuraa, etté, sisdtuloavaruuden V' olleessaan aé-
rellisulotteinen, jokainen lineaarinen kuvaus V' — K on muotoa L, v >
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(v, w) jollakin yksikésitteiselld w.

Olkoon L: V — W lineaarinen kuvaus, missa seki V', ettd W ovat sisédtuloa-
varuuksia.

Kuten yleisesti pétee, on olemassa duaalikuvaus L*: W* — V*, joka on eri-
tyisesti lineaarinen kuvaus. T&ll6in se on my6s lineaarinen konjugaattien suh-
teen, eli jos ajattelemme L* kuvauksena L*: W* — V*_ niin se on edelleenkin
K-vektoriavaruuksien vélinen lineaarinen kuvaus.

Oletamme, ettd sekd V', ettd W ovat adrellisulotteiset. Téll6in on olemas-
sa puolilineaariset bijektiot @ : V — V* ja &y : W — W+, Tarkastellaan
kuvausta

L’:q)(/loL*OCDW:W%V.

Puolilineaarisen bijektion kdédnteiskuvaus on selvésti myos puolilineaarinen,
joten CID‘_/I on puolilineaarinen. Samoin helposti ndhd&éan, ettd puolilineaari-
sen ja lineaarisen kuvauksen yhdistelmé on puolilineaarinen ja kahden puo-
lilineaarisen kuvauksen yhdistelmé on lineaarinen. Niin ollen ®;' o L* on
puolilineaarinen, joten L' = CID‘jl o L* o &y, on lineaarinen kuvaus. Huomaa,
etté tissd kisittelemme L* kuvauksena W* — V*, mutta niin tulkittuna se
on edellenkin lineaarinen.

Karakterisoidaan L’ ilman viitauksia duaaliavaruuksiin. Olkoot v € V,w €
W. Téllsin duaalikuvauksen mééritelméan mukaan (L* o @y (w)) = (Pw (w) o
L), joten

(L" 0 Qw(w))(v) = (Pw(w) o L)(v) = Pw(w)(L(v)) = (Lv, w).
Toisaalta L* o &y = Oy 0 L ja
(®y o L')(w)(v) = Oy (L'w)(v) = (v, L'w).

Saadaan siis yhtalo
(Lv,w) = (v, L'w).

Tama karakterisoi kuvauksen L', jonka konstruoimme. Koska L’ on isomor-
fioita vaille duaalikuvaus L*, se merkitd&n yleensé kirjallisuudessa samalla
symbolilla L* ja kutsutaan L:n adjungaatiksi (engl. adjoint). Olemme todis-
taneet seuraavan lemman olemassaolo-puolen.

Lemma 4.17. Olkoon L:V — W lineaarinen kuvaus, jossa V ja W ovat
dadrellisulotteiset sisdtuloavaruudet. Talloin on olemassa yksikdsitteinen line-
aarinen kuvaus L*: W — V' siten, ettd kaikilla v € V' ja w € W pitee

(Lv,w) = (v, L*w).

Tdamd kuvaus sanotaan L:n adjungaatiksi.
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Todistus. Olemassaolo todistettiin ylld. Periaatteessa yksikésitteisyys voi-
daan nahda kaymalla 1api samoja vélivaiheita, silld olemme itse asiassa osoit-
taneet, ettd yhtalo

(Lv,w) = (v, L').

voidaan kirjoittaa muotoon
(L7 0 Dy )(w)(v) = (v o L')(w)(v)

joten sen on voimassa kaikilla v € V jaw € W jos ja vain jos L*o Py = Py 0
L'. Tésta seuraa, koska ®y tiedetaéin olevan bijektio, ettd L' = <I>(/1 oL*o®yy,
on yksikésitteisesti maaratty. O]

Tutkitaan seuraavaksi L:n ja sen adjungaatin matriisien yhteyksia. Olkoot
e=(eq,...,e,) jaf = (f1,..., fm) vastaavasti V:n ja W:n ortonormaalit
kannat. Olkoon A = [Llfe = (@j)i=1,.. m,j=1,..n L0 esitys niissi kannoissa.
Maééaritelmén mukaan tdméa tarkoittaa sité, etté

L(Gj) = Zaijfi.
i=1
kaikilla 5 = 1,...,n. Lemman 4.13 nojalla jokaisella j = 1,...,n, i =

1,...,m péatee
aij = (L(e;), fi)-
Adjungaatin méaritelmin nojalla saadaan

Q5 = <L(€j)7fi> = <ej7L*<fi)>a

joten, sisdtulon ominaisuuksien nojalla

(4.18) (L*(fi), €5) = @ij.

Toisaalta olkoon B = [L*|e¢ = (bij)i=1,..m j=1,.n- Laas médritelmén nojalla
patee

L*(fz) = Zbﬁ@j, joten
7j=1

bji = (L*(fi). €5)-
Vertamalla tamé tulos yhtdaloon (4.18) saadaan siis bj; = @;;. Toisin sanoen
adjungaatin matriisi on saatu alkuperéisen kuvauksen matriisista transponoi-
malla ja ottamalla sen jélkeen jokaisesta siiné esiintyvésté alkiosta komplek-
sisen konjugaatin.
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Maééritelmé 4.19. Olkoon A = (a;;) € M(n x m; K) matriisi. Sen konju-
gaatti A on (n x m)-kokoinen matriisi, jolle pdtee A;; = ;.
Matriisin A adjungaatti A* on m x n-kokoinen matriisi (AT) = (A)T.

Helposti niahdéén (tarkistal), ettd konjugaattikuvaus A +— A on K-vektoriavaruuden
M (n x m; K) puolilineaarinen isomorfismi, jonka kddnteiskuvaus on konju-
gaattikuvaus itse. Lisdksi tdmé operaatio siilyttdd matriisien kertolaskun eli
jos B on (m X p)-kokoinen matriisi, niin

AB = AB.

Erityisesti, jos tdmé operaatio tarkastellaan algebrassa M (n x n; K), niin se
sailyttés neliomatriisien kertolaskun ja I, = I,,.

Koska adjungaatti on yhdistelmé transpoosista ja konjugaatista, operaatio
A +— A* on puolilineaarinen isomorfismi vektoriavaruudessa M (n x m; K).
Lisiksi, koska transpoosi vaihtaa kertolaskun jarjestysté, kaikille A € M (n x
m; K) ja B € M(m x p; K) pétee

(AB)* = B*A".

Tietysti, jos K = R, niin adjungaatti on sama asia kuin transpoosi.
Olemme siis niyttianeet seuraava lemma todeksi.

Lemma 4.20. Olkoon L:V — W sisdtuloavaruuksien V' ja W wvilinen line-
aarinen kuvaus. Olkoot e ja f) vastaavasti V:n ja W:n ortonormaalit kan-
nat. Olkoon A = [Ll¢e L:n matriisi ndiden kantojen suhteen- Tallin L:n
adjungatti-kuvauksen L* matriisi [L*|es samoissa kannoissa on A:n adjun-
gaatti A*.

Panna merkille, ettd tulos on voimassa vain ortonormaalien, ei mieli-
valtaisten, kantojen suhteen.
Sisétuloavaruus V' voidaan ajatella uudentyyppisen matemaattisen struktuu-
rin edustajana. Se on sisdtulon tyyppi, joka on siis formaalisti pari V, ((,))),
jossa V' = (V,+,-) on vektoriavaruus ja (, rangle sisitulo V:ssi.
Aina kun tarkastelun kohteeksi vastaan tulee jokin uusi abstrakti struktuu-
rin tyyppi nykymatematiikan "hyviin tapoihin” kuuluu myés, ettd mietitaéan
mitkd ovat tdmén tyypin edustajin véliset morfismit eli struktuuria séilytta-
vit kuvaukset.

Maaritelma 4.21. Olkoot V' ja W sisdtuloavaruudet. Lineaarinen kuvaus
L:V — W on unitaarinen, jos kaikilla v,w € V pitee

(Lv, Lw) = (v, w).
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Propositio 4.22. Olkoot V' ja W ddrellisulotteiset sisdtuloavaruudet ja ol-
koon L:V — W lineaarinen kuvaus.
Tdlloin seuraavat ehdot vat yhtapitdvid.

1. L on unitaarinen.

2. L sdilyttdd normit eli jokaisella v € V' pitee

| Lo| = Jv].

3. L kuvaa ortonormaalit joukot ortonormaaleks: joukoikst.

4. Olkoon e = (ey,...,e,) jokin V:n ortonormaali kanta. Tdlldin jono
f = (Ley, ..., Le,) on myds ortonormaali.

Erityisesti jokainen unitaarinen kuvaus on ingjektio.

Todistus. (1)= (2). Asetetaan unitaarisuuden mééritelméssi v = w. Télloin

saadaan
Lof? = (Lo, Lv) = (v, 0) = o]

Ottamalla molemmista puolesta neliojuuri, saadaan véite.

(2)= (1). Kaanteistd vaitetta varten tarvitsemme tavan esittad sisdtulo nor-
min avulla. Helposti ndhdééin laskemalla suoraan, ettd kaikilla v,w € V,
missé V' on sisdtuloavaruus, pétee

1
(u,v) = Z(\u +o,u+o]* = |u—v?),
jos V' R-kertoiminen ja
1 . ‘ .
(u,v) = S(lu+ov,u+t o +ifu ol = (L+ ) (Jul” + [o])),

jos V' C-kertoiminen. Jos oletetaan, ettd (2) on tosi, ndiden avulla saadaan
(1). Yksityiskohdat harjoitustehtdvana.
(1)=(3). Jos L siilyttédd sisdtulon ja A C V on ortonormaali, niin kaikilla
a,b € A, a # b pitee

(La, Lb) = (a,b) =0

ja, koska (1) implikoi (2), jokaisella a € A pétee
|La| = |a| = 1.

Néin ollen L(A) on my6s ortonormaali.
(3)=(4). Triviaalia.
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(4)=-(1). Oletetaan, ettd e = (e, ..., e,) on jokin V:n ortonormaali kanta ja
jono f = (Ley, ..., Le,) = (f1,--., fn) on myds ortonormaali. Olkoot v, w €
V. Esitetdan molemmat vektorit kannassa e,

n
v = Z V€4,
i=1
n
w = Z W;€;.
=1

Télloin, koska e on ortonormaali, patee

Toisaalta

L(v) = Z vi fi,

i=1
L(w) = Z w; fi,
i=1

joten, koska f on ortonormaali, yhtd hyvin pétee

(L(v), L(w)) = Zviwi = (v, w).
i=1
Siis L on unitaarinen.
Osoitetaan vield, ettd unitaarinen kuvaus on injektio. Olkoon v € V siten,
ettd L(v) = 0. Tallsin
0= |Lv| = o],

joten v = 0. O

Jokainen unitaarinen kuvaus L: V' — W on upotus, eli isomorfismi L: V' —
L(W). Téastd syysté riittdda tutkia vain bijektiivisia unitaarisia kuvauksia.
Tutkitaan mikd on bijektiivisen unitaarisen kuvauksen matriisi ortonormaa-
lien kantojen suhteen.

Koska isomorfiset avaruudet voidaan "samastaa”, tutkitaan vain tapaus V =
W. Oletetaan, ettd L: V' — V on operaattori sisdtuloavaruudessa V.

Lemma 4.23. Olkoon L:V — V operaattori ddarellisulotteisessa sisdtuloa-
varuudessa V. Talléin L on unitaarinen jos ja vain jos se on isomorfismi
ja

L'=1r"
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Todistus. Olkoon L:V — V unitaarinen. Olkoot v,w € V. Télloin adjun-
gaatin médritelmén nojalla

(v, L* Lw) = (Lv, Lw) = (v, )w.
Téasta seuraa, ettéd jokaisella v € V' pétee
(v, (L"Lw — w)) = 0.
Jos erityisesti tdhén sijoitetaan v = L*Lw — w, saadaan, etté
[of* = (v, 0),

joten v = L*Lw —w = 0. Tama pétee jokaisella w € V. Néin ollen L*L = id.
Dimensionaalisista syistd nyt seuraa, ettd L on kiddntyvé ja sen kadnteisku-
vaus on L*.
Kéaéantéden oletetaan, ettd L*L = id. Talloin, samalla tavalla kuin edelld, saa-
daan

(Lv, Lw) = (v, L* Lw) = (v, )w.

Naiin ollen L on unitaarinen. O]

Olkoon e = (ey,...,e,) sisituloavaruuden V:n ortonormaali kanta. Ol-
koon L: V' — V operaattori ja olkoon A = [L]. sen matriisi tdssd kannassa.
Télloin A* on operaattorin L* matriisi [L].. Koska vastaavuus "operaattori-
>matriisi kannassa” on isomorfismi, joka séilyttaéd kertolaskun, nahdéén, et-
td unitaarisuuden ehto L*L = LL* = id toteutuu jos ja vain jos vastaaville
matriiseille pétee

A"A=A"A=1,.

Mairitelmé 4.24. Neliomatriisi U € M(n x n; K) on unitaarinen jos
vur=1,=U"U
eli jos U on kdadntyvd ja sen kddanteismatriisi on sen adjungaatts U*.
Olemme niytténeet seuraavan tuloksen.

Lemma 4.25. Olkoon L: V — V ddrellisulotteisen sisdtuloavaruuden V ope-
raattori. Tdlloin L on unitaarinen jos ja vain jos L:n matriisi [L]e jossakin
V:n ortonormaalissa kannassa on unitaarinen.

Yleisemmin voidaan todistaa samalla tavalla, ettd jos L: V' — W on bi-
jektiivinen unitaarinen kuvaus, niin sen matriisi [L]¢ o ortonormaalien kanto-
jen suhteen on unitaarinen. Myos kd&nteinen pétee.
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Kun kunta K on reaalilukujen kunta R unitaariset kuvaukset /matriisit sa-
notaan yleensé ortogonaalisiksi, kun taas termi "unitaarinen” usein varataan
ainoastaan kompleksista tapausta varten. Td4méa on hieman ikédvé, mutta his-
toriallisesti vakiintunut kaytanto. Ilmeisesti terminologia juontuu ajoista, jol-
loin mitddn yhtendistd reaali- ja kompleksisisdtulon teoriaa ei oltu vield ke-
hitetty ja ne haluttiin pitda erillaén.

Téssd materiaalissa "unitaarinen kuvaus/matriisi” tarkoittaa aina sekd R:n,
ettd C:n tapausta, kuten se olikin méaéritelty yllad. Jos puhumme “ortogo-
naalisista kuvauksista/matriisesista” se taas tarkoittaa aina unitaarista JA
reaaliarvoista.

Koska reaaliarvoisen matriisin konjugaatti on se itse, reaaliarvoinen matriisi
O on ortogonaalinen jos ja vain OOT = I,,.

Olkoon A = (a;; € M(n x n; K) neliomatriisi. Talloin sen determinaantti on
méadritelty ja voidaan (periaatteessa, ei kiytdnnossi) ilmaistaa sen kaavalla

det(A) = Z (g1 0) e (1)100(2)2 - - - Ao (n)n-

gESy,

Sijoittamalla tihin A:mn paikalle konjugaatti-matriisin A ja kiyttamalld hy-
vaksi, ettd konjugaatti on K:ssé rengashomomorfismi, ndhdéén, etta

det A = det A.

Koska neliomatriisin transpoosilla on sama determinantti kuin alkuperaisel-
14 matriisilla (Lemma 2.93), saadaan tésté, ettd jokaisella nelidmatriisille A
péatee

det Ax = det A.

Sovelletaan tdmé tulos unitaarisen matriisin tapaukseen. Olkoon U unitaa-
rinen. Talloin UU* = I, ja ottamalla yhtdlon molemmista puolesta determi-
nantti saadaan

det U = det Udet U = det U det U* = det UU* = det I, = 1,

mista seuraa, etta

|det U| = 1.

Unitaaristen ja ortogonaalisten matriisien avulla voidaan méaéritella tarkei-
ta esimerkkejé klassisista kompakteista matriisiryhmisté, niin sanotuista uni-
taarisista ja ortogonaalisista ryhmista. N&illa ryhmilld on erittéin térked roo-
li transformaatio- ja Lie-ryhmien teoriassa, differentiaaligeometriassa, esitys-
teoriassa ja esim. kvanttifysiikassa.

Olkoon n € N ja K = R, C. Méaritelldan

Un)={Ue M(nxn;C) | UU" =1,},
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O(n) ={0 € M(n x n;R) | OO" = I,,},
SLin; K)={Ae€ M(nxn;K) | det A =1},
SU(n) =U(n) N SL(n;C),

SO(n) = O(n) N SL(n;R).

Télloin kaikki ndmé ovat matriisin kertolaskun suhteen ryhmié eli matrii-
siryhmié (harjoitustehtédva). Ryhmé U(n) sanotaan unitaariseksi ryhméksi,
O(n) ortogonaaliseksi ryhméksi. Erikoinen lineaarinen ryhmé (engl. special
linear ryhmé) S L(n; K) ei ole kompakti ryhmaé, eika liittyy mitenk&én unitaa-
risiin matriiseihin, se on mainittu téssé yhteydessé yleissivistyksen mielessé
ja koska se tarvitaan erikoisen unitaarisen ryhmdn ja erikoisen ortogonaali-
sen ryhmdn magritelmassa.

Itse asiassa S L(n; K) ei ole mitdén muuta kun determinanttikuvauksen det: GL(n; K) —
K\ {0}, misséd molemman puolet ajatellaan ryhminé (kertolaskun suhteen).
Helposti ndhdéén, ettd tdmé kuvaus on surjektio (mieti miksi), joten isomor-
fialauseen nojalla saadaan, etté tekijaryhméa

GL(n; K)/SL(n; K) = K \ {0}.

Voimme myos tarkastella determinantin ryhmissé U(n) ja O(n). Tarkas-
tellaan ensin reaalinen tapaus. Olemme ylla todistaneet, ettd ortogonaali-
sen matriisin O determinantille pétee |det O| = 1, joten téssd tapauksessa
det O € {1,—1} = Z, (identifioimme Z, ja kertolaskulla varustetun {1, —1},
silld ne ovat isomorfiset). Néin ollen det O(n) — Zs on ryhmahomomorfismi
ja helposti ndhdéén, ettd ndin médriteltyné se on surjektio (harjoitustehté-
vé). Koska tdmén kuvauksen ydin on SO(n), saadaan

O(n)/SO(n) = Zs.

Niin ollen O(n) on "kaksi kertaa suurempi” kuin SO(n). Jos tarkastellaan
O(n):n sivuluokat SO(n):n suhteen, niin niitd on kaksi. Toinen niistd on
luonnollisesti SO(n) ja toinen osajoukko

SO(n)- ={0 € O(n) | detO = —1}.

Jos sen sijaan tutkitaan determinanttikuvausta ryhméssia U(n), niin ndh-
déan, ettd sen kuvajoukko tdmén joukon suhteen on nollasta eroavien komplek-
silukujen ryhmén aliryhmé

St={zeC| |z| =1}.
Koska determinantti-kuvauksen ydin on téssé tapauksessa SU(n), saadaan

U(n)/SU(n) = S*.
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Tarkempi perusteli ja yksityiskohtien verifioiminen jaa harjoitustehtévéksi.
Ennen kuin kdydéén ldpi esimerkkejé, todistetaan seuraava kateva tekninen
aputulos.

Lemma 4.26. Olkoon U neliomatriisi. Olkoot Uy, ..., U, sen rivit jaU*, ... U™
sen sarakkeet, tulkittuna K™:n alkiona, kuten yleensd. Tdlloin seuraavat eh-
dot ovat yhtdpitduvid.

1. U on unitaarinen.
2. UT on unitaarinen
3. Jono (U',...,U™) on ortonormaali.

4. Jono (Uy,...,U,) on ortonormaali.

Todistus. Jos U ajatellaan lineaarikuvauksena Ly: K™ — K™, niin sen sa-
rake vektorit U!,..., U™ ovat standardikannan e kuvat tdmin kuvauksen
suhteen, Ly (e;) = U', i = 1,...,n. Koska standardikanta on ortonormaali,
kuvaus Ly on unitaarinen jos ja vain jos sen matriisi ortonormaalissa kan-
nassa e, joka sattuu olemaan juuri U, on unitaarinen (Lemma 4.25). Mutta
toisaalta Proposition 4.22 mukaan Ly on unitaarinen jos ja vain jos se kuvaa
ortonormaali jono e ortonormaaliksi jonoksi. Néin ollen U on unitaarinen jos
ja vain jos Ly on unitaarinen ja Ly on puolestaan unitaarinen jos ja vain jos
(U',...,U™) on ortonormaali jono. Olemme niyttineet, ettéi (1) ja (3) ovat
yhtéapitavia.

Osoitetaan, ettéd (1) ja (2) ovat yhtapitavid. Symmetrian vuoksi riittaa osoit-
taa, ettd (1):std seuraa (2). Jos U on unitaarinen, niin UU* = I,, = U*U.
Ottamalla transpoosi molemmilta puolelta saadaan

(U*)TUT — In _ UT(U*)T

Mutta U* = U = UZ, joten (U = T = T = (UT)*. Néin ollen
UT(UT)* = I, joten (2) pétee.

Jos sovelletaan jo todistettu ylla kohtien (1) ja (3) yhtépitdvyyttd matriisiin
UT, ndhdéén, ettd U7 on unitaarinen jos ja vain jos sen sarakkeet, eli Um
rivit (Ui, ...,U,) muodostavat ortonormaalin jonon. Niin ollen (2) ja (4)
ovat ekvivalentteja. O

Esimerkki 4.27. Olkoon U = [z] (1 x 1)-matriisi, z € C. Tdlloin UT = U,
joten U* = [Z] ja U on unitaarinen jos ja vain jos [2zZ] = UU* = I, = [1].
Ndéin ollen U on unitaarinen jos ja vain jos z € S'. Erityisesti U(1) on
isomorfinen S*:n kanssa. Kun rajoitutaan tarkastelu reaaliarvoisiin matrii-
seihin, nahdddn samalla tavalla, ettd O(1) = {1, —1} = Z,.
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Tutkitaan mitd muotoa ortogonaaliset (2 X 2)-matriisit ovat.

Olkoon
a c
a=[; )

ortogonaalinen, a,b,c,d € R. Sen sarakkeet ovat A' = (a,b) ja A* = (c,d).
Edellisen lemman nojalla, jos A on ortogonaalinen, niin sen sarakkeet muo-
dostavat ortonormaalin jonon, erityisesti pitdd olla a®> + b*> = 1. Saman lem-
man nojalla sama havainto pdtee riveihin, joten pitid myés olla a® +c? = 1,
joten b* = c*, mikd on mahdollista jos ja vain jos b = Fc. Samalla tavalla
ndhdddn, ettd d = +a.

Nyt det A = +1. Tutkitaan ensin tapaus det A = 1. Osoitetaan, ettd tdlloin
a =d ja b= —c. Nimittdin, jos a = —d, saadaan suoraan laskemalla, ettd

1=det A= —a’®+0%

Koska samalla a® + b*> = 1, helposti néhddidn, ettd tdssi tapauksessa pakko
olla a = 0, jolloin d = 0, joten joka tapauksessa a = d. Nyt on pakko olla
b= —c, silli josb=rc, a®> +b>=1=det A= a®—b?, misti b=c=0, joten

tissdkin tapauksessa yhtihyvin pdtee b = —c.
Olemme ndayttineet, etti jokainen A € SO(2) on muotoa
a —b
A=l

missd a® 4+ b? = 1. Kddntien helposti nihdddn, ettd tdillainen matriisi toteut-
taa edellisen lemman vaatimukset ja sen determinantti on tasan 1, joten se
on SO(2):n alkio. Olemme todistaneet, ettd

50(2):{{2 “ﬂ la,beR, (a,b) € S').

Itse asiassa kuvaus ¢: SO(2) — St,

oy P=ten

helposti ndhdddn olevan ryhmien valinen isomorfismi. Ndin ollen SO(2) =
St~ y(1).

Ryhmdn SO(2) alkiot yleensd kirjoitetaan niin sanotussa geometrisessa muo-
dossa

_ |cosa —sina
sinae  cosa |’
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missi o € R. Téhin muotoon pddstddn kun huomataan, etti jokainen S*:n
piste (a,b) voidaan kirjoittaa muodossa (cos o, sin «v), missd o on itse asiassa
tamdan pisteen "vaithekulma”, eli kulma jonka se (paikkavektorina) muodostaa
x-akselin kanssa.

Matriisin esitykselld muodossa A, on luonnollinen tulkinta - lineaarisena
kuvauksena (L) A on tason kierto origon ympdri kulman o« verran (mieti
pysytké nayttimdadan se “tasmallisesti”).

On selvd, ettd A, = Ag jos ja vain jos a — B = n2w jollakin n € Z. Jos
vaaditaan, ettd o € [0, 27), siitd tulee yksikdsitteinen.

Tutkitaan vield matriisin A, ominaisarvoja. Karakteristinen polynomi on

(X — cosa)? + sin’

mistd nahdddn, ettd jos b = sina # 0, ominaisarvoja ei ole. Jos taas b =0
eli a = 0 tai m, matriisi on +15 ja jokainen vektori on sen ominaisarvo. Geo-
metrisesti tamd on selvd - kierto muuttaa jokaisen nollasta eroavan vektorin
suunta, paitsi jos kierto on triviaali nollakierto tai kierto puoli tdyskierrosta,
jolloin vektori kuvautuu vasta-vektorikseen.

Tutkimatta on vield tapaus det = —1. Mutta jos

a ¢
A=
on ortogonaalinen matriisi, jonka determinantti on —1, niin matriisi
;o —c
=[5 o)

on ortogonaalinen matriisi, jonka determinantti on 1 eli SO(2):n alkio. Kos-
ka tdllaista muoto tunnetaan jo, saadaan heti, ettd

a b
1=l
missi a® + b* = 1 ja kddntien mikd tahansa tdllainen matriisi on O(n):m

alkio, jonka determinantti —1. Jos lasketaan nyt tdillaisen matriisin karakte-
ristinen polynomi, saadaan polynomi

(X —a)(X 4+a)—b*=X*—(a®*+ V) = X*—1,

jonka reaaliset juuret ovat 1 ja —1. Ndin ollen tdillainen matriisi on aina
diagonalisoituva ja similaarinen matriisin

b 4
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joka on kuvauksena peilaus x-akselin kautta, eli itse asiassa konjugaattiku-
vaus, kun tulkitaan C = R2. Ndin ollen jokainen R?:n ortogonaalinen kuvaus,
jonka determinantti on —1, on peilaus, kunhan valitaan sopiva ortogonaali-
nen koordinaatisto. Kddantien mikd tahansa tdllainen kuvaus on ortogonaa-
linen ja sen determinantti on —1.

Jokainen tason ortogonaalinen kuvaus on siis kierto tai petlaus.

T&amaé tulos voidaan yleistda - itse asiassa mikéd tahansa n-ulotteisen R-
sisétuloavaruuden ortogonaalinen operaattori on suora summa kaksiulottei-
sista kierroista ja peilauksista. Tdmé& tulos johdetaan seuraavassa luvussa
yleisimméan normaalien operaattorien teorian avulla.
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