Luku 1

Johdanto: Algebralliset
Struktuurit

1.1 Algebralliset operaatiot

Nykypéivén terminologian mukaan algebra on matematiikan osa-alue, joka
tutkii padsaantoisesti erilaisilla algebrallisilla operaatioilla varustettuja jouk-
koja ja sellaisia niiden valisid kuvauksia, jotka sdilyttdvit ndmé operaatiot.
Télla kurssilla torméamme jatkuvasti kahdentyyppiseen algebralliseen ope-
raatioon - joukon "siséisiin” algebrallisiin operaatioihin ja "ulkoisiin” toiminta-
tyyppisiin operaatioihin. Tutustumme molempiin tarkemmin tésséi ja seuraa-
vassa luvussa.

Olkoon X joukko. Algebrallinen operaatio joukossa X on miké tahansa
kuvaus f: X x X — X. Toinen nimitys, jota kidytetddn algebrallisen ope-
raation synonyyminé, on laskutoimitus joukossa X. Laskutoimitus siis liittaé
kahteen X' alkioon a,b (tdssd jarjestyksessd) tdmén laskutoimituksen tu-
loksen f(a,b), joka on myos X:n alkio. Vaikka laskutoimitus onkin kuvaus,
téallaista merkintad kaytetddn harvoin. Sen sijaan algebrassa on tapana kayt-
tdd laskutoimituksen symboleina (enemmén tai vihemmén) tuttuja merkke-
ja +, -, x,0,@, ®. Talloin laskutoimituksen tulosta ei merkita +(a,b), -(a,b)
jne., vaan a + b, a - b ja niin poispédin. Kun laskutoimituksen symbolina on +
eli plusmerkki, puhutaan alkioiden a ja b summasta a + b, kun se on - - pu-
hutaan alkioiden a ja b tulosta a-b jne. Jéalkiméisessé tapauksessa on varsin
tavallista, ettéd jatetdédn laskutoimitus jopa kokonaan merkitsemétté, jolloin
alkioiden a ja b tuloa merkitdénkin vain ab. Kutsumme téllaista merkintatapa
multiplikatiiviseksi. Kun symbolina on plusmerkki 4, puhutaan additiivisesta
laskutoimituksen merkintétavasta.



Néiden symbolien ja merkintojen kayttotavoista on olemassa kutakuinkin
vakiintuneita kdytantoja ja perinteité, jotka selvidvét kokemuksen ja konteks-
tin myota. Naitd perinteitd on syytd noudattaa, mutta samalla on pidetté-
vad mielessd, ettd kyse on vain merkintdtavoista ja matemaattinen sisalto
ei riipu siitd, mitd merkintoja kaytetddn. Esimerkkind téllaisesta traditiosta
mainitaan tdhéan viliin, ettd additiivista merkintédtapa a + b kédytetdan lahes
poikkeuksetta kun laskutoimitus on vaihdannainen eli a + b = b + a kaikille
lahtojoukon alkioille a, b.

Esimerkki 1.1. 1. Vanhimpia ihmiselle tunnettuja laskutoimituksia on
melko varmasti positiivisten kokonaislukujen yhteenlasku. Tdmd on siis
joukossa Ny = {1,2,3,...} madritelty laskutoimitus +. Ihmiset tiesivdt
ettd lukumddrid voi laskea yhteen ennen kirjallisuuden keksimistdkin.
Itse asiassa nykytietojen mukaan monet eldimetkin pystyvdt laskemaan
pienid lukumddrid. Sen sijaan nollan keksimiseen meni pitkddn - sen
kédytto vakiintui ldnsimaissa vasta noin 500 vuotta sitten.

2. Vihennyslasku "—” on myds laskutoimitus kokonaislukujen joukossa Z.
Sen sijaan luonnollisten lukujen joukossa tétd laskutoimitusta ei voi
mdadritelld, silld on olemassa luonnollisten lukujen pareja (a,b), joil-
le a — b ei ole endd luonnollinen luku, esim. 1 —2 = —1 ¢ N. Jot-
ta vahennyslasku olisi mahdollista mddritelld yleisesti, tarvitaan myds
negatiivisia lukuja. Namd ovat suurinpiirtein yhtd vanha keksinto kuin
nolla.

On selvad, ettd téalla tavalla méadritelty algebrallisen operaation késite on
lilan laaja ollakseen mielenkiintoinen - sellainen operaatio on mééaritelmén
mukaan miké tahansa kuvaus X x X — X eiké téllaisesta yleisesti voi sa-
noa mitédén sen enempéd. Algebrassa rajoitutaankin tutkimaan ldhinné al-
gebrallisia operaatioita, jotka toteuttavat tiettyjé lisiominaisuuksia, yleensé
sellaisia, jotka voidaan muotoilla pelkéstéddn operaation ja joukon alkioiden
avulla. Téllaisia ominaisuuksia on luonnollista kutsua algebrallisiksi ominai-
suuksiksi. Esimerkiksi ominaisuus "a+b = b+ a kaikilla a, b” on algebrallinen.
Sen sijaan ominaisuus "R:n yhteenlasku on jatkuva operaatio” ei ole algebral-
linen, silla sen muotoilussa esiintyy topologinen jatkuvuuden késite.
Annetaan muutama esimerkki tarkeista algebrallisista ominaisuuksista.

- Assosiatiivisuus. Olkoon - joukossa X maééritelty laskutoimitus. Sitd sa-
notaan assosiatiiviseksi tai liitdnndiseksi jos

(ab)e = a(be) kaikilla a,b,c € X.



Huomaa, ettéd kiytdmme tédsséd multiplikatiivista merkintdtapaa, jossa emme
kédytd minkédanlaista erikoismerkkié itse operaatiolle.

Liitdnnaisessa laskutoimituksessa mielivaltaisen pitkén tulon aqias. .. a, lop-
putulos ei riipu siitd, miten sulut laitetaan alkioiden ympaérille. Ei-liitdnnaisessa
laskutoimituksessa tdméa ei pidéd paikkansa ja kolmen tai useamman alkion
tulo voi riippua vilivaiheiden suoritusjirjestyksesta.

Esimerkkeja 1.2. 1. Kokonaislukujen vihennyslasku ei ole littdnndinen,
silld esimerkiksi

T—(h—2)=44£0=(7-5)—2.

2. Tdrkeimpid esimerkkejd assosiatiivisista laskutoimituksista on kuvaus-
ten yhdistdminen. Olkoon X mielivaltainen joukko ja olkoon Y = XX
kaikkien kuvausten f: X — X muodostama joukko. Kuvausten yhdis-
taminen (f,g) — go f on joukossa Y mddritelty assosiatiivinen lasku-
toimitus, silld

(fog)oh=fo(goh)
aina kun ndmd yhdistetyt kuvaukset ovat mddriteltyjd.

-Kommutatiivisuus. Joukon X laskutoimitus on kommutatiivinen tai
vathdannainen jos ab = ba kaikilla a,b € X. Koulusta tutut luvuille maéari-
tellyt laskutoimitukset eli esimerkiksi reaalilukujen yhteenlasku ja kertolas-
ku ovat kommutatiivisia. Korkeassa matematiikassa sen sijaan vaihdannaiset
operaatiot ovat paljon harvinaisempia kuin koulumatematiikassa.
Kuvausten yhdistdminen joukossa XX ei ole vaihdannainen, jos X :ssé on vi-
hintédén kaksi alkiota. Esimerkiksi jos X = R, f(x) = z + 1, g(z) = 27,
niin

fog=(r+1?#a>+1=gof.

Toinen kuuluisa esimerkki, joka havainnollista sen, miksi toimintojen perak-
kdinen yhdistdminen ei yleenséd ole vaihdannainen, on seuraava. Olkoot A
operaatio "laita alushousut jalkaan” ja B operaatio "laita housut jalkaan”.
Talloin B o A edustaa tapaa , jolla tavalliset ihmiset yleensd pukeutuvat ja
Ao B on tapa, jolla Terdsmies pukeutuu.

Kuten ylld on jo mainittu, algebrassa on tapana kéyttda symbolia + ldhes
poikkeuksetta ainoastaan vaihdannaisten laskutoimitusten tapauksessa. Tél-
16in vaihdannaisuusehto nédyttéaa tietenkin seuraavanlaiselta,

at+tb=b+a

-Neutraalialkio. Olkoon - joukon X laskutoimitus. Alkiota e € X sanotaan
laskutoimituksen neutraalialkioksi jos

Er = I = Te



kaikilla x € X. Esimerkiksi positiivisten kokonaislukujen yhteenlaskulla ei ole
neutraalialkiota - sehén on nimenomaan nollan rooli. Kun joukkoon lisdtaan
nolla, eli tarkastellaan yhteenlaskua luonnollisten lukujen N = {0,1,2,...}
joukossa, téilla laskutoimituksella on neutraalialkio.
Kuvausten X — X yhdistdmisell& on neutraalialkio - se on identtinen kuvaus
id: X — X, joka on médéritelty kaavalla id(z) = = kaikilla z € X.
Neutraalialkio on aina yksikésitteinen, jos olemassa, eli laskutoimituksella
voi olla korkeintaan yksi neutraalialkio. Taémé& ndhdédén seuraavasti. Olkoot
e, ¢’ € X molemmat neutraalialkioita. T&lloin neutraalialkion méaaritelmésta
seuraa suoraan, etta

e=cee=c¢e.

Neutraalialkiota merkitddn usein symbolilla 1, kun laskutoimitusta merki-
taan multiplikatiivisesti, eli tulona -. Sen sijaan, jos laskutoimituksen merk-
kind kaytetddn plusmerkkid +, neutraalialkiota merkitdan tavallisesti sym-
bolilla 0 (ja kutsutaan, yllatys, yllatys, nollaksi tai nolla-alkioksi).

-Kaanteisalkiot. Olkoon - joukossa X maédritelty laskutoimitus, jolla on
neutraalialkio e, ja olkoon x € X. Alkiota y € X sanotaan x:n vasemman-
puoleiseksi kddnteisalkiokst jos yr = e. Vastaavasti jos xy = e, y on x:n oi-
keanpuoleinen kddnteisalkio. Jos y on sekd vasemman- ettd oikeanpuoleinen
x:n kéddnteisalkio, sitd sanotaan yksinkertaisesti x:n kddnteisalkioksi ja mer-
kitdin symbolilla 2. Jos laskutoimituksen symbolina kiytetiin +-merkkii,
puhutaan z:n vasta-alkiosta, jota merkitédan silloin symbolilla —zx.

Esimerkkiné tarkastellaan taas luonnollisten lukujen yhteenlaskua. Talla
on neutraalialkio 0, mutta se onkin ainoa alkio, jolla on vasta-alkio - téssé
tapauksessa nolla on itsensé vasta-alkio. Jos halutaan kaikille alkioille vasta-
alkiot, joukkoon on liséttéavas negatiiviset kokonaisluvut. Z onkin yhteenlas-
kun suhteen sellainen joukko, jolla on neutraalialkio ja jokaisella alkiolla on
vasta-alkio.

Seuraavana esimerkkini tarkastellaan taas kuvausten joukkoja X¥ varus-
tettuna kuvausten yhdistdmiselld. Voidaan osoittaa (harjoitustehtiavi), etta
kuvauksella f: X — Y on vasemmanpuoleinen kaanteisalkio g: X — X jos
ja vain jos f on injektio ja vastaavasti kuvauksella f: X — Y on olemassa
oikeanpuoleinen kédnteisalkio jos ja vain jos f on surjektio. Néin ollen f:1l&
on ka#nteisalkio jos ja vain jos f on bijektio.

Esimerkiksi olkoon f: Z — Z maédritelty alkiolla f(n) = 2n. Téll6in f on in-
jektio, joten silla on vasemmanpuoleinen kédénteisalkio. Ei ole vaikeata antaa
esimerkkia téllaisesta alkiosta. Olkoon esimerkiksi g: Z — 7Z mééaritelty kaa-
valla g(n) = n/2 jos n on parillinen ja g(n) = 0 muuten. Talloin g o f = id.
Jos taas méaaritelldén ¢': Z — Z kaavalla ¢'(n) = n/2 kun n on parillinen



ja ¢'(n) = 1 muuten, myds ¢’ on f:n vasemmanpuolinen kéénteisalkio. Itse
asiassa ei ole vaikeaa néhdé, ettd f:1ld4 on jopa ddrettoméan monta erilaista
vasemmanpuoleista kd#dnteisalkiota. Néin ollen vasemmanpuoleinen kaéntei-
salkio ei ole vilttamatta yksikésitteinen. Sama pétee oikeanpuoleiselle kaén-
teisalkiolle. Sen sijaan ka#nteisalkio on yksikésitteinen, kunhan laskutoimitus
on liitdnndinen. Pétee jopa yleisempi viite - olkoon y x:n vasemmanpuolei-
nen kaanteisalkio ja z x:n oikeanpuoleinen kéénteisalkio ja oletetaan, etté
laskutoimitus on liitdnnéinen. Talloin

y=ye=vy(rz) = (yr)z = ez = z.

-Ryhmit. Olkoon - joukossa G médritelty laskutoimitus. Paria (G, -) sa-
notaan ryhmdks: jos - on liitdnndinen, silli on neutraalialkio ja jokaisella
g € G on kéanteisalkio.

Vaihdannaista ryhméé sanotaan myo6s Abelin ryhmdksi.

Esimerkiksi kokonaislukujen joukko varustettuna yhteenlaskulla on Abelin
ryhmé. Samoin rationaaliluvut tai reaaliluvut muodostavat vaihdannaisen
ryhmén yhteenlaskun suhteen. Kertolasku reaalilukujen joukossa sen sijaan
ei ole ryhmélaskutoimitus, silld nollalla ei ole kdénteisalkiota. Jos rajoitutaan
nollasta eroaviin lukuihin saadaan ryhmé (R \ {0}, -).

Esimerkki 1.3. Olkoon X mielivaltainen joukko. Jos X :ssd on vdhintddan
kaksi alkiota, on olemassa kuvauksia X — X jotka eivdt ole bijektioita. Tidl-
l6in pari (XX,0) ei siis ole ryhmdi. Saadaksemme ryhmdin meidin on ra-
joitettavaa tarkastelu pelkdstian bijektioihin (silld vain bijektiolla voi olla
kddanteisalkio o:n suhteen). Madritellddan siis

Perm(X) = {f: X — X on bijektio},

niin sanottu X :n permutaatiojoukko. Jos g, f € Perm(X), myds yhdistetty
kuvaus go f: X — X on bijektio, joten o on hyvin mddaritelty laskutoimi-
tus joukossa Perm(X). Se on liitdnndinen, silla kuvausten yhdistiminen on
littdnndinen operaatio. Identtinen kuvaus id: X — X on bijektio ja toimii
laskutoimituksen neutraalialkiona. Viimeiseksi huomataan, ettd jokaisella bi-
jektiolla f: X — X on kddnteiskuvaus f~': X — X, joka on myéds bijektio.
Niin ollen (Perm(X), o) on ryhmd. Helposti ndhdddn, ettd jos X :ssd on vdi-
hintadn 3 alkiota, tdmd ryhmd ei ole vathdannainen.

Usein torméataén tilanteeseen, jossa samassa joukossa on mééritelty sa-
manaikaisesti kaksi tai enemménkin algebrallista operaatiota. Esimerkiksi
reaalilukuja voidaan seké laskea yhteen etté kertoa keskenddn. Tamé on esi-
merkki renkaasta.



- Renkaat. Olkoon R joukko, jossa on méaritelty kaksi laskutoimitusta:
+ ja -. Kolmikkoa (R, +, ) sanotaan renkaaksi, jos
a) (R,+) on vaihdannainen ryhmaé,
b) - on liitdnnéinen, ja
¢) seuraavat, niin sanotut osittelulait

(a4 b)c = ac + be,
a(b+ ¢) = ab+ ac,

patevat kaikilla a, b, c € R.

Operaatiota + sanotaan renkaan yhteenlaskuksi, operaatiota - - renkaan tulok-
si tai kertolaskuksi. Yhteenlaskun neutraalialkiota merkitddan 0 ja sanotaan
renkaan nolla-alkioksi. Jos renkaan tulolla on neutraalialkio, sitd merkita&n
symbolilla 1. Tésséd tapauksessa rengasta sanotaan ykkoselliseksi renkaaksi.
Rengas on wvathdannainen, jos sen kertolasku on vaihdannainen operaatio.
Vaihdannaisessa renkaassa riittda olettaa ,ettd péatee yksi osittelulaista, silld
toinen seuraa siité silloin.

Renkaassa voidaan méiritelld vihennyslasku — kaavalla a —b = a + (—b)
(missé —b on siis alkion b vasta-alkio Abelin ryhméssé (R, +). Télle patevét
seuraavat tutut sdannot, missé a, b, ¢ € R mielivaltaiset.

a(b—c¢) = ab — ac,

(a —b)e = ac — be,
(—a)b = —(ab) = a(-D).
(—a)(=b) = ab.

Lisdksi, jos rengas on ykkosellinen, (—1)a = —a kaikilla a € R. Todistukset
jatetdan harjoitustehtaviksi.

Esimerkkeji 1.4. 1. Kuten ylld on jo mainittu, kokonaisluvut, rationaa-
liluvut tai vastaavast reaaliluvut, muodostavat renkaan tavallisen yh-
teenlaskun ja kertolaskun suhteen. Ndmda renkaat ovat ykkésellisid ja
vathdannaisia.

2. Olkoon R parillisten kokonaislukujen joukko. Tdamd joukko on suljet-
tu tavallisen yhteen- ja kertolaskun suhteen, joten se on rengas. Tdmd
rengas on vathdannainen mutta e ykkosellinen.



3. Olkoon n € N ja olkoon R kaikkien (n x n)-matriisien joukko. Kos-
ka samankokoiset neliomatriisit voidaan laskea yhteen ja kertoa keske-
nddin, R:ssd on mddritelty laskutoimitukset + ja -. Kolmikko (R, +,-)
on ykkosellinen rengas. Tdmd todistetaan kurssilla “Lineaarialgebra ja
matrisilaskenta”, ja kerrataan tdlld kurssilla kohta uudestaan.

Olkoon (R, +, -) ykkosellinen rengas. Mééritelmamme mukaan talléin (R, +)
on ryhmaé, joten jokaisella z € R on olemassa vasta-alkio —x. Voiko sama pé-
ted kertolaskulle, eli voiko (R,-) myds olla ryhmé? Osoittautuu, ettd se on
mahdollista vain yhdesséd erikoistapauksessa. Nimittdin renkaassa R pétee
0-2=0=x-0 kaikilla z € R. Tdma4 seuraa osittelulaista:

0-2=0+0)-2=0-240-x,

misté lisadmalla 0 - x:n vasta-alkio saadaan 0 - x = 0. Toinen yhtélo todis-
tetaan toisen osittelulain avulla samalla tavalla. Ndin ollen, jos 0:114 olisi
kédnteisalkio a € R, pétisi silloin

1=0-a=0.
Téasté seuraa puolestaan, etté kaikilla z € R
r=1-2=0-2=0,

eli renkaassa on tasan yksi alkio. Téllaista rengasta sanotaan triviaaliksi ren-
kaaksi.

Samalla ndemme, ettd jos ykkosellisesséd renkaassa on vahintdéan kaksi alkio-
ta, niin

1) 1#0,

2) nollalla ei voi olla kddnteisalkiota kertolaskun suhteen.

Néiin ollen parasta mité voi tapahtua on se, ettd kaikilla nollasta eroavilla
alkioilla on kédénteisalkio kertolaskun suhteen.

- Kunnat. Rengas on kunta, jos se on ykkdsellinen, vaihdannainen, epét-
riviaali ja jokaisella nollasta eroavalla alkiolla on k&énteisalkio kertolaskun
suhteen.

Esimerkki 1.5. Rationaalilukujen rengas ja reaalilukujen rengas ovat mo-
lemmat kuntia. Tdmd on tunnettua analyysin peruskurssilta. Kokonaisluku-
jen rengas ei ole kunta, itse asiassa ainoat 7Z.:ssd kadntyvdt alkiot ovat 1 ja
—1.



Kunnassa voidaan méaritelld "murtoluvut” eli kaikilla a € K, b # 0 mer-
kitdin ¢ = ab™' = b~Lla. Niillid voidaan laskea samoilla sdidnnéilld niin kuin
murtoluvulle, kuten myo6s laaventaa ja supistaa yhteiset tekijat,

ad a
bd b
a ¢ ad+bc
v YaT T
a c ac
b d  bd

Téasséd a, b, ¢c,d € K,b,d # 0. Huomaa, ettd kunnassa kahden nollasta eroavan
alkio a, b tulo ab on myos nollasta eroava (harjoitustehtéva).

Tarked esimerkki kunnasta on kompleksilukujen kunta C. Palautetaan
mieleen sen konstruktio. Joukkona C on reaalilukuparien (z,y),z,y € R,
joukko eli R%. Yhteenlasku miiritelliin komponenteittain,

(z,y) + (2", ) = (x + 2",y + o).

On melko selvid, ettéd talloin (C,+) on Abelin ryhmé. Nolla-alkio on (0,0)
ja alkion (x,y) vasta-alkio on (—z, —y). Kertolaskun mééritelmé on hieman
monimutkaisempi. Muodollisesti se méaritelladn seuraavalla kaavalla,

(1.6) (z,y) - (2", y) = (za’ —yy', 2y + 2'y).

Liitanta- ja osittelulakien osoittaminen jéatetdén lukijalle harjoitustehtéavéksi.
Myohemmin, kun olemme kehittdneet lineaarialgebrallisia menetelmié, esi-
tdmme tavan osoittaa, ettd C on kunta, soveltamalla lineaaristen kuvausten
teoriaa. Tédhén véliin mainitsemme vield, ettd kertolaskun neutraalialkio on
(1,0) ja alkion (x,y) # (0,0) kéénteisalkio kertolaskun suhteen on

x —Y
x2+y2’x2+y2 '

Kompleksilukujen kertolaskun kaava saattaa nédyttdd oudolta ensinéke-
mélté, joten valaistaan vahén misté siinéd on kyse. Ensinnékin, jos tarkastel-
laan vain muotoa (z,0) olevia lukuja, niin niiden kertolasku, ja itse asiassa
myo6s yhteenlasku, ndyttavit samalta kuin reaalilukujen kertolasku, silla

(2,0 + (y,0) = (z + y,0) ja
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Téstd johtuen on luonnollista "samaistaa” kompleksiluku (z,0) vastaavan re-
aaliluvun x kanssa ja merkita sité siis pelkistaan x:114.

Merkitddn ¢ = (0, 1). Tallsin jokaisella y € R pétee iy = (0,1) - (y,0) = (0,y)
(tarkistal), joten jokainen kompleksiluku (z,y) voidaan kirjoittaa muotoon

(z,y) = (z,0) + (0,y) = = + iy.

Téllainen esitys on yksikésitteinen, silla pari (x, y):hdn maaraytyy yksikésit-
teisesti komponenteistaan x ja y.
Lisdksi helpolla laskulla voidaan todeta, etta

i =7i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Néin ollen voidaan ajatella, ettd kompleksiluvut ovatkin muotoa x + 1y olevia
lausekkeita, joissa x ja y ovat reaalilukuja ja ¢ on niin sanottu imaginddariyk-
sikké, jolla on ominaisuus 72 = —1. Tunnetusti milléén reaaliluvulla ei tél-
laista ominaisuutta ole, silld reaaliluvun nelié on aina ei-negatiivinen luku.
Tarkastellaan nyt asiaa kddnteisesessé jéarjestyksesséd. Kuvitellaan, ettd halu-
taan "laajentaa’ reaalilukujen systeemi (R, +, -) sellaiseksi lukujéarjestelméksi,
jossa luvut voidaan edelleenkin laskea yhteen ja kertoa keskenéén, ja lisdksi
yhtélslla 22 = —1 on ratkaisu.

Oletetaan, ettd meilld on sellainen systeemi ja olkoon ¢ sellainen sen alkio,
jolle i? = —1. Koska uudessakin jirjestelmissi on yhteenlasku ja kertolas-
ku, voimme kertoa luku ¢ milld tahansa reaaliluvulla y, jolloin saadaan alkiot
muotoa iy, ja voimme laskea yhteen mielivaltaisen x € R ja juuri konstruoi-
dun alkion yi. Nahd&én siis, ettd uusi lukualue siséltéé ainakin kaikki muotoa
x + 1y olevat luvut.

Jos oletetaan lisdksi, etté kertolasku on vaihdannainen ja osittelulait péatevét,
nahdadn, etté silloin taytyy olla

(x+1y) - (2 +iy) = 22’ +i(ay) +i(zy) +ilyy = (22’ —yy') +i(zy +27/).

Jos nyt merkitdén = + iy = (z,y), ndhddén, ettd tdm&hén on sama kuin
kaava 1.6. Néin olleen kompleksilukuihin ja niiden kertolaskuun péaadytaan
luonnollisella tavalla, jos halutaan laajentaa reaalilukujen systeemié niin, etté
yhtalolla

24+1=0

on ratkaisuja.
Y1l& oleva yhtalo on esimerkki polynomiyhtdlostd, eli yhtélosta, joka on muo-
toa

™ + a, 12" 4. a4+ ag = 0.



Kuntaa, jossa jokaisella polynomiyht&lolla on ainakin yksi ratkaisu, sanotaan
algebrallisesti suljetuksi kunnaksi. Reaalilukujen kunta (R, +, -) ei tunnetusti
ole algebrallisesti suljettu - onhan juuri yht&lo

224+1=0

sellainen polynomiyhtilo, jolla ei ole reaalilukuratkaisuja. Olemme néhneet,
ettd kompleksilukujen kunnassa talla yhtalolla on ratkaisu ¢ = (0, 1). Osoit-
tautuu, ettd kompleksilukujen kunta itse asiassa on algebrallisesti suljettu.
Tamaé tosiasia tunnetaan nimelld ”Algebran peruslause”. Palaamme algebran
peruslauseeseen, algebrallisesti suljettuihin kuntiin ja polynomeihin myohem-
min, kun tutkimme &dérellisulotteisten vektoriavaruuksien teoriaa.

- Potenssit ja monikerrat. Edellisessé kappaleessa kdytimme polyno-
miyhtalon méaéritelmén yhteydesséd alkion potensseja x", joten palautetaan
mieleen miten ne mééritelladn. Olkoon X laskutoimituksella - varustettu
joukko, x € X ja n positiivinen kokonaisluku. Maérittelemme z:nnen n’s
potenssin x™ rekursiivisesti induktiolla asettamalla

Kun laskutoimitus on liitdnn&inen, pétee siis

" =x-x-...-x.
—

n kertaa

Jos laskutoimituksella on neutraalialkio e, voidaan mééaritelld myos nollas
potenssi asettamalla 2° = e. Jos x:114 on kiifinteisalkio 71, my6s negatiivisten
potenssien méritteleminen onnistuu - télléin asetetaan (kun n < 0)

"= (z7h)

Jos laskutoimitusta merkitddn additiivisesti, puhutaan potenssin sijaan z:n
monikerrasta, jota merkitdan nax:114.

Voidaan osoittaa, ettd laskutoimituksen ollessa liitdnnédinen, patevét tutut
kaavat

:L,n X :L,m — xn-l—m?

N&mé ovat voimassa aina kun kaikki niissé esiintyvét potenssit ovat mééritel-
tyjé. Erityisesti kaavat ovat aina tosia kun n ja m ovat positiivisia. Ryhméssé
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potenssikaavat ovat aina méiriteltyjé ja siis voimassa.

Jos laskutoimitus merkitdan additiivisesti ja puhutaan monikerroista, niin
ylld mainut kaavat nédyttavat seuraavanlaisilta:

(n4+m)x = nx + maz,

Potenssikaavojen osoittaminen (esim. induktiolla) jitetddn lukijalle harjoi-
tustehtavaksi.

1.2 Modulit ja vektoriavaruudet

Ensimmaisesséd luvussa olemme mééritelleet joukon sisdisen” laskutoimituk-
sen kisitteen ja kidyneet ldpi muutaman térkedn esimerkin téllaisilla lasku-
toimituksilla varustetuista algebrallisista objekteista.

Usein torméatéadn myos hieman yleisempiin algebrallisiin operaatioihin, jotka
ovat muotoa f: Y x X — X olevia kuvauksia, missd Y ja X ovat joukkoja,
mahdollisesti varustettuja muilla algebrallisilla struktuureilla. Téllaista ku-
vausta sanotaan joukon Y (vasemmanpuoleiseksi) algebralliseksi operaatioksi
joukossa X . Jélleen kerran symbolin f(y,z) sijasta yleensd kaytetaan "mul-
tiplikatiivistaa” merkintaé y-x tai yksinkertaisesti yx, eli ajatellaan, ettd X:n
alkiot ikd&n kuin "kerrotaan” vasemmalta Y :n alkioilla.

Joskus tarkastellaan oikeapuolisia Y :n algebrallisia operaatioita joukossa X
eli kuvauksia f: X x Y — X. Télloin luonnollinen merkinté on xy.

Télla kurssilla 1ahes kaikki tdméntyyppiset operaatiot ovat vasemmanpuoli-
sia.

Esimerkki 1.7. Olkoon X joukko ja X~ =Y joukko kuvauksia f: X — X.
Luonnollinen Y :n "evaluointi™operaatio joukossa X voidaan mddritelld kaa-
valla f-x = f(x). Huomaa, ettd tissa joukolla'Y on luonnollinen algebralli-
nen struktuuri - kuvausten yhdistdmislaskutoimitus o. Seuraavat kaavat pd-
tevdt suoraan mddritelmdn nojalla:

id-x =z kaikilla x € X,

(go fla=g-(f-x) kaikilla g, f € Y,z € X.

Jos molemmat esiintyvdt operaatiot kirjoitetaan multiplikatiivisesti ilman mi-
tadn erikoissymboleja, toinen yhtdloé saa muodon

(9.f)x = g(fx),
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joka "ndyttad assosiatiivisuudelta”.

Jos rajoitetaan tarkastelu Y :n osajoukkoon G = Perm(X), saadaan esimerk-
ki miin sanotusta ryhmén toiminnasta. Ryhmdn G toiminta joukossa X on
kuvaus G x X — X, (g,x) — gz jolle pdtevdt ehdot

ex=ux,r € X,

9(g'z) = (992, 9,9 € G,z € X.

Tassd siis e on G:n neutraalialkio.
Ryhmien toimintoja ovat erittdin tdrkeitd matematitkassa. Niitd tutkitaan
tarkemmin mm. kursseilla "Algebra 11”7 ja "Transformaatioryhmdt”.

Nyt voimme vihdoinkin mééritelld tdman kurssin keskeiset tutkimusob-
jektit - modulit ja vektoriavaruudet. Olkoon (R,-+,-) (ykkosellinen) ren-
gas. Olkoon M joukko ja oletetaan, ettd kuvaukset +: M x M — M ja
-t Rx M — M ovat annettuja. Kolmikko (M, +, ) on (vasemmanpuoleinen)
R-moduli, jos seuraavat ehdot toteutuvat,

iv) (rr')ym = r(r'm) kaikilla r,7" € R,m € M,
v) jos R on ykkosellinen, oletamme lisiksi, ettd 1m = m kaikilla m € M.

Laskutoimitusta 4 sanotaan modulin M yhteenlaskuksi, laskutoimitusta

-t Rx M — M taas sanotaan M:n skalaarituloksi. Nimitys viittaa siihen, et-
td R alkiot ajatellaan skalaareina, joilla sitten kerrotaan modulin alkioita
vasemmalta.

Huomaa, ettd olemme tarkoituksella kdyttineet samoja symboleja merkit-
semaén eri laskutoimituksia - + tarkoittaa ylla sekd R:n yhteenlaskua, etté
M:n yhteenlaskua. Yleensd matematiikassa téllaista symbolien "ylikuormit-
tamista” ei katsota hyvéksi, mutta joissakin tapauksissa se on sallittua ja on
jopa vakiintunut tapa. Ta@mé on juuri sellainen tapaus. Asiayhteydestéa pitéi-
si kdyda selvédksi mitd laskutoimitusta milloinkin tarkoitetaan. Esimerkiksi
tarkastellaan yht#lod, joka esiintyy ylld kohdassa ii) eli yhté&lod

(r+7"Ym =rm+r'm.
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Tassd vasemmalla puolella r+7r' viittaa yhteenlaskuun renkaassa R, sen sijaan
oikealla puolella rm ja rm’ ovat jo M:n alkioita, joten lausekkeessa rm +rm/
plus-merkki viittaa jo modulin M yhteenlaskuun. Samoin yhtélosséa

(rr"Ym = r(r'm)

vasemmalla puolella ensin kerrotaan alkiot r ja r’ renkaassa R keskendan ja
sitten lopputuloksella kerrotaan modulin alkiolla m. Oikealla puolella taas
esiintyy vain M :ssé médritelty skalaarikertolasku.

Yhtéalossa r(m + m') = rm + rm’ molemmilla puolilla esiintyvét M:n lasku-
toimitukset.

K-moduli V on K-vektoriavaruus, jos K on kunta.

Y1l méaaritelty modulin késite tunnetaan kirjallisuudessa nimella vasem-

manpuoleinen moduli. Nimitys viittaé siihen, ettd notaatiossa skalaarit ker-
tovat modulin alkioita vasemmalta, jolloin modulin ehto iv) néyttdé erityisen
luonnolliselta.
On olemassa myo6s oikeanpuoleisen R-modulin késite. Se maaritelladn muu-
ten samalla tavalla kuin vasemmanpuoleinen moduli, mutta skalaarikertolas-
ku on kuvaus M x R — M, jossa alkion m € M ja skalaarin r € R kertolasku
kirjoitetaan mr. Modulin ehton néyttévit (notaatiota vaille) samoilta, paitsi
ettd yhtdlon iv) sijaasta oletetaan, ettd on voimassa ehto

iv)* m(rr’) = (mr)r’ kaikilla r,7’ € R,m € M.

Talla kursilla tutkimme vain vasemmanpuoleisia moduleita, joista kay-
tetddn pelkéstdan nimitystd "moduli”. Koska rajoitumme myohemmin vain
tapauksiin joissa R on kommutatiivinen rengas, tai jopa kunta, tdmaé ei ole
itse asiassa mika#dn rajoitus, silld mikéd tahansa vasemmanpuoleinen moduli
talloin voidaan tulkita luonnollisella tavalla oikeanpuoleiseksi moduliksi yk-
sinkertaisesti kirjoitamalla rm:n sijaasta mr, ja painvastoin. Jatetaan lukijan
tehtaviksi miettid, miksi tdmé ei toimisi ei-vaihdannaisen renkaan tapauk-
sessa.

Esimerkkeja 1.8. 1. Olkoon R rengas. Tdlloin R on R-moduli, missd
modulin yhteenlasku on sama kuin R:n yhteenlasku ja skalaarikertolas-
ku R x R — R on R:n rengas-kertolasku. Modulin ehdot toteutuvat,
silld kertolasku on litdnndinen ja osittelulait ovat voimassa.

2. Yleisemmin olkoon n € N mielivaltainen ja olkoon

M=R"={(ri,...,m) | € R,i=1,...,n}.
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Mdiaritellddn yhteenlasku M X M — M ja skalaarikertolasku R x M —
M koordinaateittain,

(riyeeoyrn) + (1, eyrn) = (re 47, o e+ 1),

(11, oy mn) = (1, .o, ).

Helposti nédhdddn, ettd namd toteuttavat modulin ehdot. Itse asiassa td-
md seuraa myos seuraavasta esimerkistd, josta tamd esimerkki on eri-
koistapaus.

. Olkoon X mielivaltainen joukko ja R rengas. Kuvausten joukolla R =
{f: X = R} on luonnollinen R-modulin struktuuri, joka mddritellddin

pisteittiin”. Tarkemmin sanoen olkoot f,g € RX,r € R. Mddritellddn
f+g,rf € R* kaavoilla

(f+9)(z) = f(z)+ g(x) (huom., yhteenlasku R:ssd),
(rf)(x) =rf(x) (huom., kertolasku R:ssd).

Tarkistetaan, ettd talloin M on R-moduli. Ensin kdydddn ldpi +:n omi-
naisuudet. Olkoot f,g,h € RX ja r,r' € R. Tidlldin

(f+9)+h)(x) = (f+g)(x)+h(z) = (f(x)+9(x))+h(z) = f(x)+(g(2)+h(x)) =
= f(x)+(g+h)(x) = (f+(g+h))(z), silli yhteenlasku on liitdnndinen R:ssd.

Koska timd pdtee kaikilla x € X, saadaan siis, ettd (f + g) +h =
f+(g+h) (kaksi kuvausta ovat samat tasmdalleen kun niilld on samat
arvot kaikissa mddrittelyjoukon pisteissa).

Samalla tavalla tarkistetaan kaikki muut ominaisuudet. Mddritellddn
nollakuvaus 0 € R luonnollisesti asettamalla se pisteittiin nollaksi,
0(z) = 0 kaikilla x € X. Vastaalkio — f mddritelldin ehdolla (—f)(x) =
—f(x). Saadaan

(f+9)(x) = f(2)+9(x) = g(x)+ [(x) = (g+[)(x), jolen f+g=g+[.

(f +0)(z) = f(2) +0(z) = f(z) + 0 = f(z), joten f+0 =,
(f+(=N)(z) = (@) +(=f)(z) = f(2)+(=f(z)) = 0 = 0(z), joten f+(=f) = 0.
Niin ollen (RX,+) on vaihdannainen ryhmd. Seuraavaksi tarkistetaan

vield skalaarikertolaskun ominaisuudet. Kdayttdmdlld renkaan R omi-
naisuuksia ndhdddan

((r+r))(@) = (r+r") f () = rf(2)+r'f(2) = (r ) (@) +(rf) (@) = (rf+rf) (@),
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joten (r+1")f =rf+rf,
(r(r' ) (@) = r((r' ))(@)) = r(r'f(z)) = (rr') f(z) = () f) (@),
joten r(r' f) = (rr') f,
(r(f +9)(@) =r(f +9)(x) = r(f(z) + g(z)) =
= rf(z) +rg(e) = (rf)(z) + (rg)(z) = (rf +rg)(z),
joten r(f +g) =rf +rg.
Lopuksi, jos R on ykkdsellinen

(1-f)(@) = 1- f(2) = f(a), joten 1- f = f.

Olkoon n € N. Tdalldin (r1,...,r,) € R voidaan ajatella kuvauksena
{1,...,n} — R. Niin ollen edellinen esimerkki 2) on erikoistapaus tis-
ti esimerkistd, jossa X = {1,...,n} on ddarellinen n:n alkion joukko.

Tamdn takia sivuutimme moduli-ominaisuuksien todistuksen esimer-
keissd 1) ja 2).

Kunn = 0 saadaan niin sanottu triviaali R-moduli jossa on vain nolla-
alkio, R1% = {0}.

1.3 Homomorfismit

Kahdessa edeltévissd luvussa olemme ndhneet paljon esimerkkejé erilaisilla
laskutoimituksilla varustetuista joukoista. Samassa joukossa voidaan mééri-
telld mielivaltainen méara erityyppisia laskutoimituksia, mukaan lukien "ska-
laarikertolaskuja”, joiden méaritelméssa esiintyviét siis toiset joukot. Téllaista
"systeemid”, jonka muodostavat joukko ja joku kokoelma sen laskutoimituk-
sia sanomme algebralliseksi struktuuriksi. Kaksi algebrallista struktuuria ovat
samaa tyyppid, jos niissd on sama méadrd samantyyppisid laskutoimituksia,
jotka mahdollisesti toteuttavat joitakin lisdehtoja. Periaatteessa kaikki, mi-
td tdhédn asti olemme tehneet, oli erilaisten téllaisten tyyppien tarkastelu.
Esimerkiksi, jos joukossa X on méiritelty yksi laskutoimitus -, joka on lii-
tdnnéinen, jossa on neutraalialkio ja jossa jokaisella alkiolla on kédénteisalkio,
kyseessd on algebrallinen struktuuri ryhmd. Kaikki ryhmét siis kuuluvat sa-
maan tyyppiin algebrallisesta struktuurista - ryhmdan tyyppiin. Samoin rengas
on sellainen algebrallinen struktuuri, jossa joukolla on kaksi laskutoimitusta
+ ja -, jotka toteuttavat lisdksi kaikki renkaan aksioomat. R-modulin tyypis-
sd taas meilld on kaksi laskutoimitusta, joista toinen eli yhteenlasku + on
joukon sisdinen laskutoimitus ja toinen eli skalaarikertolasku - on kiinitetyn
renkaan R operaatio modulissa. Lisdksi kaikki modulin aksioomat oletetaan
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pateviksi.
Emme anna mitdéan sen tdsméllisempéad maaritelmééd algebralliselle struktuu-
rille ja sen tyypille, esimerkeistd ndiden merkityksen pitéisi tulla selviksi.

Huomattava osa nykymatematiikkaa on juuri erilaisilla struktuureilla va-
rustettujen joukkojen tutkimista. Esimerkiksi topologiassa tutkitaan joukko-
ja, joissa on méadritelty topologia eli eréds tapa ajatella tdmé joukko geometri-
seksi olioksi. Algebrassa taas olemme kiinnostuneita algebrallisilla struktuu-
reilla varustetuista joukoista.

Joukot ja niiden struktuurit eivét kuitenkaan riitd yksindan. Yhté téarkei-
ta ovat niiden véaliset kuvaukset ja muut relaatiot. Tietenkdén, jos joukoilla
oletetaan olevan lisdstruktuuria, mitkd tahansa niiden véliset kuvaukset ei-
véat ole kiinnostavia, vaan ainoastaan sellaiset, jotka ovat jossakin mielesséa
yhteensopivia ndiden struktuurien kanssa. Téllaisia kuvauksia sanotaan ylei-
sesti morfismeiksi. Esimerkiksi topologiassa luonnolliset morfismit ovat jat-
kuvat kuvaukset.

Mita tdméa "yhteensopivuus” tarkoittaisi algebrassa? Olkoot X ja Y mo-
lemmat yhdelld laskutoimituksella varustettuja joukkoja. Merkitsemme mo-
lempia laskutoimituksia multiplikatiivisesti. Sanomme, ettd kuvaus f: X —
Y on yhteensopiva laskutoimitusten kanssa, jos kaikilla z, 2" € X pétee

flaa’) = f(z)f ().

Téssé siis vasemmalla puolella esiintyy X:n laskutoimitus ja oikealla puolella
Y:n laskutoimitus. Jos laskutoimitukset ajatellaan kuvauksina X x X — X,
Y xY — Y (mitd ne mééritelmén mukaan ovatkin) yhteensopivuusehto
voidaan myos ilmaista kommutatiivisena diagrammina

XxX——X
ifxf lf
Y xY—Y.

My6s nimitysté "laskutoimitusta sdilyttivd kuvaus” kidytetaédn.

Esimerkki 1.9. Tarkastellaan laskutoimitukset + R:ssd (reaalilukujen ta-
vallinen yhteenlasku) ja - C:ssi (kompleksilukujen kertolasku). Mddritellddn
kuvaus f: R — C kaavalla f(z) = (cosz,sinz). Sinin ja kosinin yhteenlas-
kukaavat implikoivat silloin, ettd

f(z+y) = (cos(z+y),sin(x+y)) = (cos z cos y—sin x sin y, sin x cos y+cos x siny) =
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= (cosz,sinx) - (cosy,siny).
Ndin ollen f on yhteensopiva annettujen laskutoimitusten kanssa.

Olemme méaéritelleet myos toisentyyppisen laskutoimitus-késitteen eli jou-
kon Y laskutoimituksen joukossa X, (y,x) +— yz. Jos oletetaan, ettd X
ja X’ ovat molemmat varustettuja téllaiselld Y:n laskutoimituksella (huom.
joukko Y siis sama molemmilla struktuureilla), niin sanomme, ettd kuvaus
f: X — Y on yhteensopiva laskutoimitusten kanssa, jos kaikilla y € Y ja
x € X pétee

flyz) = yf(x).

Nyt voimme palata kysymykseen, mitd sopivat "morfismit” algebrallis-
ten struktuurien valilla ovat. Olkoot X ja Y joukkoja, joissa molemmissa on
maéadritelty samantyyppiset algebralliset struktuurit. T&ll6in niiden vélinen
homomorfismi on sellainen kuvaus f: X — Y joka on yhteensopiva vastaa-
vien laskutoimitusten suhteen ja liséksi sdilyttaa struktuuriin liittyvéat ehdot.
Taaskaan emme anna mitdan tasmallistd formaalia méaaritelméa, vaan tyy-
dymme sen sijaan konkreettisiin esimerkkeihin, jotka lienevét riittavia selvit-
tdmadn, mistad on kyse.

Esimerkiksi, olkoot (G, -) ja (G',-) molemmat ryhmid. Kaytdmme téssa
tarkoituksella samaa symbolia tarkoittamaan kahta erilaista laskutoimitusta,
jotta lukija tottuisi tdhin yleiseen kaytantoon.

Kuvaus f: G — G’ on ryhmien vdlinen homomorfismi, jos se on yhteen-
sopiva laskutoimitusten kanssa, eli jos ja vain jos kaikilla g, h € G pitee

(1.10) f(gh) = f(g)f(h).

Periaatteessa yleisen kaytdnnén mukaan meidén pitdisi vield vaatia, ettd f
sdilyttaa neutraalialkiot ja kadnteisalkiot, eli

(1.11) flec) =en ja f(g7") = (f(g)) " kaikilla g € G.

Tama ei kuitenkaan ole tarpeellista téssd yhteydessa, silla voidaan to-
distaa, ettd mikd tahansa ryhméhomomorfismi, eli ryhmien vélinen kuvaus,
joka toteuttaa ehdon 1.10, toteuttaa automaattisesti myos ehdot 1.11. To-
distetaan vaikka ensimmaéinen ehto. Jos f on ryhmé&homomorfismi, pétee

flec) = flegea) = flea)f(ea),

mistd kertomalla f(eg):n kddnteisalkiolla G':ssé saadaan f(eg) = eqr. Omi-
naisuuden f(g~') = (f(g))~! todistaminen jitetdéin harjoitustehtéviksi.
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Esimerkki 1.12. Edellisen esimerkin kuvaus f: (R,+) — (C,-), f(x) =
(cosx,sinx) ei ole ryhmdihomomorfismi, silli vaikka (R, +) on ryhmd, (C, )
et ole sellainen - nollalla ei ole kddnteisalkiota kertolaskun suhteen.
Kuitenkin joukossa C* = C \ {0} voidaan mddritelld samanlainen kertolas-
ku kuin C:ssd ja tdlld laskutoimituksella varustettuna (C*,-) on ryhmd. Ku-
vauksen f mddritelmdsti seuraa, etti f(x) # 0 kaikilla x € R. Ndin ollen f
voidaan ajatella kuvauksena R — C*. Nyt sekd ldhto-, etta maalijoukko ovat
molemmat ryhmaid, ja [ sdilyttid laskutoimituksen, joten f on ryhmdhomo-
morfismi.

Seuraavaksi tarkastellaan kahden renkaan (R, +,-) ja (R', +, ) vélisid ku-
vauksia. Kuvausta f: R — R’ sanotaan rengashomomorfismiksi, jos se on
yhteensopiva sekd yhteenlaskun, ettd kertolaskun suhteen, eli jos kaikilla
x,y € R pétee

(1.13) flx+y) = f(z)+ fly) ja f(zy) = f(z)f(y).

Jos molemmat renkaat ovat ykkosellisid, oletamme liséksi, ettd f(1g) = 1.
Téalla kertaa tdmé on tarpeellinen liséoletus, silld se ei seuraa vélttaméatta
ehdoista 1.13 - katso esimerkkejé alla.

Erityisesti, jos K ja K’ ovat molemmat kuntia, niiden vélinen kuvaus
f: K — K’ on kuntahomomorfismi, jos se on rengashomomorfismi ja f(1x) =
f(1g). Téllsin kaikille = # 0 pétee f(z™1) = (f(x))~! (harjoitustehtivi).

Esimerkkeja 1.14. 1. Olkoot R ja R mielivaltaisia renkaita. Talloin va-
kionollakuvaus f: R — R, f(x) = 0 kaikilla x € R, on rengashomo-
morfismi, silld

fla+y)=0=0+0= f(z)+ f(y),
fley) =0=0-0= f(z)- f(y).

Jos molemmat renkaat ovat ykkdsellisii ja R on epditriviaali, nollaku-
vaus ei ole ykkdsellisten renkaiden vdlinen homomorfismi. Erityisesti,
jos kyse on kunnista, tdllaista nollakuvausta ei koskaan hyviksytd kun-
tahomomorfismiksi.

2. Olkoon R kaikkien 2 x 2-matriisien muodostama rengas. Madritellddin
kuvaus f: 7 — R kaavalla

f(n) = (3 8) .

Tdlloin f on rengashomomorfismi, mutta ei ole ykkdosellisten renkaiden
homomorfismi, silla f(1) ei ole R:n yksikkéalkio.
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3. Olkoon R = R® eli kaikkien kuvausten R — R rengas ja olkoon a € R.
Madritellian kuvaus A: R — R kaavalla A(f) = f(a). Tdlloin A on

ykkosellisten renkaiden homomorfismia.

Lopuksi tarkastellaan R-moduleja kiinteélld renkaalla R. Naiden véalisia
morfismeja sanotaan R-lineaarisiksi kuvauksiksi. Tasméllisesti, olkoot M ja
M’ molemmat R-renkaita. Kuvausta L: M — M’ sanotaan R-lineaariseksi,
jos kaikilla z,y € M ja r € R pétee

(1.15) L(z+vy) = L(x) + L(y) ja L(rz) = rL(x).

Esimerkkeja 1.16. 1) Olkoon V kaikkien (jokaisella pisteessd) derivoi-
tuvien kuvausten f: R — R muodostama R-vektoriavaruus, tutuilla
laskutoimituksilla

(f +9)(x) = fz) + g(x),
(rf)(x) = rf(x).

Koska derivoituvien kuvausten summa ja tulo ovat derivoituvia ja jo-
kainen vakiokuvaus on deriwoituva, ndimd ovat hyvin mddriteltyjd.
Kuvaus %: V — RE f s Df (funktio kuvataan sen derivaattafunk-
tiolle) on vektoriavaruuksien V' ja R® wilinen R-lineaarikuvaus. Huo-
maa, ettd tamd ei ole lineaarikuvaus V- — V', silld derivoituvan funktion
derwaatta ei vdlttamdttd ole itse derivoituva funktio.

2) Olkoon V' kaikkien jatkuvien funktioiden f: |a,b] — R muodostama
R-vektoriavaruus. Tdlloin kuvaus L: V — R,

un- [ (o)

on R-lineaarinen.

Taman kurssin keskeisié aiheita on aarellisulotteisten vektoriavaruuksien
valisten lineaarikuvausten tutkiminen.

-Isomorismit. Térked erikoistapaus (homo)morfismista muodostavat iso-
morfismi. Kahden algebrallisen struktuurin vélinen morfismi f: X — Y sa-
notaan isomorfismiksi jos se on bijektio. Morfismin méaéritelmésta yleensé
seuraa, ettd bijektiivisen morfismin kidnteiskuvaus f~': Y — X on myos
morfismi. Esimerkiksi helposti tarkistetaan, etté jos joukoissa X ja Y on las-
kutoimitukset - ja f: X — Y on kuvaus joka on yhteensopiva nédiden laskutoi-
mitusten suhteen, niin myos f~! siilyttiid nimé laskutoimitukset (tarkistal).
Samoin, jos molemmissa on méadritelty jonkun joukon Z laskutoimitus ja f
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sdilyttid sen, niin myos f~! siilyttiid sen (tarkista!). Jos molemmissa struk-
tuureissa on esimerkiksi neutraalialkio jonkun laskutoimituksen suhteen ja f
kuvaa toisen neutraalialkion toiselle, niin sama on totta kadnteiskuvaukselle
(kdanteiskuvauksen mééritelmén nojallal). Néin ollen ainakin kaikissa meité
kiinnostavissa tapauksissa eli ryhmhomomorfismin /ryhmahomomorfismin ja
lineaarisen kuvauksen kohdalla ndhdéain, ettd bijektiivisen morfismin kéén-
teiskuvaus on myos ryhmé/rengas/modulien homomorfismi.

Jos kahden struktuurin X ja Y vélilld on olemassa isomorfismi f: X — Y,
niin sanomme, ettd X ja Y ovat isomorfiset keskendédn. Talloin usein mer-
kitddn X = Y. Isomorfismia taas merkitdén usein symbolisesti f: X Sy,
Isomorfiset struktuurit ovat "tdysin samanlaiset” algebran ndkokulmasta, eli
ne eroavat vain alkioiden nimeédmiseen suhteen. Algebra ei pysty ndkemédn
niiden valilla mitdén eroa. Olemme jo ndhneet esimerkin téstéd, kun puhuim-
me kompleksiluvuista. Nimittédin tarkastellaan muotoa (z,0) olevia komplek-
silukuja. Naiden muodostama joukko Y on suljettu kompleksilukujen yhteen-
ja kertolaskun suhteen, joten voimme mééaritelld Y:ssd yhteen-ja kertolasku
luonnollisella tavalla. Kuten olemme aikaisemmin huomaneet, ndma "naytta-
vat” samoilta kuin vastaavat reaalilukujen operaatiot. Hienommin ilmaistuna
tamé voidaan kiteyttaa sanomalla, ettd kuvaus i: R — Y, i(x) = (x,0) on
homomorfismi. Koska liséiksi se on bijektio, se on rengasisomorfismi. Alkiot
r € R ja (2,0) € C kdyttaytyvét algebran ndkokulmasta téysin samalla ta-
valla, sen takia ne "samastetaan” ja ajatellaan kompleksiluvun (z,0) olevan
reaaliluku x.

1.4 Alistruktuurit

Olkoon X jollakin matemaattisella struktuurilla varustettu joukko ja olkoon
Y C X sen osajoukko. On hyvéa tietdd, milloin X:n struktuuri méarittelee
samantyyppisen struktuurin osajoukkoon Y. Télloin Y sanotaan X:n ali-
struktuuriks.

Esimerkiksi tasossa R? on miiritelty luonnollinen geometrinen struktuuri -
voimme laskea pisteiden etiisyyden, médritelld avoimet joukot, kulmat jne.
Jos Y on tason osajoukko, esimerkiksi kolmio tai paraabeli, tdméa tason geo-
metrinen struktuuri méarittelee, ainakin osittain, samantyyppisen struktuu-
rin Y:hun.

Meita kiinnostaa luonnollisesti algebrallisen alistruktuurin késite. Tarkastel-
laan ensin yksinkertaisin tilanne - olkoon X laskutoimituksella - varustettu
joukko ja olkoon Y X:n osajoukko. Sanomme, ettd Y on wvakaa laskutoimi-
tuksen - suhteen jos kaikilla z,y € Y pétee zy € Y. On selvdd, ettd jos
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Y on vakaa, X:n laskutoimituksen rajoittuma maéérittelee laskutoimituksen
1Y x Y — Y. Voimme siis puhua algebrallisesta struktuurista (Y, -).
Samoin, jos X on varustettu joukon Z laskutoimituksella Zx X — X, (z,z) —
zx, niin sen osajoukko Y C X on vakaa tdmén laskutoimituksen suhteen, jos
kaikilla z € Z,y € Y pétee zy € Y. Taas on selvéi, ettéd tédlloin voimme ra-
joittaa Z:n laskutoimitus X:ssé laskutoimitukseksi Z x Y — Y osajoukossa
Y.

Termin "vakaa laskutoimituksen suhteen” synonyymina kaytetdan myos ter-
mié "suljettu” laskutoimituksen suhteen.

Esimerkki 1.17. Tarkastellaan kokonaislukujen joukkoa Z varustettuna yh-
teenlaskulla. Tdlloin positiivisten kokonaislukujen osajoukko Ny = {1,2,3,...,}
on vakaa Z:ssd. Myds ei-negatiivisten kokonaislukujen osajoukko N = {0,1,...,}
on vakaa 7Z.:ssd. Parillisten kokonaislukujen joukko on vakaa, silld kahden pa-
rillisen luvun summa on myds parillinen. Sen sijaan parittomien kokonais-
lukujen summa e itse asiassa koskaan ole pariton. Esimerkiksi 1 + 3 = 4.
Ndin ollen parittomien kokonaislukujen joukko ei ole suljettu yhteenlaskun
suhteen.

Tarkastellaan reaalilukujoukkoa R varustettuna R-vektoriavaruuden struktuu-
rilla eli varustettuna R-skalaarikertolaskulla. Tdalloin jos yritetddn rajoittaa
tima laskutoimitus osajoukkoon Q, niin se ei ole vakaa sen suhteen, silld
reaaliluvun ja rationaaliluvun tulo er vdltdmdttd ole rationaaliluku.

Tarkastella nyt yleistd tilannetta.
Olkoon X algebrallisella struktuurilla varustettu joukko ja olkoon Y C X.
Télloin Y on struktuurin X alistruktuur: jos se on vakaa jokaisen X:n lasku-
toimituksen suhteen ja liséksi toteuttaa samat mahdolliset lisdehdot, jotka
X toteuttaa. Tall6in myos merkitddn usein ¥ < X.

Sellaiset ominaisuudet kuin laskutoimitusten liiténnéisyys, vaihdannai-
suus tai ositteleminen toistensa suhteen selvésti "periytyvét” automaattises-
ti X:n vakaisiin osajoukkoihin. Sen sijaan olemassaolo-ominaisuudet, kuten
neutraalialkion tai ké#nteisalkioiden olemassaolo eivét valttdmétta ole voi-
massa vakaassa osajoukossa, vaikka ne olisivat voimassa X:ssé, joten ne pitaé
vaatia alistruktuurilta erikseen. Teemme téhén liittyen heti seuraavan huo-
mautuksen. Oletetaan, ettéd algebrallisella oliolla X on neutraalialkio e. T4l-
16in ei riittd4, jos oletamme, etta sen alistruktuurilla samalla (indusoidulla)
laskutoimituksella on neutraalialkio, vaan sen pitéd olla sama neutraalialkio
kuin koko X':ssé, eli sama alkio e. Nimittédin voi kidyda myds niin, ettd vakaal-
la osajoukolla Y on neutraalialkio jonkun laskutoimituksen suhteen, joka ei
ole neutraalialkio X:ssé. Vaikka téllainen osajoukko on sitten samaa tyyppié
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oleva algebrallinen struktuuri, sitéd ei kuitenkaan lasketa X:n alistruktuurik-
si.

Katsotaan nyt mité alistruktuurin késite tarkoittaa konkreettisesti minkékin
tutun struktuurin tapauksessa.

Olkoon (G, ) ryhmé ja H C G. Tallsin H on G:n aliryhmd jos

(1.18) xy € H for all x,y € H, eli H on vakaa,
(1.19) e € H, missd e on G:n neutraalialkio ja,
(1.20) 7! € H kaikilla v € H.

Esimerkki 1.21. Tarkastelemme ryhmdn (Z,+) vakaita osajoukkoja edelli-
sestd esimerkistd, eli osajoukot Ny, N ja parillisten kokonaislukujen joukko.
Posititvisten kokonaislukujen ryhmd ei ole aliryhmd, silld se ei sisdlld edes
neutraalialkiota 0. Luonnollisten lukujen joukko N sisdltdd kylld neutraalial-
kion, mutta ei ole suljettu vasta-alkioiden suhteen, silli esimerkiksi 1 € N,
mutta —1 ¢ N. Ndin ollen sekidn ei ole aliryhmd.

Parillisten kokonaislukujen osajoukko 27 = {2n | n € Z} sen sijaan on
aliryhmd - se on wvakaa, se sisdltid neutraalialkion 0 ja on suljettu vasta-
alkioiden suhteen, silld parillisen luvun vastaluku on parillinen.

Olkoon (R, +,-) rengas ja R’ C R. Télloin R’ on R:m alirengas jos
1) (R',+) on Abelin ryhmén (R, +) aliryhma,
2) R’ on vakaa my0s kertolaskun suhteen.
Jos lisdksi R on ykkosellinen ja 1 on sen neutraalialkio kertolaskun suhteen,
R’ on R ykkosellinen alirengas jos 1 € R'.
Jos K on kunta ja K’ C K, sanomme, ettd K’ on K:n alikunta, jos K' on
K:n ykkosellinen alirengas, K’ ei ole triviaali ja lisiksi K’ on suljettu kerto-
laskun kiinteisalkioiden suhteen eli kaikilla k € K’ k # 0 piitee k! € K.

Esimerkkeja 1.22.

1. (Z,+,") on renkaan (R, +,-) ykkdsellinen alirengas. Jos (R, +, ) ajatel-
laan kuntana, (Z,4+,-) ei kuitenkaan ole (R, +,-):n alikunta, silli Z ei
ole suljettu kddnteisalkioiden suhteen - esimerkiksi 2 € Z, mutta % ¢ 7.

2. (R,+,-) on kompleksilukukunnan (C,+,-) alikunta, kunhan samaiste-
taan x € R kompleksiluvun (x,0):n kanssa.

3. Parillisten lukujen joukko 27 on Z:n aliryhmd yhteenlaskun suhteen. Se
on myds vakaa kertolaskun suhteen. Ndin ollen (2Z,+,-) on (Z,+,-)n
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alirengas. Jos kuitenkin ajatellaan 7 ykkosellisend renkaana, 27 ei
endd ole sen alirengas, silld 1 ¢ 27.

4. 2 X 2-matriisien joukko M (2 x 2) on tunnetusti ykkosellinen rengas
matriisien yhteen- ja kertolaskun suhteen. Tarkastellaan sen osajoukkoa

Tdlloin R on renkaan M (2 x 2) alirengas, jos viimeksi mainittua ei
ajatella ykkosellisend renkaana. Koska M (2 x 2):n yksikko, eli matrii-

s1 <(1) 8), ei ole R:ssd, R ei ole M(2 x 2):n ykkdsellinen alirengas.

Kuitenkin renkaana R on ykkdsellinen, silld matriisi ((1) 8) on R:ssd

kertolaskun neutraalialkio.

Esimerkki 1.23. Kokonaislukujen joukko (Z,+) on Abelin ryhmd. Jokaisella
m € N mddritellidn osajoukko

mZ = {mn | m € Z}.
Tdlloin mZ on Z:n aliryhmda (yhteenlaskun suhteen), silld
0=m-0€mZ,

mn +mn’ =m(n+n'), joten mZ on suljettu yhteenlaskun suhteen,
—(mn) = joten mZ on suljettu vasta-alkioiden suhteen.

Kadntdaen voidaan osoittaa, ettd namda ovat kaikki Z:n aliryhmdt. Tdma jd-
tetddan harjoitustehtdvdksa.

Olkoon M R-moduli. Sen osajoukko M’ on M:n alimoduli, jos

1) (M',+) on (M, +) aliryhma ja

2) M’ on suljettu skalaarikertolaskun suhteen, eli kaikilla r € R ja m €
M’ my6s rm’ € M.

Maaritelmésta seuraa, ettéd alimoduli on itse R-moduli.
K-vertoriavaruuden V' alimodulia sanotaan (vektori)aliavaruudeksi.

Esimerkki 1.24. Olkoon V' kaikkien kuvausten f: R — R R-vektoriavaruus
(kts. esimerkki 1.8). Seuraavat ovat V :n aliavaruuksia -
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1. Vo ={f €V | f on jatkuva 0:ssi},
2. CO={feV | f onjatkuva },

3. Ct={f eV | f on olemassa koko R:ssi}.

Esimerkki 1.25. Kaikki polynomifunktiot f: R — R muodostavat vektoria-
varuuden RY aliavaruuden P. Jokaisella n € N kaikkien polynomit joiden
aste on pienempi tar yhtdsuure kuin n muodostavat P:n aliavaruuden P,.
Kun m < n vektoriavaruus P,, on selvdsti avaruuden P, aliavaruus.

Seuraavaksi tarkastellaan alistruktuurien ja homomorfismien yhteyksia.
Jos joukolla X on algebrallinen struktuuri ja Y C X on sen alistruktuuri,
niin inklusiokuvaus i: Y < X on véltdméattd homomorfismi (tdmén struk-
tuurin tyypin suhteen).

Olkoot X ja Y laskutoimituksella varustettuja joukkoja ja f: X — Y
niiden laskutoimitusten kanssa yhteensopiva kuvaus. Télloin f:n kuvajoukko

Imf={f(z) |ze X} CY

on vakaa Y:n laskutoimituksen suhteen. Taméa nahd&aan seuraavasti - olkoot
xr,y € X, talloin
f(x) - fy) = flwy) € Im f.

Jos joukossa X on neutraalialkio e, f(e) on neutraalialkio Im f:ss4, silla

fe)- f(x) = flex) = f(x) = f(ze) = f(x) - f(e).

1

Jos joukossa X alkiolla x on kéénteisalkio ~!, myds alkiolla f(z) € Im f on

kidnteisalkio f(z~1), silld

fl@) - fa™h) = flza™) = fle) = fa™ ) = f(27") - f(a).

Néin ollen ainakin meité kiinnostavien struktuurien tapauksessa Im f on jopa
alistruktuuri. Tarkemmin pétee:

e Jos f: G — G’ on ryhmien vélinen homomorfismi, Im f on G":n aliryh-
ma.

e Jos f: R — R’ on rengashomomorfismi, Im f on R":n alirengas. Jos R
on ykkosellinen, Im f on ykkosellinen. Jos R on kunta ja f(1) # 0, niin
Im f on kunta.
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e Jos L: M — M’ on lineaarinen kuvaus R-modulien vélilld, Im f on
R’:n alimoduli.

Seuraavaksi tarkastellaan hieman erikoisempaa tilannetta , joka osoittautuu
kuitenkin térkedksi meille. Olkoot G, G’ ryhmii ja olkoon f: G — G’ ryh-
méahomomorfismi. Maégritelladn f:n ydin Ker f seuraavasti,

Kerf={r e G| f(x) =€},
missé € on G':n neutraalialkio. Talloin Ker f on aliryhmé G:ssé, silla
e jos z,y € Ker f, niin f(zy) = f(x)f(y) = e =¢€,
o cc Kerf, silld fle) =¢,
e jos x € Ker f, niin f(z7!) = f(z) ' =€t =¢.

Lisiksi N = Ker f ei ole miké tahansa aliryhmé, vaan se toteuttaa seuraavan
tarkeén lisdehdon:

e jos ¥ € G on mielivaltainen ja h € N, niin xha~' € N.

Tallaisia aliryhmié sanotaan normaaleiksi. Jos G on vaihdannainen ryhmé,
mikéd tahansa sen aliryhmé on automaattisesti normaali. Erityisesti néin
on asian laita, kun tarkastellaan yhteenlaskuryhmii (R,+), (M, +), missi
(R,+,-) on rengas tai (M, +,-) on R-moduli.

Seuraavaksi tutkitaan rengas- ja modulihomoformismin ytimii. Olkoot R, R’
renkaita ja f: R — R’ rengashomomorfismi. Talloin se on erityisesti ryhmé-
homomorfismi yhteenlaskujen suhteen, joten voidaan edelleen mééritella sen
ydin kuten edellé,

Kerf={x e R| f(x) =0}

Yllatodistetun nojalla I = Ker f on (R,+):n (normaali) aliryhmi. Se on
myo6s suljettu kertolaskun suhteen, joten se on R:n alirengas. Itse asiassa
I:11& on paljon vahvempi ominaisuus. Nimittédin, olkoon x € [ ja olkoon
r € R mielivaltainen alkio. Téll6in

flra) = f(r)f(x) = f(r)-0=0ja
flar) = f(x)f(r) =0 f(r) =0,

Toisin sanoen [:114 on seuraavat ominaisuudet,

e (I,+) on (R,+)m aliryhmi, ja
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e kaikillax € I,r € R pétee zr € [ jarx € 1.

Téllaisia R:n alirenkaita sanotaan ideaaleiksi. Huomaa, ettd jos R sattuu
olemaan ykkosellinen rengas, niin 7 silti hyvin harvoin on sen ykkdsellinen
alirengas. Nimittéin jos 1 € I toinen ehto ylld implikoi, ettd kaikilla » € R
pateer =r-1¢€ I, joten [ = R.

Esimerkki 1.26. Madritelliin kaikki renkaat (Z,+,-) ideaalit. Olkoon I
Z:n ideaali. Tdlloin I on erityisesti aliryhmd yhteenlaskun suhteen, joten sen

taytyy olla muotoa
mZ ={mn | n € Z}

jollakin m € N (esimerkki 1.23). Osoitetaan, ettd kadntien, jokainen tal-
lainen osajoukko itse asiassa onkin ideaali. Olkoon k € 7Z mielivaltainen, ja
olkoon x = mn € mZ. Tdlloin

kx = xk = k(mn) = m(kn) € mZ,
silld kokonaislukujen kertolasku on vaithdannainen.

Tarkastelemme normaaleja aliryhmié ja ideaaleja vield toisesta ndkokul-
masta seuraavassa luvussa. Téméan luvun padatdmme tarkastelemalla vield li-
neaarisen kuvauksen ydinté.

Olkoon L: M — M’ R-modulien vélinen lineaarinen kuvaus. Koska mo-
dulit ovat ryhmié yhteenlaskun suhteen, on olemassa osajoukko

Ker L = {x € M | L(x) = 0}.

Liséksi Ker L on aliryhmé& +:n suhteen. Osoitetaan, ettd Ker L on itse asiassa
jopa alimoduli. Olkoon r € R ja x € Ker L. Talloin

L(rx) =rL(x)=7r-0=0.
Naiin ollen Ker L on M:n alimoduli.

Olemme osoittaneet, ettd ryhmé /rengas/moduli-homomorfismin ydin on
aina normaali aliryhmé/ideaali/alimoduli. Seuraavassa luvussa todistamme
kédnteisen véitteen - mikd tahansa normaali aliryhmé/ideaali/alimoduli on
jonkun ryhmé/rengas/moduli-homomorfismin ydin.

Ytimen ja kuvan avulla voidaan myos tutkia onko morfismi isomorfismi,
kuten seuraava tulos osoittaa.
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Lemma 1.27. Olkoot X ja Y ryhmdt/renkaat/modulit ja olkoon f: X —Y
morfismi. Tdlloin

(i) f on injektio jos ja vain jos Ker f = {e} on triviaali.

(ii) f on surjektio jos ja vain jos Im f =Y.

Todistus jatetddn harjoitustehtéavaksi.

1.5 Tekijastruktuurit

Téarked tapa muodostaa uusia struktuureja vanhoista on niin sanottu tekija-
struktuurin késite.

Palautetaan ensin mieleen sellaiset késitteet kuin ekvivalenssirelaatiot ja al-
kioiden samaistaminen.

Olkoon X joukko. X:n relaatio E on miké tahansa tulon X x X osajouk-
ko E. Néin ollen relaatio on jokin kokoelma pareja (z,y), missi =,y € X.
T&lloin merkitddn myos zEy ja sanotaan, ettd x on relaatiossa y:n kanssa.
Relaatio siis ilmaisee jonkinlaisen suhteen X:n alkioiden vélilld (mistd nimi-
tys tuleekin).

Joukossa X maédéritelty relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio, jos

(i) ~ on refleksiivinen, eli x ~ x kaikilla = € X
(ii) ~ on symmetrinen, eli jos x ~ y joillakin z,y € X, niin myds y ~ z,
(iii) ~ on transitiivinen, eli jos x ~ y ja y ~ z, niin télléin aina = ~ z.

Ekvivalenssirelaatioilla on vahva yhteys joukon X osituksiin.
Joukon X ositus on kokoelma O X:n epétyhjia osajoukkoja, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

(1.28) Jo=X, ja

(1.29) jos A,B € Oniin ANB =0 tai A= B.

Ensimmaéinen ehto siis sanoo, ettd jokainen X:n piste kuuluu johonkin osi-
tukseen O kuuluvaan joukkoon. Toinen ehto puolestaan sanoo, ettéd osituk-
sen joukot ovat erillisid. Néin ollen kokoelma X:n epétyhjia osajoukkoja O
on X:n ositus jos ja vain jos jokainen x € X kuuluu tasan yhteen kokoel-
man joukoista.

Kuten olemme jo mainineet, ekvivalenssirelaatioiden ja ositusten vélilla on
olemassa yhteys.
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Lemma 1.30. Olkoon ~ joukossa X mdadritelty ekvivalenssirelaatio. Jokai-
sella x € X merkitiin = {y € X | x ~ y}. Tdlloin

O.=1{z|zeX}

on X :n ositus.
Kadntden, jos O on X :n ositus, relaatio ~p, joka mddritellidn ehdolla

x ~o Yy jos ja vain jos on olemassa A € O siten ettdi x,y € A

on ekvivalenssirelaatio.
Vastaavuudet ~— O ja O —~p ovat toistensa kdadnteiskuvauksia, joten ne
ovat myads bijektiota.

Todistus. Tunnettua matematiikan peruskursseilta, harjoitustehtava. O

Jos ~ on ekvivalenssirelaatio, edelld méériteltya joukkoa
r={yeX[z~uy}

sanotaan x:n ekvivalenssiluokaksi. Alkio x on télloin luokkansa edustaja. Jo-
kainen ekvivalenssiluokan alkio voidaan valita tdmén luokan edustajaksi.

Esimerkkeja 1.31. 1) Madritelliin R:ssi relaatio E ehdolla xEy jos
xy = 1. Talloin E ei ole refleksiivinen, joten se ei ole ekvivalenssi-
relaatio.

2) Midritellddn R:ssi relaatio ~ ehdolla x ~ y jos x* = y?. Tdlloin ~ on
ekvivalenssirelaatio. Alkion x ekvivalenssiluokka T on joukko {x, —x}.
Ndin ollen 0:n luokka on yksio ja muiden alkioiden luokat kaksioita.

3) Koulumatematiikassa vektori mddritelliin “suunnattuna janana” ta-
sossa tai avaruudessa. Vektorilla on suunta ja pituus, mutta ei fiksat-
tua alkupistettd, eli kaksi tdillaista janaa pidetddn “samana vektorina”,
jos nuilld on sama pituus ja sama suunta, vaikka ne ovat janoina eri
objektit. Tamd on itse asiassa owa esimerkki ekvivalenssirelaatioiden
kédytostd. Voimme siis formalisoida tallaista geometrista vektoria ekvi-
valenssiluokkana, johon kuuluvat kaikk: tason tai avaruuden janat, joil-
la on sama suunta ja pituus.

4) Seuraava esimerkki on erittiin tirked algebrassa. Olkoon n € N. M-
ritellddn kokonaislukujen joukossa 7 relaatio ~ ehdolla x ~ y jos ja
vain jos x — y on jaollinen n:lld, eli on olemassa k € N siten, ettd

28



x —y = nk. Osoitetaan, ettd tima on ekvivalenssirelaatio. Jokainen
x € Z on relaatiossa itsensd kanssa, silli t —x =0 =mn-0 on jaollinen
n:lla. Ndin ollen ~ on refleksiivinen.

Jos x —y = nk, niin y —x = —nk = n - (=k), joten x ~ y implikoi
y ~ x. Toisin sanoen ~ on symmetrinen.

Lopuksi jos © —y = nk ja y — z = nl, niin

r—z=(x—y)+ (y—2)=nk+nl=n(k+1).

Ndin ollen ~ on transititvinen. Relaatio ~ on siis ekvivalenssirelaa-
tio. Kun n = 0 jokaisen x € Z ekvivalenssiluokka on yksio {x}, tima
on esimerkki identtisesta relaatiosta (alkio on relaatiossa vain itsensd
kanssa). Olkoon sitten n > 1. Olkoon x € 7Z mielivaltainen ja olkoon
[ € {0,1,...,n — 1} jakojainnds kun x jaetaan n:lld. Toisin sanoen
voidaan kirjoittaa x = nk + [ jollakin k € Z. Helposti ndhdddn, ettd
ekvivalenssiluokka x koostuu tasan niista kokonaisluvuista jotka anta-
vat n:lla jakaessaan jakojidnnoksekst saman luvun . Toisin sanoen x
ja y ovat samassa ekvivalenssiluokassa jos ja vain jos niilli on sama
jakojdadnnds n:lld jakaessaan. Tdstd ndahdddn, ettd ekvivalenssiluokkia
on tasan n kappaletta.

Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa X. Maaritelldan tekijdajoukko
X/ ~={2 |z e X}

Tekijajoukon alkiot ovat siis ekvivalenssirelaatiota vastaavan osituksen alkiot.
Madritelladn myos kuvaus p: X — X/ ~ kaavalla p(x) = z. Tatd kuvausta
sanotaan relaatioon ~ liittyvéksi luonnolliseksi tai kanoniseksi projektioksi.
Luonnollinen projektio on aina surjektio.

Hyodyllinen tapa késitelld ekvivalenssirelaatiota on ajatella, etté relaatios-
sa olevat alkiot, x ~ y 7 samastetaan samaksi alkioksi” eli vaikka X:ssi x
ja y saattavat eri alkiot, tekijdjoukossa ne ajatellaankin samaksi alkioksi.
Tamé mielikuva voidaan havainnollista erityisen helposti, kun joukko X on
jokin "geometrinen” otus. Esimerkiksi olkoon X tason neli6 ja ekvivalenssi-
relaatio X:ssé sellainen, joka samastaa pystyreunajanojen vastaavat pisteet
keskenédn. Voidaan ajatella ettd X:ssd Titmataan” ndmé reunajanat yhteen,
jolloin tekijdjoukoksi X/ ~ saadaan ontto putki.

Palataan nyt algebran pariin ja tutkitaan ensin yksinkertaisinta tapausta
jossa joukossa X on méidritelty joku laskutoimitus -. Olkoon ~ jokin jou-
kon X ekvivalenssirelaatio. Haluamme maééritelld tekijajoukkoon X/ ~ ku-
vauksen p indusoiman laskutoimituksen, eli sellaisen laskutoimituksen, jonka
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suhteen projektio p: X — X/ ~ olisi yhteensopiva. Mééritelmén mukaan se
tarkoittaa, ettd pitéisi olla

p(zy) = p(x)p(y) eli

(1.32) Ty = TY.

Téastd ndhdéan, etté jos vaadittu laskutoimitus on olemassa, se on yksikasit-
teinen ja annettu kaavalla 1.32. N&in ollen ongelmalla on yksikésitteinen ja
myonteinen vastaus jos ja vain jos kaava 1.32 on hyvin mééritelty.

Jotta kaava 1.32 olisi hyvin méiritelty, oikean puolen Ty taytyy olla sama
riippumatta siitd mitd edustajia valitaan vasemmalla puollella. Toisin sanoen
jos = 2/ ja i = v/, niin pitdisi myos olla Ty = 'y, muuten kaavassa 1.32 ei
ole mitéan jarkea.

Sanomme, ettd ekvivalenssirelaatio ~ on yhteensopiva laskutoimituksen -
kanssa, jos ehdoista x ~ ',y ~ 1 seuraa, ettd xy ~ 2'y’. Y4 kdydysta
tarkastelusta seuraa siis, ettd tekijdjoukossa X/ ~ voidaan mééaritelld las-
kutoimitus siten, ettd p: X — X/ ~ on homomorfismi jos ja vain jos ~
on yhteensopiva X :n laskutoimituksen kanssa. Sanomme talloin, ettd X ~:mn
néin méadritelty laskutoimitus on relaation ~ indusoima laskutoimitus.
Télla tavalla saatu algebrallinen struktuuri tekijédjoukossa sanotaan alkupe-
raisen struktuurin tekijastruktuuriksi.

Olkoon - X:n laskutoimitus ja ~ X:n relaatio, joka on yhteensopiva ~:n
kanssa. Monet -:n mielenkiintoiset ominaisuudet periytyviat X/ ~:n indusoi-
tuun laskutoimitukseen. Esimerkiksi oletetaan, ettd ~ on liitdnnéinen. Té&l-
16in kaikilla z,y, 2z € X

(z9)z = 7Yz = (wy)2 = 2(yz) = 757 = 1(32),

joten my6s indusoitu laskutoimitus on liitdnnédinen. Samoin samastumisessa
sailyvit sellaiset ominaisuudet kuin vaihdannaisuus tai osittelulaki (jos X :ssé
on kaksi laskutoimitusta ja ~ on yhteensopiva molempien kanssa). Samoin,
jos e on neutraalialkio -:n suhteen, sen luokka € on neutraalialkio indusoidussa
laskutoimituksessa, silla

eET = er =T = Te.

Samoin ndhdéaén, ettd jos x:114 on kdanteisalkio, myos z:114 on kéddnteisalkio
ja
(f)_l =z L

Na&in ollen

30



e Jos X on (Abelin) ryhmé, X/ ~ on (abelin) ryhmé ja p: X — X/ ~
on ryhméhomomorfismi. Ryhmé X/ ~ on X:n tekijaryhmd.

e Jos X on (vaihdannainen) (ykkosellinen) rengas, myos X/ ~ on (vaih-
dannainen) (ykkosellinen) rengas ja p: X — X/ ~ on (ykkosellinen)
rengashomomorfismi. Rengas X/ ~ on X tekijirengas.

Kaikki tdmé& on totta tietenkin silla oletuksella, ettd ~ on ekvivalenssirelaa-
tio, joka on yhteensopiva kaikkien X :n laskutoimitusten kanssa.

Esimerkkeja 1.33. 1) Joukossa 7 mddritelty ekvivalenssirelaatio x ~ y
jos ja vain jos x = +y, ei ole yhteensopiva yhteenlaskun kanssa. Esi-
merkiksi 1 ~ =1, 1 ~1 mutta 1+1=2»=0=1+ (—1).

2) Olkoonn € N ja tarkastellaan Z:n ekvivalenssirelaatiota ~,,, jossa x ~,
y tarkoittaa, ettd x —y on jaollinen n:lld, r —y = nk jollakin k € Z.
Tdamd relaatio on yhteensopiva kokonaislukujen yhteenlaskun kanssa,
silli jos x — 2’ = nk jay — vy = nl, niin

(z4+y)— (@ +y)=(@—-2")+y—v)=nk+nl=n(k+1).

Ndin ollen tekijijoukossa Z] ~,, jota merkitidn yleensd symbolilla Z,,
on mddritelty luonnollinen yhteenlasku, jolle pitee

T+y=x+y.

Saadaan siis vaihdannainen ryhmda (Z,,+), kokonaisluvut modulo
n. Kun n # 0, tassi ryhmdssda on tasan n alkiota.

Ekvivalenssirelaatio ~, on yhteensopiva myds kononaislukujen kerto-
laskun kanssa. Todistetaan tamd. Oletetaan, etti v — ' = nk,y —y' =
nl. Talloin

zy—2y =xy—ay +ay -2y =x(y—vy)+ (x—2")y =n(lx+ky').

Nain ollen Z.:n kertolasku indusoi kertolaskun tekijistruktuuriin Z.,.
Koska (Z,+,+) on vaihdannainen ykkosellinen rengas, myos (Z,+,-)
on vathdannainen ykkdsellinen rengas. Voidaan osoittaa, ettd rengas
Zy, on kunta tdismdlleen silloin, kun n on alkuluku (harjoitustehtiva).

Kuten olemme osoittaneet esimerkissi 1.31, 3) ylla, joukona Z,, on dd-
rellinen joukko, jossa on tasan n alkiota, ja péitee Z, = {0,1,...,n — 1}.
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Kun olemme tekemisessd joukon Z,, alkioiden kanssa usein kdytinndossda
poistamme ylavitvan ja merkitidn alkio m € Z,, yksinkertaisesti m:lld.
Esimerkiksi kunnassa Zo ndilld merkinnoilld pdtee

1+1=0.

Tarkastellaan seuraavaksi ulkopuolisen joukon Y laskutoimitusta joukossa
X. Oletetaan siis, ettd X:ssd on médritelty (vasemmanpuoleinen) Y :n lasku-
toimitus -: Y x X — X. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa X. Haluam-
me mééritella Y laskutoimituksen tekijéjoukossa X/ ~ niin, ettd projektio
p: X — X/ ~ on yhteensopiva Y:n laskutoimitusten suhteen. M&éritelméan
mukaan se tarkoittaa sité, ettéd kaikilla y € Y ja kaikilla x € X pétee

p(yx) = yp(x), eli

(1.34) YT = Y.

Néhdddn taas, ettd jos tédllainen laskutoimitus joukossa X/ ~ on olemassa,
niin se on yksikésitteinen, ja annettu kaavalla 1.34. Lisdksi laskutoimitus voi-
daan maaritelld silla kaavalla, jos ja vain jos se on hyvinméaritelty, eli antaa
saman lopputuloksen edustajan valinnasta riippumatta.

Paadymme siis seuraavanlaisen méaéritelméén - ekvivalenssirelaatio ~ on yh-
teensopiva laskutoimituksen -: Y x X' — X kanssa, jos ehdosta x ~ 2’ seuraa,
ettd yx ~ ya’ jokaisella y € Y. Talloin (ja vain téllsin) tekijajoukossa X/ ~
voidaan méaaritelld Y:n laskutoimitus siten, ettd p: X — X/ ~ on homomor-
fismi. Siin&d tapauksessa sanomme, etté joukossa X ~ télla tavalla méaritelty
Y :n laskutoimitus on relaation ~ indusoima laskutoimitus.

Oletetaan, ettd M on R-moduli, R rengas ja oletetaan, ettd ~ on M:n
ekvivalenssirelaatio, joka on yhteensopiva sekéd yhteenlaskun +, ettéd skalaa-
rikertolaskun - kanssa. Tallin tekijdjoukossa M/ ~ voidaan maéritella seké
indusoitu yhteenlasku +: M/ ~ XM/ ~— M/ ~, ettid indusoitu skalaari-
kertolasku -: R x (M/ ~) — M/ ~. Helposti néhddéin, ettd ndmé lasku-
toimitukset méérittelevit joukossa M/ ~ R-modulin struktuurin (tarkistal).
Kanoninen projektio p: M — M/ ~ on téilloin R-lineaarinen kuvaus.

Algebrallisen struktuurin kanssa yhteensopivien ekvivalenssirelaatioiden

ja sen alistruktuurien vililla vallitsee tdarked yhteys, ainakin kaikissa meité
kiinnostavissa tapauksissa.
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Nimittain olkoon G' ryhmd ja olkoon ~ joukon G:n ekvivalenssirelaatio,
joka on yhteensopiva G':n laskutoimituksen kanssa. Talloin p: G — G/ ~ on
ryhmahomomorfismi, joten silld on ydin

N=Kerp={z e G |plx)=e=ple)} ={zr€G |z ~e}

Néin ollen p:n ydin on yksinkertaisesti GG: neutraalialkion ekvivalenssiluok-
ka e. Téstd myos nahdain, ettd kyseinen luokka on G:n normaali aliryhmd
(koska homomorfismin ydin aina on). Palautetaan mieleen, etté aliryhméa N
on normaali, jos kaikilla z € G ja n € N pitee znz—! € N. Koska ~ on yh-
teensopiva laskutoimituksen kanssa, ndhdaén liséksi, ettd x ~ y, jos ja vain
jos xy~t ~ e, eli jos ja vain jos zy~! € N.

Ké&éantéen, olkoon N jokin G:n normaali aliryhméa. Méaaritelldan G:ssé relaa-
tio ~ ehdolla x ~ y, jos ja vain jos zy~' € N. Talloin ~ on ekvivalenssire-
laatio (harj. tehtdva). Osoitetaan, ettd se on yhteensopiva laskutoimituksen
kanssa. Oletetaan, etti x ~y, ' ~ 3y elizy ' =n € N jaa'y ' =n' € N.
Nyt

(z2")(yy') ") = wa'y "yt = (anz ) (2y™h) € N,

silli N on aliryhmé, xn’x~! € N normaalisuuden takia ja zy~' € N oletuk-
sen nojalla. Niin ollen ~ on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa.
Nédemme siis, ettd ryhmén tapauksessa on olemassa yksinkertainen (bijek-
tilvinen) vastaavuus laskutoimituksen kanssa yhteensopivien ekvivivalenssi-
relaatioiden ja normaalien aliryhmien valilld. Jos N on normaali aliryhm4,
vastaava ekvivalenssirelaatio on méiritelty ehdolla zy=' € N. Tallsin N
on neutraalialkion ekvivalenssiluokka. Alkion x € G ekvivalenssiluokka on
puolestaan xN. Taté tekijaryhméid G/ ~ on tapana merkitd G/N. Normaa-
li aliryhmd N on homomorismin p: G — G/N ydin. Olemme siis samalla
osoittaneet viime sektiossa luvattua tulosta - jokainen normaali aliryhmé on
jonkun ryhméhomomorismin ydin. Koska kdéntéden véite osoitettiin viime lu-
vussa, olemme todistaneet seuraava véite - ryhmén aliryhmé on normaali jos
ja vain jos se on jonkun ryhmadhomomorfismin ydin.

Jos G on wvaithdannainen ryhmé, mikd tahansa sen aliryhm& H on nor-
maali. Vastaava ekvivalenssirelaatio on maéritelty ehdolla x —y € H. Alkion
x € G ekvivalenssiluokka on télloin x + H. G:n jokainen aliryhmé on jonkun
ryhmahomomorfismin ydin.

Olkoon R rengas ja ~ R:n ekvivalenssirelaatio, joka on yhteensopiva seka
yhteen etté kertolaskun suhteen. Tall6in 0:n ekvivalenssiluokka

I=Kerp={re€R|x~0}
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on ylla olevan mukaan aliryhmé +:n suhteen (normaalisuudesta ei tarvitse
olla huolissa, silld (R, +) on vaihdannainen) ja ekvivalenssirelaatio on méé-
ritelty ehdolla z — y € I. Viime luvun tulosten nojalla I on itse asiassa R:n
ideaali (silla se on rengashomomorfismin p: R — R/ ~ ydin). Palautetaan
mieleen, ettd ideaali on sellainen R:n (ei vilttamétta ykkosellinen) alirengas,
joka toteuttaa liséehdon

reRxel=rreljaxrecl.

Ké&édntéen, olkoon I renkaan R ideaali. Maaritellaan ekvivalenssirelaatio o ~
y ehdolla x —y € I. Koska [ on erityisesti yhteenlaskun suhteen normaali
aliryhmé, ndhddan heti (edellisen kappaleen erikoistaupauksena), ettd ~ on
yhteensopiva yhteenlaskun kanssa. Osoitetaan, ettd se on myos yhteensopiva
kertolaskun kanssa. Oletetaan, ettd x ~ y, 2’ ~ ¢y eliy—x =r, ¢/ —2' =r" € I.
Télloin

vy —xr' =gy —yr' +yx — a2 =yl — )+ (y—x)2 =yr+r'z eI,

silld I on ideaali.

Saamme siis seuraavan tuloksen - renkaan R molempien laskutoimitusten
kanssa yhteensopivat ekvivalenssirelaatiot vastaavat R:n ideaaleja. Jos I on
ideaali, vastaava relaatio on méaritelty ehdolla y — x € I. Tekijdrengasta
R/ ~ merkitddn yleensa R/I.

Jokainen ideaali on jonkun rengashomomorfismin (nimittdin ainakin rengas-
homomorfismin p: R — R/I) ydin.

Lopuksi tarkastellaan vield meiddn kannaltamme erittédin tédrkedd modu-
lin tapausta. Olkoon M R-moduli ja ~ yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun
kanssa yhteensopiva M:n ekvivalenssirelaatio. Olkoon p: M — M/ ~ kano-
ninen projektio. TAlloin 0:n ekvivalenssiluokka

N=Kerp={xeM|x~0}

on lineaarisen kuvauksen ytimené alimoduli ja ekvivalenssirelaation voidaan
yhtépitavasti lausua ehdolla z — y € V.

Kadntden olkoon N alimoduli ja médritellddn ekvivalenssirelaatio ehdolla
x —y € N. Talloin relaatio on ainakin yhteenlaskun kanssa yhteensopiva.
Olkoon r € R ja oletetaan, ettd z —y € N. Koska N on alimoduli

re—ry=r(z—y) € N.

Toisin sanoen relaatio on yhteensopiva skalaarikertolaskun kanssa.
Néhdaan siis, ettd modulien tapauksessa laskutoimitusten kanssa yhteenso-
pivat ekvivalenssirelaatiot vastaavat alimoduleita. Jos N on M:n alimoduli,
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vastaava relaatioehto on x — y € N. Tekijamodulia on tapana merkitd sym-
bolilla M/N.

Kanonisen projektion p: M — M /N ydin on alimoduli N. Néin ollen jokai-
nen alimoduli on jonkun lineaarisen kuvauksen ydin.

Tekijastruktuurien téarkeimpia sovelluksia ovat niin sanotut isomorfia-
lauseet ja, yleisemmin, hajoitelmalauseet. Isomorfialause sanoo, ettéd jokainen
homomorfismi f: X — X’ indusoi isomorfismin struktuurien X/Ker f ja
Im f C X’ vililld - kunhan X ja X’ ovat tarpeeksi "saénnollisia” algebrallisia
struktuureja. Erityisesti ndmé lauseet ovat voimassa kaikissa meitd kiinnos-
tavissa tapauksissa.

Todistetaan ensin yleisempi hajotelmalause, joka on myos erittdin hyo-
dyllinen.

Lause 1.35. Olkoot X ja X' molemmat ryhmii/(ykkosellisia) renkaita/moduleja.
Olkoon f: X — X' ryhmien/(ykkosellisten) renkaiden/modulien vilinen ho-
momorfismi.

Olkoon Y C X normaali aliryhmd/ideaali/alimoduli ja olkoon p: X — X/Y
luonnollinen projektio. Tdlloin on olemassa ryhmien/(ykkosellisten) renkai-
den/modulien vélinen homomorfismi f: X/Y — X' siten, etti f = f op,

X L X
N
X/Y

jos ja vain jos' Y C Ker f. Jos f on olemassa, niin se on yksikdsitteinen ja
Im f =Im f. Erityisesti f on surjektio jos ja vain jos f on surjektio.
Lisdksi f on injektio jos ja vain jos Y = Ker f.

Todistus. Oletetaan, etté f on olemassa ja olkoon y € Y. Talloin

fly) = foply) = fle) =¢,

missé e ja € ovat vastaavasti X:m ja X' neutraalialkiot (nolla-alkiot rengas-
ja modulitapauksessa). Néin ollen Y C Ker f. Lisdksi jokaisella x € X pétee

f@) = f(=),

joten f on yksikisitteinen (jos olemassa). )
Oletamme kééntden, ettd Y C Ker f. Méédritellddan f: X/Y — X' kaavalla
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f(z) = f(x). Osoitetaan ensin, etté f on hyvin médritelty. Olkoot x,y € X
siten etti 7 = g eliz™ly € Y (y—x € Y jos kyse on renkaasta tai modulista).
Télloin
f@) fly) = fla™y) =e,

silld x7'y € Y C Ker f. Tésté seuraa, ettd f(z) = f(y). Olemme niyttineet,
ettd f on hyvin médritelty. Yhtdlo f = f o p on selviisti voimassa. Jos -
on jokin laskutoimitus X:ssé ja samalla symbolilla merkitsemme indusoitua
laskutoimitusta X /Y :ssé, niin

f(@-g) = f(zy) = f(B(zy) = fzy) = f(2)fy) = f(2) - [ (7).
Niin ollen f on yhteensopiva jokaisen laskutomituksen kanssa. Jos kyse on
moduleista, helposti ndhdéén samalla tavalla, ettd f on myds yhteensopi-
va skalaarikertolaskun kanssa. Jos kyse on ykkosellisistd renkaista, f(1) =

f(1) =1’, joten f on t#lldin ykkosellisten renkaiden homomorfismi.
Koska p on surjektio,

Im f = F(X/Kerp) = f(p(X)) = F(X) = Im f.

Erityisesti f on surjektio tasan kun f on surjektio.

Oletetaan, ettd Y & Ker f ja olkoon = € Ker f sellainen, ettd x ¢ Y. Télloin
f(x) = f(z) =0= f(e) = f(Y), vaikka Z # Y. Niin ollen f ei ole injektio.
Oletetaan, ettd Y = Ker f. Oletetaan, ettd x,y € X ovat sellaiset, etta

f@) = f(x) = fly) = f(@).

Tallin f(z~'y) = f(z)"'f(y) = ¢, joten 7'y € Ker f = Y. Niin ollen
T = y tekijastruktuurissa X /Y. Néin ollen f on injektio. O

Isomorfialause on nyt helppo seuraus edellisesté hajotelmalauseesta.

Lause 1.36. Olkoot X, X" kuten ylli ja f: X — Y wvastaavien struktuu-
rien homomorfismi. Tdlloin indusoitu kuvaus f: X/Ker f — Im f, joka on
mddritelty ehdolla f(z) = f(z), on vastaavien struktuurien isomorfismi.

Isomorfialauseen nojalla jokainen homomorfismi siis médrittelee isomor-
fismin.

Esimerkki 1.37. Olkoon C° kaikkien jatkuvien kuvausten f: R — R R-
vektoriavaruus ja olkoon Cy sen aliavaruus, jonka muodostavat kaikki deri-
voituvat funktiot, joiden derivaatta f' on itse jatkuva kuvaus.

Kuvaus L: C' — C°, L(f) = f' on R-lineaarinen. Tutkitaan minkd tuloksen
saamme, kun sovelletaan siihen isomorfialauseetta. Ensin pitid selvittid ku-
vauksen ydin. Integraalilaskennan peruslauseen nojalla derivoituvan funktio
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derivaatta on identtisesti nollakuvaus jos ja vain jos funktio on vakiofunk-
tio. Merkitdin W :lld kaikkien vakiokuvausten muodostamaa vektoriavaruut-
ta, talloin W on siis L:n ydin ja vektoriavaruutena isomorfinen R:n kanssa.
Midritelmédn mukaan f € C° kuuluu L:n kuvajoukkoon, jos on olemassa de-
rivoituva g jolle ¢ = f. Mutta sellainenhan on olemassa jokaiselle jatkuvalle
funktiolle - riittid ottaa g:ksi joku f:n integraalifunktio F' (olemassa analyy-
sin perustulosten nojalla). Ndin ollen L on surjektio.

Isomorfialause nyt kertoo meille, ettd vektoriavaruudet C* /W ja C° ovat iso-
morfiset.

Esimerkki 1.38. Olkoon R ykkosellinen rengas. Tdlloin erityisesti (R, +)
on Abelin ryhmda, joten voimme muodostaa ykkdsalkion 1 € R monikerrat
n -1 jokaisella n € Z. Madaritelliin kuvaus ¢: Z — R kaavalla ¢(n) =n - 1.
Tdlloin ¢ on ykkosellisten renkkaiden homomorfismi. Tamdn tarkka todistus
jatetddan harjoitustehtdviksi.

Yieensd renkaan alkio n -1 merkitidn yksinkertaisesti symbolilla n eli ikddn
kuin "samastetaan” kokonaisluku n € Z ja vastaava “kokonaisluku”n € R.
Ndamd renkaan kokonaisluvut kayttdaytavdt siis algebrallisesti samalla tavalla
kuin tavalliset kokonaisluvut (koska ¢ on renkkaiden homomorfismi eli sdi-
lyttid yhteen-ja kertolaskun). Kuitenkin on tarkedtd muistaa, ettd kuvauksen
¢ et tarvitse olla injektio, joten renkaassa voi kiydd niin, ettd n = m vaikka
vastaavat kokonaisluvut n ja m ovatkin eri luvut. Esimerkiksi renkaassa Zs
pdtee ndilld merkinnoilld 1 = 4.

Koska ¢ on rengashomomorfismi sen ydin Ker ¢ on renkaan 7Z ideaali. Ndin
olleen se on muotoa

mZ={n|nec L}

jollakin m € N (esimerkki 1.26). Toisin sanoen renkaassa R talloin n = n'/
jos ja vain jos n —n' € mZ eli [n] = [n'] € Z,!

Isomorfialauseesta seuraa, ettd Im ¢ on renkaana isomorfinen renkaan Z,
kanssa. Selvisti tallainen m € N on tdlloin yksikdsitteinen. Se sanotaan
renkaan karakteristikaksi

Josm = 0, eli R:n karakteristika on 0, ¢ on injektio ja R sisdltdd alirenkaan,
joka on isomorfinen Z:n kanssa. Jos m > 0, renkaassa R pditee

m=14+1+...41=0.
———
m kertaa

Tdlloin R sisdltdd alirenkaan, joka on isomorfinen Z,,:n kanssa.
Voidaan osoittaa, ettd kunnan (tai yleisemmin niin sanotun kokonaisalueen)
karakteristika on aina joko nolla tar alkuluku.
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Lukija saattaa ihmetelld, miksi emme puhuneet tekijéastruktuurien/ ideaa-
li/ hajotelma/ isomorfialauseen kohdalla ollenkaan kunnista ja niiden vilisis-
t&4 homomorfismeista. Syy tdhén on se, ettd kuntahomomorfismi f: K — K’
on aina injektio ja jokaisella kunnalla K on vain triviaaleja ideaaleja {0}
ja K. Témé nidhddén seuraavasti - olkoon I C K ideaali, I # {0}. Téalloin
on olemassa z € I,z # 0. Koska 27! on olemassa ja I on ideaali, tistd seu-
raa, etti 1 = xz~! € I. Mutta ideaali joka sisiltdd 1m, on tunnetusti koko
rengas. Niin ollen {0} ja K ovat ainoat K:n ideaalit. Olkoon f: K — K’
kuntahomomorfismi. Télloin Ker f on ideaali, ja ei voi olla K = Ker f (silla
f(1) =1"#0), joten Ker f = {0} ja hajotelmalauseesta 1.35 seuraa talloin,
ettd f on injektio (valitaan Y = {0}, jolloin X/Y on olennaisesti X).
Isomorfialause 1.36 erityisesti implikoi télloin, etta jos f: K — K’ on kun-
tahomomoformismi, se méarittelee isomoformismin K = Im f.

Koska renkaan tekijarenkaat ovat muotoa R/I, missd I on jokin ideaali,
kunnan ainoat tekijirenkaat ovat kunta K itse ja triviaalirengas {0}, joka ei
edes lasketa kunnaksi. Nédin ollen "tekijikunnan ” késite on turha.

-Harjoitustehtaviit:

1. Ovatko seuraavat hyvinmaéariteltyja laskutoimituksia joukossa X7
Jos ovat, onko laskutoimitus liitdnnéinen? Vaihdannainen? Onko silld
neutraalialkio?
Jos eivit ole, niin mistd se johtuu? Voidaanko téssd tapauksessa tés-
mentéi/tiukentaa joukon X /laskutoimituksen mééritelméd, niin, ettd
siitd tulee hyvinmaéaritely? Onko se silloin liitdnn&inen, vaihdannainen,
onko silld neutraalialkio?

a) X on kaikkien suomen kielen sanojen muodostama joukko. Laskutoi-
mitus -: X X X — X médritelty seuraavasti - jos a ja b ovat sanat, tulo
a-b on yhdyssana, joka saadaan yhdistamélla a ja b (tdssd jarjestykses-
sd). Esimerkiksi yhdys - sana=yhdyssana, lasku-toimitus=laskutoimitus.

b) Olkoon A = {x,y}. Adrellinen lauseke, joka on muodostettu kirjai-
mista x ja y, sanomme aakoston A sanaksi. Esimerkiksi x, zy, yyzryx
ovat kaikki aakoston A sanat. Hyviksymme sanaksi myos ns. ” tyhjé
sana’, eli lauseke, jossa ei ole kirjamia. Olkoon X kaikkien aakoston A
sanojen muodostama joukko. Madritelemme laskutoimitus - joukossa
X sanojen katenoinnilla, eli a - b on sana, joka saadaan kirjoitamalla
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sanan a perddn sana b. Esimerkiksi zx - yxr = zayz.

¢)Olkoon X kaikkien koskaan elédneiden naispuoleisten ihmisten muo-
dostama joukko. Maéritellddn laskutoimitus - seuraavasti. Jos X ja Y
ovat naisia, niin X - Y on heiddn viimeinen elossa ollut naispuoleinen
esi-iti (eli sellainen, ettd molemmat X ja Y ovat sen jilkeldisié ja kai-
kista esi-aidistd kuollut viimeisend).

d) X kaikkien kemiaalisten yhdisteiden joukko ja x -y - kemiaalinen
yhdiste joka saadaan kun x ja y sekoitetaan ja annetaan reagoida kes-
ken&én.

. Olkoot X ja Y joukkoja ja f: X — Y kuvaus.

a) Osoita, ettd on olemassa g: Y — X siten, ettd g o f = idyx, jos ja
vain jos f on injektio.

b) Osoita, ettd on olemassa g: Y — X siten, ettd f o g = idy, jos ja
vain jos f on surjektio.

Téasséa idy: A — A on joukon A identtinen kuvaus.

. Olkoon - joukossa X maéaritelty liitdnnéinen laskutoimitus ja z,y € X.
Oletetaan, ettd laskutoimituksella on neutraalialkio ja alkiolla x ja y
on olemassa kéddnteisalkiot. Osoita, ettd myo6s alkiolla xy on talloin
kéanteisalkio ja
C

. Olkoon (X, ) ryhmi, jossa 22 = z - x = e jokaisella x € X. T#ssi e on
X' neutraalialkio. Osoita, ettd X on Abelin ryhmaé. (Vihje: edellisesté
tehtavista saattaa olla hyotyd).

. Olkoon - liitdnnéainen laskutoimitus joukossa X. Oletetaan, etté

i) X:ssé on olemassa vasemmanpuoleinen neutraalialkio e eli sellainen
e € X jolle ex = x kaikilla x € X ja

ii) jokaisella x € X on olemassa y € X jolle yr = e. Osoita, ettd (X, -)
on ryhma.

. Olkoon X joukko, jossa on laskutoimitus -. Muotoa ax = b tai xa = b
oleva yhtélo (missd a,b € X ja x tuntematon sanotaan lineaariseksi.
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a) Olkoon X ryhmé. Osoita, etté jokaisella lineaarisella yhtdlod on yk-
sikésitteinen ratkaisu.

b) Kéantéden olkoon X epityhja joukko, jossa on mééaritelty liitdnnéi-
nen laskutoimitus -. Oletetaan, etté jokaisella X :n lineaarisella yhtalolla
on ainakin yksi ratkaisu joukossa X. Osoita, ettd (X, -) on itse asiassa
ryhma.

. Olkoon - laskutoimitus joukossa X. Olkoon xy,...,z, mikéd tahansa
adrellinen jono X:n alkioita. Sanalla "jono” korostamme, etta alkiot on
varustettu indekseilld 1, ..., n eli laitettu jarjestykseen. Médritelemme
jonon tulon x5 ...z, induktiolla siten, ettd kun n = 2 x1x, on sama
kuin laskutoimituksen maéritelemé alkioiden x x5 tulo ja xy ... 2,251
médritellddan olevan (xy...x,) - £,41. Toisin sanoen lasketaan kolmen
ja enemmaén alkion tulo vasemmalta oikealle yksi kerrallaan.

Olkoon - liitdnnédinen n > 3 ja 1 < s < n. Osoita, etté

(1. xs)  (Tsg1 .. Ty) =21 ... 2,

kaikilla jonoilla x1, ..., x,.

Iteroimalla tdmé tulos ndhdéan, ettd liitdnnédisen laskutoimituksen ta-
pauksessa pitkissa tuloissa sulut voi asettaa "mihin vaan” ja lopputulos
on aina sama.

. Olkoon - vaihdannainen ja listdnndinen laskutoimitus. Olkoon x4, ..., z,
mielivaltainen dérellinen jono X:ssi jaolkoono: {1,...,n} = {1,...,n}
bijektio. Osoita, etté

Jia(l)wg(g) .. .:L‘U(n) =T1...Tp.

Toisin sanoen tuloa laskittaessa alkioiden jérjestyksella ei ole merkitys-
ta.

b) Ylldttden, tdmé tulos vaatii liitdnnéisyyden, vaihdannaisuus yksin
ei riitd. Osoita tdamé antamalla esimerkki vaihdannaisesta laskutoimi-
tuksessa, jossa a)-kohdan tulos ei pade jo arvolla n = 3.

. Olkoon (R, +, ) rengas.
a) Osoita, ettd (—a) - b = —(ab) = a - (—b) kaikilla a,b € R.
b) Osoita, ettd tutut "muistikaavat”

a? — b = (a—0b)(a+b), (a+0b)?=a*+2ab+ b
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10.

11.

12.

13.

14.

sen sijaan ovat voimassa kaikilla a,b € R jos ja vain jos R on kommu-
tatiivinen rengas.

Olkoon K kunta. Kun a,b € K,b # 0 mééritelliin "murtolauseke” ¢
kaavalla

% —ab ' =b"la
Osoita, ettd "koulusta tutut” kaavat
a ¢ ad+bc
y 3 bd
a ¢ _ac
b d bd

ovat voimassa.

Téaydennédn kompleksilukujen konstruuktio sektiossa 1.1. osoitamalla
tarkasti médritelmista lahtien, ettd se on kunta.

Osoita (induktiolla) potenssikaavat

(l,n)m — l,nm’

missd x € X, X:n laskutoimitus liitdnnédinen ja n,m sellaiset, etté
kaavoissa esiintyvéat symbolit kaikki hyvinméaéariteltyjé.

Olkoon (A, +) Abelin ryhmé. Méiritelldin joukossa P = A4 = {f: A —
A} laskutoimitukset + ja - seuraavasti,

(f +9)(a) = f(a) + g(a),

(9 f)a) = g(f(a)).
Osoittaa, ettd (P,+,-) toteuttaa kaikki ykkosellisen renkaan ehdot,

paitsi, ettd toinen osittelulaki ei pade. (jos A:sséd on vahintddn kaksi
alkioita).

Olkoon (A, +) Abelin ryhmi ja P = A“ kuten edellisessi tehtivissi.
Tarkastellaan P:n osajoukkoa

Q =Hom(A) ={f: A— A | f on ryhmédhomomorfismi }.
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15.

16.

17.

18.

19.

Osoita, ettd () on vakaa P:n molempien laskutoimitusten suhteen, jo-
ten algebrallinen struktuuri (@, -+, -) on hyvinmééritelty.
Osoita, ettd (@, +, ) on itse asiassa ykkosellinen rengas.

Olkoon (R, +,-) rengas. Talloin A = (R, +) on Abelin ryhmé ja voim-
me muodostaa sen ryhmédhomomorfismien renkaan (Q, +, -) kuten edel-
lisessd tehtaviassa.

Madéritelladn jokaisella r € R kuvauksen f,.: R — R kaavalla f,.(a) = ra
kaikilla a € R. Osoittaa, ettd f, € @ jokaisella r € R ja kuvaus R — @,
r +— f, on rengashomomorfismi.

Kéannetddan edellisen tehtivin asetelma. Olkoon A Abelin ryhmé ja
olkoon ) sen homomorfismien muodostama rengas. Oletetaan, etta
a: (A,4+) — (Q,+) on jokin ryhmdhomomorfismi. Mééritelladn A:ssi
kertolasku - kaavalla

a-b=ala)b).

Osoita, ettd (A, +, ) toteuttaa kaikki renkaan ehdot, paitsi, ettd kerto-
lasku ei valtamatta ole liitdnnéinen.

Olkoon (R,+,-) rengas ja olkoon (M, +,-) jokin R-moduli. Télloin
A = (M,+) on Abelin ryhmé ja voimme muodostaa sen ryhméiho-
momorfismien renkaan (@, 4+, -) kuten tehtidvéssa 2.

Miééritelldan jokaisella 7 € R kuvauksen f,.: M — M kaavalla f,.(a) =
ra kaikilla @ € M. Osoittaa, ettd f. € @) jokaisella r € R ja kuvaus
R — Q, r — f, on rengashomomorfismi.

Onko tehtéva 15 tamén tehtédvén erikoistapaus? Miksi/miksi ei?

Kéadnnetédédn edellisen tehtédvin asetelma. Olkoon (M, +) Abelin ryhmé
ja @ sen ryhmédhomomorfismien rengas. Oletetaan, ettd R on rengas ja
olkoon a: R — (@ jokin kuvaus. Maéritellaan M:ssa R-skalaarikertolasku
kaavalla

r-m = a(r)(m).

Osoita, ettd (M, +, ) on R-moduli jos ja vain jos a on rengashomomor-
fismi.

Olkoon X joukko. Sen potenssijoukossa

P(X) = {AC X}
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

on médritelty kaksi laskutoimitusta - kahden joukon unioni U ja kah-
den joukon leikkaus N. Tutki mitd (ykkosillisen) renkaan aksioomeista
toteuttaa kolmikko a) (P(X),U,N),

b) (P(X),N,U) (yhteenlasku ja kertolasku toisinpéin a)-kohdan verrat-
tuna).

Jatkoa edelliseen tehtédvaan. Maaritellaan kuvaus P(X) — P(X) kaa-
valla A — X/A. Osoita, etta tdméa kuvaus on isomorfismi (P(X),U,N) —
(P(X),N,U), eli on bijektio ja yhteensopiva vastaavien laskutoimitus-
ten kanssa. Miten tdmé kuvaus auttaisi edellisen tehtdvén ratkaisussa?

Olkoon X joukko ja P(X) kuten edellisissd tehtdvissa. Olkoon x € X.
Madaritellan kuvaus f: P(X) — {0,1}, f(A) =1 jos ja vain jos x € A.
Joukossa Y maéaéritellddn yhteenlasku ja kertolasku kuten reaaliluvuille,
paitsi 1 + 1 = 0. Tutki onko f laskutoimituksia sailyttdva kuvaus kun
a) P(X):ssd on | J-laskutoimitus ja Y:ssé yhteenlasku,

b)P(X):ssé on | J-laskutoimitus ja Y:ssd kertolasku,

¢) P(X):ssd on [laskutoimitus ja Y:ssé yhteenlasku,

d) P(X):ssé on [laskutoimitus ja Y:ssd kertolasku.

Olkoon V = {z € R | > 0} positiivisten reaalilukujen joukko.
Maaritelladn laskutoimitukset &: VxV — V, ©: RxV — V kaavoilla

®(z,y) = zy (tavallinen reaalilukujen kertolasku) ,

®(r,z) = z" (tavallinen eskponentti) .

Osoita mééritelmésta lahtien, ettd (V, @, ®) on R-vektoriavaruus. Mik&
on nolla-vektori?

Osoita, ettd vasemmanpuoleisen ja oikeanpuoleisen M-modulin késit-
teet ovat ekvivalentteja, kun R on vaihdannainen rengas. Miksi tdmé
ei toimi ei-vaihdannaiselle renkaalle?

Olkoon (V, +, -) C-vektoriavaruus. Mééritellddan V':ssi erilainen C-skalaarikertolasku

© kaavalla
(x+iy) ©v = (z —1y) - v.

Osoita, ettd (V,+,®) on C-vektoriavaruus.
Olkoon - liitdnndinen laskutoimitus joukossa X ja oletetaan, ettd X:11a
on neutraalialkio e tdmén laskutoimituksen suhteen.
Maaritelladan
X*={r € X | 2" on olemassa }.
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26.

27.

Osoita, ettd osajoukko X* on suljettu laskutoimituksen - suhteen.
Todista, ettd (X*,-) on itse asiassa ryhmaé.

Mika on X* kun

a) X = R, laskutoimituksena tavallinen kertolasku.

b) X = K jokin kunta, laskutoimituksena kunnan kertolasku.

¢) X = Z, laskutoimituksena tavallinen kertolasku.

d) X =YV jollakin joukolla Y, laskutoimituksena kuvausten yhdist#-
minen.

Olkoon R vaihdannainen rengas. Nollasta eroavaa alkiota a € R sano-
taan nollan jakajaksi jos on olemassa b # 0,b € R jolla ab = 0. Rengas
sanotaan kokonaisalueeksi jos mikaén sen nolla-alkiosta eroava alkio ei
ole nollan jakaja.

a) Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid vaihdannaiselle ren-
kaalle R.

(i) R on kokonaisalue.

(ii) R:ssé on voimassa seuraava supistussaanto.
Olkoot a, b, c € R. Talloin jos

ab = ac,

niin joko a =0 tai b = c.

(iii) Jokaisella a € R,a # 0 kuvaus f: R — R, f(x) = az on injektio.

Osoita, ettd jokainen kunta on kokonaisalue. Anna esimerkkeja vaih-
dannaisista renkaista, jotka ovat kokonaisalueita, mutta eivit ole kun-
tia ja vaihdannaisista renkaista jotka eivit ole kokonaisalueita.

b) Osoita, ettd jokainen ddrellinen kokonaisalue on kunta, jos se on
ykkosellinen renkaana (vihje: a)-kohdan ehto (iii)).

Olkoon n > 1 luonnollinen luku. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat
yhtéapitavia.

(i) Z,, on kunta.

(ii) Z,, on kokonaisalue.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

(iii) » on alkuluku.

a) Edellisen tehtévin nojalla Z; on kunta. Laske sen jokaisen nollasta
eroavan alkion k#énteisalkio (kertolaskun suhteen).

b) Zg ei taas ole kunta. Laske milld sen alkioilla on kdanteisalkio ker-
tolaskun suhteen ja milla alkioilla taas ei ole.

Olkoon R vaihdannainen ykkosellinen rengas ja z € X. Madritellaan
I, ={rz | r € R}.

Osoita, ettd I, on ideaali, x € I, ja jos J C R on ideaali, jolle z € J,
niin [, C J. Toisin sanoen osoittaa, ettd I, on sisdltyvyysrelaation
suhteen pienien R:n ideaali, joka siséltdéd z:n.

Miten I,:n méaéaritelmé pitdd muuttaa jos tarkasteltava rengas ei ole
ykkosellinen? ei ole vaihdannainen? ei ole kumpaakaan?

Olkoon R vaihdannainen ja ykkosellinen rengas. Osoita, ettd se on kun-
ta jos ja vain jos silld on vain triviaalit ideaalit {0} ja R.

Madritellaan ryhméahomomorfismi f: (R, +) — (C*,-) kaavalla
f(z) = (cosx,sinz).

(kts. esim. 1.9 ja 1.12). Mikd on sen kuvajoukko Im f? Mikd on sen
ydin Ker f?
Minkélaisen tuloksen isomorfialause antaa, kun se sovelletaan tdhin
kuvaukseen?

Osoita tarkasti, ettd Abelin ryhmén (Z, +) jokainen aliryhmé on muo-
toa nZ jollakin n > 0.

Olkoon [ renkaan R-ideaali ja olkoon M jokin R-moduli. Maaritelldan
N={aem |z el,meM}.

Osoita, ettd N on M:n alimoduli, joten tekijamoduli M /N on olemassa
ja on R-moduli.
Osoita, ettd M /N:ssd voidaan maaritelld R/I skalaarikertolaskun kaa-
valla

(r+I)(m+N)=rm+ N

ja M/N on R/I-moduli télla varustettuna (ja yhteenlasku sama kuin
ennen).
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34. Olkoot
V ={p: R — R on polynomi },

W ={peV|p()=0}

Néma ovat selviisti R-vektoriavaruuksia. Osoita (isomorfialauseen avul-
la), ettd V/W on isomorfinen R:n kanssa.
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