Tilastollisen paittelyn jatkokurssi, sl 2011 HT 2, viikko 38

1. Oletetaan, ettd parametrivektorille 6y (d x 1) on kiiytettivissi asymptoottisesti
normaalinen estimaattori 6,, eli

Vi(0n — 00) % Ny (0,5 () ,

jossa kovarianssimatriisi on positiivisesti definiitti (ja siten epéisingulaarinen eli kéi#in-
tyvd). Oletetaan liséiksi, ettd funktio § — X (0) on jatkuva pisteessd 6.
(i) Osoita yksityiskohtaisesti perustellen, etté

(0 — 00)'S(0n) (0 — 60) % X2,

(ii) Johda edellisen kohdan tulokseen perustuva testi hypoteesille 6y = 0.

Vihje: Kohdassa (i) monisteen Lause 1.1 ja Seuraus 1.2 (tai Lauseet 1.3 ja 1.4) seki
lineaarisen mallin kurssilla esitetty tulos 2’3717 ~ X%, kun Z ~ N (0,%) ja ¥
(k x k) on positiivisesti definiitti. Kohdassa (ii) voit tarvittaessa katsoa Tilastollisen
péittelyn kurssilla esitettyd Waldin testié vektoriparametrin tapauksessa.

2. Olkoon (Y1,X1),...,(Yn, X,) riippumaton otos kaksiulotteisesta normaalijakau-
masta ja p = Cor (Y1, X1) (|p| < 1) havaintojen vélinen teoreettinen korrelaatioker-
roin. Tiedetd#in, ettéd otoskorrelaatiokertoimelle (eli p:n suurimman uskottavuuden
estimaattorille)
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VI (V= V)P (X - X

R

pétee v/n (R, — p) < N(0, (1 — p2)2). Tarkastellaan ns. Fisherin z—muunnosta

1. (1+R,\ . 1. (14p
Zp =1 = log (L),
20g<1—Rn> Ja ¢ 20g<1—p>

(i) Osoita deltamenetelméé soveltaen, ettd \/n (Z, — () <N (0,1) (alaindeksi 0 on
jatetty yksinkertaisuuden vuoksi pois p:sta ja (:sta).

(ii) Johda edellisen kohdan perusteella (eli muuttujaan Z,, perustuva) approksima-
tiivinen testi hypoteesille p = 0 vaihtoehtoa p # 0 vastaan.

Huom.: Koska Z,:n asymptoottisen jakauman varianssia ei tarvitse estimoida, toimii
sen normaalisuusapproksimaatio testeji ja luottamusvileji muodostettaessa parem-
min kuin R,:n.

3. Olkoon Y7, ..., Y, riippumaton otos jakaumasta, jolla on dérellinen neljis momentti.
Merkitéin E (Y1) = p, Var (Y1) = 02 ja py = E[(Y] — p)*] seki

- 1 & . 1 _
Si=_d (imp’ ja Si=3 (Yi- Vi)

i=1 =1



(i) Osoita, ettd S2 2 o2 ja /n(S2 - 0?) 4N (0,v), jossa v = Var[(Y] — p)?] =
pg — ot

(ii) Osoita, etté /n(S2 — $2) 2 0 ja totea timin ja edellisen tehtéviin avulla, etts
52 2 62 ja /n(S2 — 02) %5 N(0,v).

Vihje: Kirjoita kohdassa (ii) (YZ — Yn)Q = (Yl — - YH)Q, korota neliéon, sum-
maa ja kilytd ”sopivia” monisteen lauseita (huomaa myos monisteen s. 5 loppupuolella
mainittu tulos, jonka mukaan jakaumakonvergenssista kohti vakiota seuraa stokasti-
nen konvergenssi).

4. Olkoon €1, €2, ... jono [| N (0, 1)-jakautuneita sm:ia ja Y; = 22:1 gj,t=1,2,...
(i) Osoita, ettéd Cov (Y, Yiip) = E(Y;Y;1h) = ¢ kaikilla b > 0 ja tétd kiyttiden edelleen,
etti Cor (Y;,Yirn) = 1/\/1+h/i (h>0,4>1). Miten kiiy korrelaatiokertoimelle
Cor (Y;,Y;14), kun i — oo ja h on kiinted?

(ii) Totea identiteetti

1< 1 (0 <= o
Xn :_nzlyji—lgi_zn Yn_zlgi )
1= 1=

jossa Yy = 0 ja merkintéd := méérittelee sm:n X,,.

Vihje: Yksi mahdollisuus kohdassa (ii) on kiiyttdd Yi:n mééritelmésti seuraavaa iden-
titeettid ¢; = Y; — Y;—1 ja johtaa summalle > " | g2 lauseke, johon saadaan pienen
muokkauksen jilkeen summa Y . ; Y;_1g;. Kysytty identiteetti saadaan ratkaisemalla

néin syntyvi yhtilo.

5. (Jatkoa edelliselle) Totea, ettd E (Y;_1¢;) = 0 kaikillai > 1 jaettd X, LN T (x3-1).
Padttele téstéd edelleen, ettd suurten lukujen laki (SLL) ja keskeinen raja-arvolause
(KRL) eivit pide muuttujien Y;_1e;, ¢ = 1,...,n keskiarvolle. Viimeisessé kohdassa
el vilttamétta vaadita tdsmaillisti matemaattista perustelua.

Huom.: Tam4 ja edellinen tehtévi osoittavat, ettd tavanomainen SLL ja KRL eivit
pédde, jos havaintojen riippuvuus on ”liiallista” (muuttujat Y;_1e;, i = 1,...,n, ovat
vahvasti riippuvia, vaikkakin korreloimattomia). Huomaa myos, ettd Y; saadaan
ratkaisuna autoregressiivisestd mallista Y; = ¢Y;—1 +¢&; (i=1,...,n), kun ¢ = 1
jaYy=0.



