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Yleisia asioita
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- Lisdpisteitd harjoitustehtadvien ratkaisemisesta saa kahdessa
ensimmadisessad loppukokeessa 1, 2, 3 tai 4, jos ratkaistujen
tehtavien maira on vastaavasti 20, 40, 60 tai 80 prosenttia.

- Lisdpisteet ainoastaan hyvaksytysti suoritettujen tenttien
arvosanan korotukseen. Edellyttds ldsndoloa

harjoitustilaisuudessa.
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Tilastollisen paattelyn jatkokurssi, sl 2011

Yleisid asioita

Asema opetuksessa

- Tilastollisen padattelyn jatkokurssi on tilastotieteen
syventadvien opintojen pakollinen kurssi.

- Kurssilla syvennetdin ja laajennetaan aineopintojen
tilastollista paattelyn kurssilla esittettys
uskottavuuspaattelya.

- Keskeinen sisdlté muodostuu suurimman uskottavuuden
estimaattorin asymptoottisten ominaisuuksien ja
uskottavuusteorian testien tarkastelusta vektoriparametrisissa
malleissa.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastinen konvergenssi

@ Jono satunnaismuuttujia (sm) Xi, X, ... konvergoi stokastisesti
kohti sm:aa Z, merkintdin, X, L, 7 tai plim, X, = Z, jos

P{|Xs—Z| >¢e} — 0 kaikillae>0. (%)
n—oo
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o Maéritelmidssa voi vaihtoehtoisesti olla tapahtuma {|X, — Z| > ¢} .
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P{|Xs—Z| >¢e} — 0 kaikillae>0. (%)
n—oo

o Maéritelmidssa voi vaihtoehtoisesti olla tapahtuma {|X, — Z| > ¢} .

@ X1, Xy, ... ja Z ovat k x 1 satunnaisvektoreita (sv), madritelma on

X, 27 o X227 kakilaa=1, .k

kun esimerkiksi X, , on Xj,:n a. komponentti.
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n—oo
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@ X1, Xy, ... ja Z ovat k x 1 satunnaisvektoreita (sv), madritelma on

X, 27 o X227 kakilaa=1, .k
kun esimerkiksi X, , on Xj,:n a. komponentti.

o Vaihtoehtoisesti ():ssa itseisarvo korvataan vektorin normilla ||-||;
x € RN |x]| = \/x¢ + -+ x2.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastinen konvergenssi

@ Jono satunnaismuuttujia (sm) Xi, X, ... konvergoi stokastisesti
kohti sm:aa Z, merkintdin, X, L, 7 tai plim, X, = Z, jos

P{|Xs—Z| >¢e} — 0 kaikillae>0. (%)
n—oo

o Maéritelmidssa voi vaihtoehtoisesti olla tapahtuma {|X, — Z| > ¢} .

@ X1, Xy, ... ja Z ovat k x 1 satunnaisvektoreita (sv), madritelma on

X, 27 o X,,22Z kkillaa=1,.. k,
kun esimerkiksi X, , on Xj,:n a. komponentti.
o Vaihtoehtoisesti ():ssa itseisarvo korvataan vektorin normilla ||-||;
x € RN |x]| = \/x¢ + -+ x2.
@ Satunnaismatriisiin tapauksessa maaritelma voidaan palauttaa

satunnaisvektorin mairitelmiin suorittamalla " vektorointi”
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastinen konvergenssi

@ Seuraavassa tarkoitetaan vakiolla ¢ ei-satunnaista (4&rellistd)
suuretta. Tilastollisissa sovelluksissa on usein tarpeen tietdd milloin
patee implikaatio

Xp B c = g (X,) > g(c).
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Stokastinen konvergenssi

@ Seuraavassa tarkoitetaan vakiolla ¢ ei-satunnaista (4&rellistd)
suuretta. Tilastollisissa sovelluksissa on usein tarpeen tietdd milloin
patee implikaatio

Xp B c = g (X,) > g(c).

o Liittyy ilmeisesti jotenkin funktion g jatkuvuuteen.

e Lause 1.1. Olkoon Xy, Xy, ... ja ¢ (k x 1). Jos X, 2 ¢ ja
g : R¥ — R/ jatkuva pisteesss c, niin g (X,) 2, glc).
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Stokastinen konvergenssi
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Stokastinen konvergenssi

e Lause 1.1. Olkoon Xi, X, ... ja ¢ (k x 1). Jos X, LA cja
g : R¥K — R/ jatkuva pisteessi c, niin g (X,) 2 g(c).

o Esimerkkitapauksia: g (x1,x) = x1 +x2 ja g (x1, %) = x1x
(olettaen summa ja tulo maaritellyiksi).
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastinen konvergenssi

e Lause 1.1. Olkoon Xi, X, ... ja ¢ (k x 1). Jos X, LA cja
g : R¥K — R/ jatkuva pisteessi c, niin g (X,) 2 g(c).

o Esimerkkitapauksia: g (x1,x) = x1 +x2 ja g (x1, %) = x1x
(olettaen summa ja tulo maaritellyiksi).

o Lauseen tulos pitdd paikkansa myos, kun raja-arvo on satunnainen,

mutta todistus ei onnistu kopioimalla edelld esitettyd todistusta aivan
suoraan. Jatkossa titd yleistystd ei kuitenkaan tarvita.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Olkoon Fx,, Fx,,,... jono sm:ien Xi, X, ... kertymafunktioita ja F7
sm:n Z kertyméafunktio (esim. Fz (x) =P {Z < x}).
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@ Olkoon Fx,, Fx,,,... jono sm:ien Xi, X, ... kertymafunktioita ja F7
sm:n Z kertyméafunktio (esim. Fz (x) =P {Z < x}).
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lim Fx (x) = Fz(x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi.

n—oo
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Olkoon Fx,, Fx,,,... jono sm:ien Xi, X, ... kertymafunktioita ja F7
sm:n Z kertyméafunktio (esim. Fz (x) =P {Z < x}).

@ Jonon Xi, Xy, ... sanotaan konvergoivan jakaumaltaan kohti sm:aa

Z, merkintdan X, 4, Z, jos
lim Fx (x) = Fz(x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi.
n—od

@ Yleistys sv:lle sujuu kayttamailld sv:ien kertymifunktioita
(esim. FZ (X) = P{Zl S X1, ...,Zk S Xk}, kun Z = (Zl, ,Zk))
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi:

X, L Z, jos limp_co Fx, (x) = Fz (x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi

o Tilastotieteessd rajajakauma on useimmiten jatkuva, joten Z:n kf
Fz (x) on jatkuva kaikilla x.

0 October 24, 2011 8 /129



Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi:

X, L Z, jos limp_co Fx, (x) = Fz (x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi

o Tilastotieteessd rajajakauma on useimmiten jatkuva, joten Z:n kf
Fz (x) on jatkuva kaikilla x.

o Epijatkuvuuspisteita voi olla korkeintaan numeroituva maara.

0 October 24, 2011 8 /129



Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi:

X, L Z, jos limp_co Fx, (x) = Fz (x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi

o Tilastotieteessd rajajakauma on useimmiten jatkuva, joten Z:n kf
Fz (x) on jatkuva kaikilla x.

o Epijatkuvuuspisteita voi olla korkeintaan numeroituva maara.

@ Kun Fz on jatkuva, niin "suurilla” n:n arvoilla ja kaikilla x p&tee

P{X, <x}~P{Z<x}.

0 October 24, 2011

8 /129



Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi:

X, L Z, jos limp_co Fx, (x) = Fz (x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi

o Tilastotieteessd rajajakauma on useimmiten jatkuva, joten Z:n kf
Fz (x) on jatkuva kaikilla x.

o Epijatkuvuuspisteita voi olla korkeintaan numeroituva maara.
@ Kun Fz on jatkuva, niin "suurilla” n:n arvoilla ja kaikilla x p&tee
P{X, <x}~P{Z<x}.
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approksimoida kayttden sm:n Z jakaumaa.
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X, L Z, jos limp_co Fx, (x) = Fz (x) kaikissa Fz:n jatkuvuuspisteissi

o Tilastotieteessd rajajakauma on useimmiten jatkuva, joten Z:n kf
Fz (x) on jatkuva kaikilla x.

o Epijatkuvuuspisteita voi olla korkeintaan numeroituva maara.
@ Kun Fz on jatkuva, niin "suurilla” n:n arvoilla ja kaikilla x p&tee
P{X, <x}~P{Z<x}.

o Kaikkien sm:aa X, koskevien tapahtumien todenn&kéisyyksia voidaan
approksimoida kayttden sm:n Z jakaumaa.

o Tyypillisessi tilastollisessa sovelluksessa X, on testisuure tai
(muunnettu) estimaattori.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Jakaumakonvergenssin tai heikon konvergenssin madrittelyehto
Fx, (x) — Fz (x) on havainnollinen, mutta matemaattisesti hankala.
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Jakaumakonvergenssi

@ Jakaumakonvergenssin tai heikon konvergenssin madrittelyehto
Fx, (x) — Fz (x) on havainnollinen, mutta matemaattisesti hankala.

e Svin Z = (2, ..., Zx) karakteristinen funktio (kf)
¢, (t) =E [exp (it'Z)] = E [cos (t'Z)] + iE [sin (t'Z)],

jossa i= /=1, t=(t,..t)jat'Z=YI_,t;Z.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Jakaumakonvergenssin tai heikon konvergenssin madrittelyehto
Fx, (x) — Fz (x) on havainnollinen, mutta matemaattisesti hankala.

e Svin Z = (2, ..., Zx) karakteristinen funktio (kf)
¢, (t) =E [exp (it'Z)] = E [cos (t'Z)] + iE [sin (t'Z)],
jossa i= /=1, t=(t,..t)jat'Z=YI_,t;Z.

o kf m3ardd jakauman yksikasitteisesti
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

Lause 1.2. Olkoon X1, Xy, ... ja Z sv:ita (k x 1). Seuraavat kolme
konvergenssia patevat yhtapitavasti.

(i) X, >z
(i) ¢x (t) — @, (t) jokaisella t € R¥.

n—oo

(i) E[h(Xs)] — E[h(Z)] kaikilla reaaliarvoisilla rajoitetuilla ja
jatkuvilla funktioilla h: R — RR.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Jakaumakonvergenssin " jatkuvan kuvauksen” lause saadaan helposti
ekvivalenssista X, > Z < E [h(Xn)] — E[h(2)] kaikilla
n—oo
reaaliarvoisilla rajoitetuilla ja jatkuvilla funktioilla h.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Jakaumakonvergenssin " jatkuvan kuvauksen” lause saadaan helposti
ekvivalenssista X, > Z < E [h(Xn)] — E[h(2)] kaikilla
n—oo
reaaliarvoisilla rajoitetuilla ja jatkuvilla funktioilla h.

e Lause 1.3. Olkoon Xi, Xo,... ja Z (k x 1). Jos X, LR Z ja

g : R — R/ on jatkuva, niin g (Xn) < g(2).
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Jakaumakonvergenssi

@ Jakaumakonvergenssin " jatkuvan kuvauksen” lause saadaan helposti
ekvivalenssista X, > Z < E [h(Xn)] — E[h(2)] kaikilla
n—oo
reaaliarvoisilla rajoitetuilla ja jatkuvilla funktioilla h.

e Lause 1.3. Olkoon Xi, Xo,... ja Z (k x 1). Jos X, LR Z ja
g : R¥ — R/ on jatkuva, niin g (X,) = g(2).

o Lievennys: Riittdd, ettd g on jatkuva vain joukossa Cg, jolle patee
P{Zec (G} =1
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

@ Asymptoottisessa tilastollisessa paattelyssd joudutaan usein
kdyttdmaidn samanaikaisesti sekd jakaumakonvergenssia ett3

: N d - .
stokastista konvergenssia eli tilanne on X, — Z ja Y, LN

Tallsin seuraava lause on hyddyllinen.
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. . .o d . p
stokastista konvergenssia eli tilanne on X,, — Z ja Y, — c.
Tallsin seuraava lause on hyddyllinen.

o Lause 1.4. Oletetaan, ettid X, > Z (kx1)ja Yo B c (Ix1),

jossa ¢ on vakiovektori. Tallsin (X,, Y;) 4, (Z,c).
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Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

@ Asymptoottisessa tilastollisessa paattelyssd joudutaan usein
kdyttdmaidn samanaikaisesti sekd jakaumakonvergenssia ett3

. . .o d . p
stokastista konvergenssia eli tilanne on X,, — Z ja Y, — c.
Tallsin seuraava lause on hyddyllinen.

o Lause 1.4. Oletetaan, ettid X, > Z (kx1)ja Yo B c (Ix1),

jossa ¢ on vakiovektori. Tallsin (X,, Y;) 4, (Z,c).

@ Yhdistettynd jakaumakonvergenssin jatkuvan kuvauksen lauseeseen
seuraa tdstd

g (Xn, Ya) <, g(Z,c), kun funktio (z,¢)+ g(z,¢) on jatkuva.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X, S Zja Yy B o= (Xn Yn) > (Z,0)

e Seuraus 1.1. X, LN ZjaY, L oc (vakio) reaalisia. Télloin,
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Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X, S Zja Yy B o= (Xn Yn) > (Z,0)

e Seuraus 1.1. X, LN ZjaY, L oc (vakio) reaalisia. Télloin,

o (i) X, + Y, 4 Z+c [(z,¢) — z+ ¢ jatkuva]
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X, S Zja Yy B o= (Xn Yn) > (Z,0)

o Seuraus 1.1. X, % Z ja Y, & c (vakio) reaalisia. Tllgin,
o (i) X, + Y, 4 Z+c [(z,¢) — z+ ¢ jatkuva]

o (i) X,Yan <, Zc [(x,c) +— zc jatkuva]
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X, S Zja Yy B o= (Xn Yn) > (Z,0)

o Seuraus 1.1. X, % Z ja Y, & c (vakio) reaalisia. Tllgin,
o (i) X, + Y, 4 Z+c [(z,¢) — z+ ¢ jatkuva]
o (i) X,Yan <, Zc [(x,c) +— zc jatkuva]

o (i) X,/ Yn 4 Z/c, ¢ #0 [(z,¢)— z/c jatkuva, kun ¢ # 0]
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X0 L Zja Yo Bc= (X, Yn) > (Z,0)

o Seuraus 1.2. X, > Z (kx1)ja Yo 2 A (I x k), A vakiomatriisi.
Tallsin,
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X0 L Zja Yo Bc= (X, Yn) > (Z,0)
o Seuraus 1.2. X, > Z (kx1)ja Yo 2 A (I x k), A vakiomatriisi.
Tallsin,

o (i) YoX, S AZ
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia
d . P d
Xp—=Zja Yp>c= (Xp,Ys) = (Z,¢)

o Seuraus 1.2. X, > Z (kx1)ja Yo 2 A (I x k), A vakiomatriisi.
Tallsin,

o (i) YoX, S AZ

o (i) X\Y,X, > Z'AZ, kun k=1
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X0 L Zja Yo Bc= (X, Yn) > (Z,0)
o Seuraus 1.2. X, > Z (kx1)ja Yo 2 A (I x k), A vakiomatriisi.
Tallsin,
o (i) YoX, S AZ
o (i) X'YoX, L Z'AZ, kun k = I

o (i) X'Y,1X, L ZIAZ, k= I ja A on epasingulaarinen.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Stokastista konvergenssia ja jakaumakonvergenssia koskevia tuloksia

X, S Zja Yy B o= (Xn Ya) 2> (Z,0)
o Seuraus 1.2. X, > Z (kx1)ja Yo 2 A (I x k), A vakiomatriisi.
Tallsin,
o (i) YoX, S AZ
o (i) X\Y,X, > Z'AZ, kun k=1
o (i) X'Y,1X, L ZIANZ, k= I ja A on episingulaarinen.
o Perustelu: Kuvaukset (A, z) — Az, (A z)+— Z/Az ja A AL

(A epasing.) jatkuvia.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Sovellus deltamenetelmiin

@ Olkoon 8 € ® C R estimoitava parametri, 8y sen "todellinen” arvo ja
parametrivaruus © avoin vili. Tarkastellaan 6p:n asymptoottisesti
normaalia estimaattoria 6,:

(B, —60) SN (0,6 (8)) (0% (60) >0).
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@ Olkoon 8 € ® C R estimoitava parametri, 8y sen "todellinen” arvo ja
parametrivaruus © avoin vili. Tarkastellaan 6p:n asymptoottisesti
normaalia estimaattoria 6,:

(B, —60) SN (0,6 (8)) (0% (60) >0).

@ Jos h:® — R on jatkuvasti derivoituva ja h'(6g) # 0, niin

Vn(h(8,) — h(80)) % N (0, [ (80))%02 (60)) -
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Sovellus deltamenetelmiin

@ Olkoon 8 € ® C R estimoitava parametri, 8y sen "todellinen” arvo ja
parametrivaruus © avoin vili. Tarkastellaan 6p:n asymptoottisesti
normaalia estimaattoria 6,:

(B, —60) SN (0,6 (8)) (0% (60) >0).

@ Jos h:® — R on jatkuvasti derivoituva ja h'(6g) # 0, niin

Vn(h(8,) — h(80)) % N (0, [ (80))%02 (60)) -

@ Perustelu (HT 1.3) nojaa viliarvolauseeseen ja Lauseisiin 1.1, 1.3 ja
1.4 (tai jalkimmdisten seuraukseen).
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Sovellus deltamenetelmiin

@ Olkoon 8 € ® C R estimoitava parametri, 8y sen "todellinen” arvo ja
parametrivaruus © avoin vili. Tarkastellaan 6p:n asymptoottisesti
normaalia estimaattoria 6,:

(B, —60) SN (0,6 (8)) (0% (60) >0).

@ Jos h:® — R on jatkuvasti derivoituva ja h'(6g) # 0, niin

Vn(h(8,) — h(80)) % N (0, [ (80))%02 (60)) -

@ Perustelu (HT 1.3) nojaa viliarvolauseeseen ja Lauseisiin 1.1, 1.3 ja
1.4 (tai jalkimmdisten seuraukseen).

o Tiedoksi lievennys: Funktion h jatkuva derivoituvuus riittds olettaa
vain jollain (pienelld) 6y:n sisaltavalla valills.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Tilastollisessa paattelyssa tarkastellaan usein parametrista riippuvia
sm:ia ja niistd muodostettuja jonoja:

X1 (9) X5 (9) ... 0e0.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Tilastollisessa paattelyssa tarkastellaan usein parametrista riippuvia
sm:ia ja niistd muodostettuja jonoja:

X1(0),X(0),... 6€0.
@ Esimerkiksi
1 n
Ezq (Yi;0), jossa q(VY;;0)=Ilogf(Y;;0)
=1

1

eli n~1x log-uskottavuusfunktio riippumattomien ja samoin
jakautuneiden havaintojen Y1, ..., Y, tapauksessa (iid—tapauksessa).
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Tilastollisessa paattelyssa tarkastellaan usein parametrista riippuvia
sm:ia ja niistd muodostettuja jonoja:

X1 (9) X5 (9) ... 0e0.

@ Esimerkiksi
1 n
Ezq (Yi;0), jossa q(VY;;0)=Ilogf(Y;;0)
i=1

eli n~1x log-uskottavuusfunktio riippumattomien ja samoin
jakautuneiden havaintojen Y1, ..., Y, tapauksessa (iid—tapauksessa).

o Todennikoisyydet lasketaan olettaen "todellinen” parametriarvo 6 tai
havaintojen jakauma []7_; f (Y;;6p)
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

@ Jono reaaliarvoisia satunnaisfunktioita Xi (6), Xz (0),..., 6 € O,
konvergoi stokastisesti ja tasaisesti kohti ei-satunnaista funktiota
¢ (0), jos

sup | X, () — ¢ (8)] 2 0.
0c®
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Tasainen stokastinen konvergenssi

@ Jono reaaliarvoisia satunnaisfunktioita Xi (6), Xz (0),..., 6 € O,
konvergoi stokastisesti ja tasaisesti kohti ei-satunnaista funktiota
¢ (0), jos

sup | X, () — ¢ (8)] 2 0.
PcO

e Tallsin X, (6) on "suurilla” n ja "lshes ykkssen” todenniksisyydells
"lshelld” funktiota ¢ (0) eikd "lsheisyys” riipu siitd mika
parametriarvo on kysymyksessa.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

@ Jono reaaliarvoisia satunnaisfunktioita Xi (6), Xz (0),..., 6 € O,
konvergoi stokastisesti ja tasaisesti kohti ei-satunnaista funktiota
¢ (0), jos

sup | X, () — ¢ (8)] 2 0.
PcO

e Tallsin X, (6) on "suurilla” n ja "lshes ykkssen” todenniksisyydells
"lshelld” funktiota ¢ (0) eikd "lsheisyys” riipu siitd mika
parametriarvo on kysymyksessa.

@ Vaatii enemman kuin pisteittdinen stokastinen konvergenssi
X, (6) 2 ¢ () jokaisella 6 € O eli

X, (8) — c(0)] 20 jokaisella 6 € ©.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

Tasaisen stokastisen konvergenssin sovelluksia.

@ Suurimman uskottavuuden (SU) estimaattorin (ja muiden saman
tyyppisten estimaattoreiden) tarkentuvuuden toteaminen.
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Tasaisen stokastisen konvergenssin sovelluksia.

@ Suurimman uskottavuuden (SU) estimaattorin (ja muiden saman
tyyppisten estimaattoreiden) tarkentuvuuden toteaminen.

@ Olkoon 6, parametrin 6 tarkentuva estimaattori el 0, 2, 0o
ja X, (80) 2 ¢ (6o) tai X, (8) 2 c () jokaisella 6 € © pitee.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

Tasaisen stokastisen konvergenssin sovelluksia.

@ Suurimman uskottavuuden (SU) estimaattorin (ja muiden saman
tyyppisten estimaattoreiden) tarkentuvuuden toteaminen.

@ Olkoon 6, parametrin 6 tarkentuva estimaattori el 0, 2, 0o
ja X, (80) 2 ¢ (6o) tai X, (8) 2 c () jokaisella 6 € © pitee.

o Piteekd X, (8,) 2 ¢ (60)?

0 October 24, 2011 18 / 129



Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

Tasaisen stokastisen konvergenssin sovelluksia.

@ Suurimman uskottavuuden (SU) estimaattorin (ja muiden saman
tyyppisten estimaattoreiden) tarkentuvuuden toteaminen.

@ Olkoon 6, parametrin 6 tarkentuva estimaattori el 0, 2, 0o
ja X, (80) 2 ¢ (6o) tai X, (8) 2 c () jokaisella 6 € © pitee.

o Piteekd X, (8,) 2 ¢ (60)?

o Pitee, jos stokastinen konvergenssi X, (6) L (0) on tasainen, mutta
ei valttdmattd muuten.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Lause 1.5. Oletetaan, etti
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Lause 1.5. Oletetaan, etti

o X, (6) L (0) tasaisesti joukosssa ©
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Lause 1.5. Oletetaan, ettd
o X, (8) & ¢ (8) tasaisesti joukosssa ©

o funktio ¢ (0) on jatkuva pisteessd 8y ja
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Tasainen stokastinen konvergenssi

o Lause 1.5. Oletetaan, ettd
o X, (8) & ¢ (8) tasaisesti joukosssa ©

o funktio ¢ (0) on jatkuva pisteessd 8y ja

° énleo.
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Lause 1.5. Oletetaan, ettd
o X, (8) & ¢ (8) tasaisesti joukosssa ©
o funktio ¢ (0) on jatkuva pisteessd 8y ja
o 0,2 0.

o Tillsin, X,(8,) 2 c (o).
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Konvergenssikasitteitd ja tuloksia

Tasainen stokastinen konvergenssi

o Lause 1.5. Oletetaan, ettd
o X, (8) & ¢ (8) tasaisesti joukosssa ©
o funktio ¢ (0) on jatkuva pisteessd 8y ja
o 0,2 0.

o Tillsin, X,(8,) 2 c (o).

e Sovelletaan myshemmin, kun X, (#) on n~!x havaittu
informaatiomatriisi ja siten tyyppia

Xo (0) =n" iq(Yi;e) tai X, (0)=n'Y i (Y50).
i=1 ‘
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); iid—tapaus

Tn—laskennan kurssilla on esitetty iid—jonojen suurten lukujen laki.
@ Jos Xi, Xa, ... on reaalinen iid—jono, E (X;) = u ja
Var (X;) = 02 < oo, niin

- 1Z
XHZEZXILV
i=1

Todistus seuraa helposti T3eby3evin (tai Markovin) epayhtalosta.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); iid—tapaus

Tn—laskennan kurssilla on esitetty iid—jonojen suurten lukujen laki.

@ Jos Xi, Xa, ... on reaalinen iid—jono, E (X;) = u ja
Var (X;) = 02 < oo, niin

- 1Z
Xn:;ZX,L],{
i=1

Todistus seuraa helposti T3eby3evin (tai Markovin) epayhtalosta.

o Tilastollisen paattelyn sovelluksissa riippumattomuus ja/tai samoin
jakautuneisuus eivit useinkaan pade.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL)

@ Riippumattomuutta ei yleensi voida perustella aikasarja-aineistoissa
(esim. pdivittdinen lampétila Kaisaniemessd kesdkuussa 2011).
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL)

@ Riippumattomuutta ei yleensi voida perustella aikasarja-aineistoissa
(esim. pdivittdinen lampétila Kaisaniemessd kesdkuussa 2011).

@ Samoin ldsketieteellisissd kokeissa, joissa havaintoina on
mittaustuloksia samoista koehenkilGistd eri ajankohtina.
Talloin eri koehenkildiden mittaustuloksia voidaan kuitenkin pitda
yleensd riippumattomina.
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Suurten lukijen laki (SLL)

@ Riippumattomuutta ei yleensi voida perustella aikasarja-aineistoissa
(esim. pdivittdinen lampétila Kaisaniemessd kesdkuussa 2011).

@ Samoin ldsketieteellisissd kokeissa, joissa havaintoina on
mittaustuloksia samoista koehenkilGistd eri ajankohtina.
Talloin eri koehenkildiden mittaustuloksia voidaan kuitenkin pitda
yleensd riippumattomina.

@ Regressiomallien tyyppisissd malleissa havaintoja ei voida useinkaan
pitdd samoin jakautuneina (patee esim. edelliseen tilanteeseen).
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL)

@ Riippumattomuutta ei yleensi voida perustella aikasarja-aineistoissa
(esim. pdivittdinen lampétila Kaisaniemessd kesdkuussa 2011).

@ Samoin ldsketieteellisissd kokeissa, joissa havaintoina on
mittaustuloksia samoista koehenkilGistd eri ajankohtina.
Talloin eri koehenkildiden mittaustuloksia voidaan kuitenkin pitda
yleensd riippumattomina.

@ Regressiomallien tyyppisissd malleissa havaintoja ei voida useinkaan
pitdd samoin jakautuneina (patee esim. edelliseen tilanteeseen).

@ Miten SLL toimii tillaisissa tapauksissa?
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

o Oletetaan ensin, etta jono X1, Xp,... on || , mutta E(X;) = y; ja
Var (X;) = 02 < oo vaihtelevat.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

o Oletetaan ensin, etta jono X1, Xp,... on || , mutta E(X;) = y; ja
Var (X;) = 02 < oo vaihtelevat.

o Tallsin E(X,) =n 'YX p; ja Var(X,) =n2Y 07 (|| ).

1= 1
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

o Oletetaan ensin, ettd jono Xi, X, ... on l , mutta E (Xj) = p, ja
Var (X;) = 02 < oo vaihtelevat.

o Tallsin E(X,) =n 'YX p; ja Var(X,) =n2Y 07 (|| ).

@ T3ebySevin epayhtdlo =

- 1Z
P{Xn—ngyi
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

o Oletetaan ensin, etta jono X1, Xp,... on || , mutta E(X;) = y; ja
Var (X;) = 02 < oo vaihtelevat.

o Tallsin E(X,) =n 'YX p; ja Var(X,) =n2Y 07 (|| ).

@ T3ebySevin epayhtdlo =

Pilx, Ly
L Z Hi

e Jos (esim.) 02 < C < oo kaikilla i, patee SLL muodossa

1 n
>er < —— o2,

n

Hi = 0.
i=1

o1
Xp— =
n
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ Oletetaan nyt, etts

_ 1
Xn—*ZV,-AO-
ni3
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ Oletetaan nyt, etts
o1& p
Xo = — Yy, —0.
i=1

o Jos oletetaan lisaksi konvergenssi n™1 Y/, u; — u, saadaan (ks.
Lause 1.1)

Xn&y.

0 October 24, 2011 23 /129



Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ Oletetaan nyt, etts
o1& p
Xo = — Yy, —0.
i=1

o Jos oletetaan lisaksi konvergenssi n™1 Y/, u; — u, saadaan (ks.
Lause 1.1)
Xy B .

o Tulkitsemalla tissd X, satunnaisvektorin komponentista
muodostetuksi keskiarvoksi saadaan perustelu vastaavalle
moniulotteiselle yleistykselle.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

@ Jono sv:ita X1, Xy, ... on m—riippuva, jos kaikilla k > 1 p&tee

(Xl,...,Xk) || (Xk+/,Xk+/+1,...), kun [ > m.
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@ Jono sv:ita X1, Xy, ... on m—riippuva, jos kaikilla k > 1 p&tee

(Xl,...,Xk) || (Xk+/,Xk+/+1,...), kun [ > m.

@ Kun alaindeksi viittaa havaintoyksikkdon, niin havainnot, joiden
vilinen "etdisyys’ on suurempi kuin m ovat riippumattomia.
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Raja-arvolauseita
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@ Jono sv:ita X1, Xy, ... on m—riippuva, jos kaikilla k > 1 p&tee

(Xl,...,Xk) || (Xk+/,Xk+/+1,...), kun [ > m.

@ Kun alaindeksi viittaa havaintoyksikkdon, niin havainnot, joiden
vilinen "etdisyys’ on suurempi kuin m ovat riippumattomia.

@ Luonteva oletus, kun havainnot saadaan riippumattomista
koehenkildistd ja kustakin koehenkiléstd on korkeintaan m mittausta.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

@ Jono sv:ita X1, Xy, ... on m—riippuva, jos kaikilla k > 1 p&tee

(Xl,...,Xk) || (Xk+/,Xk+/+1,...), kun [ > m.

@ Kun alaindeksi viittaa havaintoyksikkdon, niin havainnot, joiden
vilinen "etdisyys’ on suurempi kuin m ovat riippumattomia.

@ Luonteva oletus, kun havainnot saadaan riippumattomista
koehenkildistd ja kustakin koehenkiléstd on korkeintaan m mittausta.

@ Aikasarjatapauksessa riippumattomuus patee kaikille tapahtumille,
joiden vilinen ajallinen etdisyys on vihintdan m aikayksikkoa (ei
vilttdmattd luontevaa mainitussa ldmpétilaesimerkissa).

0 October 24, 2011 24 /129



Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

e Olkoon sm—jono X1, Xo, ... m=riippuva ja E (X;) = p; ja
Var (X;) = 02 < C < oo kaikilla i.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

e Olkoon sm—jono X1, Xo, ... m=riippuva ja E (X;) = p; ja
Var (X;) = 02 < C < oo kaikilla i.

@ Kuten riippumattomassa tapauksessa
1 o
Xo—=Y u;—0 (vas. odotusarvo =0 1)
ni=
patee, jos

Var (X,) — 0.

n—oo
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

e Olkoon sm—jono X1, Xo, ... m=riippuva ja E (X;) = p; ja
Var (X;) = 02 < C < oo kaikilla i.

@ Kuten riippumattomassa tapauksessa
1 o
Xo—=Y u;—0 (vas. odotusarvo =0 1)
ni=
patee, jos

Var (X,) — 0.

n—oo

@ Tiam3i todetaan suoralla laskulla.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

@ Oletettiin siis, ettd sm—jono X1, Xp, ... on m—riippuva ja
E(Xi) = p; ja Var (X;) = 02 < C < oo kaikilla i.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

@ Oletettiin siis, ettd sm—jono X1, Xp, ... on m—riippuva ja
E(Xi) = p; ja Var (X;) = 02 < C < oo kaikilla i.

@ Todettiin, ett3 tilldin

C1s o,
Xn—EI:Z]-I/lIHO
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

@ Oletettiin siis, ettd sm—jono X1, Xp, ... on m—riippuva ja
E(Xi) = p; ja Var (X;) = 02 < C < oo kaikilla i.

@ Todettiin, ett3 tilldin
Xn - E Z ]/ll- — 0.
i=1

o Jos oletetaan lisiksi konvergenssi n™' Y7 y; — i, saadaan

Xniy.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); m—iippuvuus

@ Oletettiin siis, ettd sm—jono X1, Xp, ... on m—riippuva ja
E(Xi) =, ja Var (X;) = 0% < C < o kaikilla /.

@ Todettiin, ett3 tilldin
o1,
Xnp— — Z u; — 0.
n =
i=1
o Jos oletetaan lisiksi konvergenssi n™' Y7 y; — i, saadaan
X, L.

@ Tulkitsemalla taas X, satunnaisvektorin komponentista muodostetuksi
keskiarvoksi saadaan perustelu vastaavalle moniulotteiselle SLL:lle.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ SLL voidaan osoittaa myds tapauksissa, joissa X; l X; ei pade olipa
|i — j| kuinka suuri tahansa.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ SLL voidaan osoittaa myds tapauksissa, joissa X; l X; ei pade olipa
|i — j| kuinka suuri tahansa.

@ Vaatimuksena on kuitenkin, ettd Xj:n ja Xj:n vélinen riippuvuus (tai
korrelaatio) "havidd", kun |i — j| — oo.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ SLL voidaan osoittaa myds tapauksissa, joissa X; l X; ei pade olipa
|i — j| kuinka suuri tahansa.

@ Vaatimuksena on kuitenkin, ettd Xj:n ja Xj:n vélinen riippuvuus (tai
korrelaatio) "havidd", kun |i — j| — oo.

o Tille intuitiiviselle luonnehdinnalle on useita matemaattisia
muotoilija, joita kdyttden SLL:ja on todistettu sallimalla riippuvuuden
lisdksi mahdollisesti my&s jakaumien heterogeenisuus.
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Raja-arvolauseita

Suurten lukijen laki (SLL); ei-iid—tapaus

@ SLL voidaan osoittaa myds tapauksissa, joissa X; l X; ei pade olipa
|i — j| kuinka suuri tahansa.

@ Vaatimuksena on kuitenkin, ettd Xj:n ja Xj:n vélinen riippuvuus (tai
korrelaatio) "havidd", kun |i — j| — oo.

o Tille intuitiiviselle luonnehdinnalle on useita matemaattisia
muotoilija, joita kdyttden SLL:ja on todistettu sallimalla riippuvuuden
lisdksi mahdollisesti my&s jakaumien heterogeenisuus.

@ SLL ei kuitenkaan péade, jos riippuvuus ja/tai jakaumien
heterogeenisuus on "liian” voimakasta.
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Raja-arvolauseita

Tasainen suurten lukijen laki (SLL)

@ Tasainen SLL pitee, jos jonolle satunnaisfunktioita X (6), Xz (), ...,
0 € O, patee

X, (0) == ZX,- (0) = p(6) tasaisesti joukossa ©.

Tassa p (0) tulkitaan funktiojonon n™1 Y7, E [X; (0)] raja-arvoksi.
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Raja-arvolauseita

Tasainen suurten lukijen laki (SLL)

@ Tasainen SLL pitee, jos jonolle satunnaisfunktioita X (6), Xz (), ...,
0 € O, patee

X, (0) == ZX,- (0) = p(6) tasaisesti joukossa ©.

Tassa p (0) tulkitaan funktiojonon n™1 Y7, E [X; (0)] raja-arvoksi.

e Ts.,

sup [ X, (0) — u ()] £0.
c®
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Raja-arvolauseita

Tasainen suurten lukijen laki (SLL)

e Vaikka pisteittdinen SLL X, (8) 2 1 () (jokaisella 6 € ©) voidaan
usein todeta kohtuullisen helposti, on tasaisten SSL:ien todistaminen
tai edes riittdvien ehtojen esittdminen matemaattisesti paljon
hankalampaa.
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Raja-arvolauseita

Tasainen suurten lukijen laki (SLL)

e Vaikka pisteittdinen SLL X, (8) 2 1 () (jokaisella 6 € ©) voidaan
usein todeta kohtuullisen helposti, on tasaisten SSL:ien todistaminen
tai edes riittdvien ehtojen esittdminen matemaattisesti paljon
hankalampaa.

o iid—tapauksessa ja kun X (6) = q (Y;; 0) riittds, ettd
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e Vaikka pisteittdinen SLL X, (8) 2 1 () (jokaisella 6 € ©) voidaan
usein todeta kohtuullisen helposti, on tasaisten SSL:ien todistaminen
tai edes riittdvien ehtojen esittdminen matemaattisesti paljon
hankalampaa.

o iid—tapauksessa ja kun X (6) = q (Y;; 0) riittds, ettd

o (i) funktio 8 — ¢ (y;6) on jatkuva kaikilla Yj:n mahdollisilla arvoilla y,
o (ii) joukko ® on kompakti (eli suljettu ja rajoitettu) ja
o (iii) E (supgeo |g (Y1;0)|) < oo.
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Raja-arvolauseita

Keskeinen raja-arvolause (KRL); reaalinen iid—tapaus

Tn—laskennan kurssilla on esitetty reaalisten iid—jonojen KRL.

@ Jos Xi, Xa, ... on reaalinen iid—jono, E (X;) = u ja
Var (X;) = 02 < o0, niin

Vi (% —p) S N(0,0?)

tai vaihtoehtoisesti esitettynd (ks. Lause 1.3)

Vn(Xo—u) /o HN(©0,1).
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@ Jos Xi, Xa, ... on reaalinen iid—jono, E (X;) = u ja
Var (X;) = 02 < o0, niin

Vi (% —p) S N(0,0?)
tai vaihtoehtoisesti esitettynd (ks. Lause 1.3)

Vn(Xo—u) /o HN(©0,1).

e Kaytdnnon merkitys: Otoskeskiarvon X, (tuntematonta) jakaumaa
voidaan "suurilla” n:n arvoilla approksimoida N (],t, (72/n)—jakaumalla
tai " merkinnallisesti”

X, ~ N (y,02/n).
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Raja-arvolauseita

Keskeinen raja-arvolause (KRL); vektoriarvoinen iid—tapaus

@ Jos Xi, Xa, ... on iid—jono sv:ta (k x 1), E(X;) = pu (k x 1) ja
Cov (X;) = X (k x k) (&arellinen ja nollasta poikkeava), niin

Vi (X — 1) L N(0,%).
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Keskeinen raja-arvolause (KRL); vektoriarvoinen iid—tapaus

@ Jos Xi, Xa, ... on iid—jono sv:ta (k x 1), E(X;) = pu (k x 1) ja
Cov (X;) = X (k x k) (&arellinen ja nollasta poikkeava), niin

Vi (X — 1) L N(0,%).

e Myshemmin X on (ainakin yleenss) epasingulaarinen. Joissakin
sovelluksissa voidaan kuitenkin pdatya singulaariseen raja-jakaumaan.
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Raja-arvolauseita

Keskeinen raja-arvolause (KRL); ei-iid—tapaus

o KRL:sta on olemassa lukuisia versioita, joissa sallitaan jakaumien
heterogeenisuus ja muuttujien riippuvuus kuten esim. m-riippuvuus.
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o Tillaiset KRL:t esitetddn (reaaliarvoisessa tapauksessa) usein
muodossa

c d
(Xo —p,) /00 = N(0,1),
jossa u, = E (X,) ja 02 = Var (X,) eli "merkinnillisesti”

Ko~ N (1 03).
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c d
(Xo —p,) /00 = N(0,1),
jossa u, = E (X,) ja 02 = Var (X,) eli "merkinnillisesti”

Ko~ N (1 03).

@ KRL ei pade, jos " poikkeavuus iid—tapauksesta on liiallista”.
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Keskeinen raja-arvolause (KRL); ei-iid—tapaus

o KRL:sta on olemassa lukuisia versioita, joissa sallitaan jakaumien
heterogeenisuus ja muuttujien riippuvuus kuten esim. m-riippuvuus.

o Tillaiset KRL:t esitetddn (reaaliarvoisessa tapauksessa) usein
muodossa

(Xo — 1) /o0 5 N(0,1),

jossa u, = E (X,) ja 02 = Var (X,) eli "merkinnillisesti”
" 2
Xp~N (1,.05) -
@ KRL ei pade, jos " poikkeavuus iid—tapauksesta on liiallista”.

@ Seuraavassa esitettdva ns. martingaalien KRL ja sen eri versiot ovat
kayttokelppoisia (erityisesti uskottavuusfunktioon perustuvassa)
tilastollisessa paattelyssa.
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Raja-arvolauseita

Martingaalien KRL; ehdollista odotusarvoa koskevia tuloksia

@ Jos svilla Y ja X on jatkuva yhteisjakauma ja E (] Y]) < oo,
madritellddn Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = x yhtalolla

E(Y|X=x)= /_zyfyf);(())dy = /_O:Oyfwx (vix) dy.
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@ Jos svilla Y ja X on jatkuva yhteisjakauma ja E (] Y]) < oo,
madritellddn Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = x yhtalolla

E(Y|X:X)=/ y()dy—/ Yy |x (yi x) dy.
—00 fX( ) —00

o fy x (y.x) on (Y, X):n yhteistiheysfunktio

o fx (x) = [= fy x (v,x)dy on X:n reunajakauman tf ja

o fyx (¥Ix) = fy x (v, x) /fx (x) on Y:n ehdollinen tiheysfunktio
ehdolla X = x.
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@ Jos svilla Y ja X on jatkuva yhteisjakauma ja E (] Y]) < oo,
madritellddn Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = x yhtalolla

E(Y|X=x)= /_zyfyf);(())dy = /_O:Oyfwx (vix) dy.

o fy x (y.x) on (Y, X):n yhteistiheysfunktio

o fx (x) = [= fy x (v,x)dy on X:n reunajakauman tf ja

o fyx (¥Ix) = fy x (v, x) /fx (x) on Y:n ehdollinen tiheysfunktio
ehdolla X = x.

@ Kun x vaihtelee, miirittelee x:n funktio E (Y |X = x) sv:n, jonka
luonteva merkintd on E (Y |X). Tatd merkintsd kiytetdsn
seuraavassa.
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Raja-arvolauseita

Martingaalien KRL; ehdollista odotusarvoa koskevia tuloksia

Ehdollisella odotusarvolla on tunnetusti mm. seuraavat ominaisuudet.

e EO1 E(aYi+bYs2|X)=aE(Y1|X)+ bE(Y2|X), kun aja b ovat
vakioita (lineaarisuus).
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Ehdollisella odotusarvolla on tunnetusti mm. seuraavat ominaisuudet.
e EO1 E(aYi+bYs2|X)=aE(Y1|X)+ bE(Y2|X), kun aja b ovat

vakioita (lineaarisuus).

(
® EO2 E(Y[X)=E(Y), kin Y | X.
e EO3 E(Y

) =E[E(Y|X)] (ns. iteroidun odotusarvon laki)

0 October 24, 2011 34 /129



Raja-arvolauseita
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Ehdollisella odotusarvolla on tunnetusti mm. seuraavat ominaisuudet.

e EO1 E(aYi+bYs2|X)=aE(Y1|X)+ bE(Y2|X), kun aja b ovat
vakioita (lineaarisuus).

o EO2 E(Y|X)=E(Y), kun Y | X.

e EO3 E(Y)=E[E(Y|X)] (ns. iteroidun odotusarvon laki)

e EO4 E(g(X)Y|X)=g(X)E(Y|X) mille tahansa funktiolle g
(jolla vasen puoli on hyvin miiritelty).
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Raja-arvolauseita

Martingaalien KRL; yksinkertaistettu versio martingaalin méaaritelméasta

e Mdiritelmd 2.1. Olkoon Z, Zy, ... jono smiia ja F; = (21, ..., Z;).
Sm—jonoa My, My, ... sanotaan martingaaliksi informaatiojoukon
F; suhteen, jos
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Sm—jonoa My, My, ... sanotaan martingaaliksi informaatiojoukon
F; suhteen, jos

o (i) M; =g (Fi) jollain funktiolla g; ja kaikilla i = 1,2, ...
o (ii) E(|M;|) < oo kaikillai=1,2,..
o (i) E(M;|Fi1) = M_; kaikilla i =23, ...
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Raja-arvolauseita

Martingaalien KRL; yksinkertaistettu versio martingaalin méaaritelméasta

e Mdiritelmd 2.1. Olkoon Z, Zy, ... jono smiia ja F; = (21, ..., Z;).
Sm—jonoa My, My, ... sanotaan martingaaliksi informaatiojoukon
F; suhteen, jos

o (i) M; =g (Fi) jollain funktiolla g; ja kaikilla i = 1,2, ...

o (ii) E(|M;|) < oo kaikillai=1,2,..

o (iii) E(M;|Fi_1) = M;_1 kaikillai=2,3,...

@ Yleistys tapaukseen, jossa Z; ja M, ovat vektoreita on samanlainen,

kun kohdassa (ii) itseisarvo korvataan normilla || M;|| (tai odotusarvon
adrellisyys vaaditaan kaikilta svin M; komponenteilta).
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Raja-arvolauseita

Martingaalien KRL
Martingaalin asemesta lihtokohtana on usein martingaalidifferenssi.
Sm—jonoa X1, Xo, ... sanotaan martingaalidifferenssiksi

informaatiojoukon F; suhteen, jos

e (i) Xi= h; (Fi) jollain funktiolla h; ja kaikilla i = 1,2, ...
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e (i) Xi= h; (Fi) jollain funktiolla h; ja kaikilla i = 1,2, ...
o (ii) E(|Xi|) < oo kaikillai=1,2,..
o (i) E(X;|Fi_1) =0 kaikilla i =2,3, .
o Tilloin
Mi=Xi+--+Xi=Mi_1+X; (My=0)

on martingaali ja, jos E (Xi) = 0, niin E (X;) = 0 kaikilla i > 1.
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informaatiojoukon F; suhteen, jos

e (i) Xi= h; (Fi) jollain funktiolla h; ja kaikilla i = 1,2, ...
o (ii) E(|Xi|) < oo kaikillai=1,2,..
o (i) E(X;|Fi_1) =0 kaikilla i =2,3, .
o Tilloin
Mi=Xi+--+Xi=Mi_1+X; (My=0)

on martingaali ja, jos E (Xi) = 0, niin E (X;) = 0 kaikilla i > 1.
@ MD—jonon korreloimattomuudesta seuraa, ettd reaalisessa
tapauksessa Var (M,) = Y/, Var (X;) .
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Raja-arvolauseita

Martingaalien KRL

o Esimerkki 1.1. (i) Reaalinen iid—jono {X;}-; on MD, kun
E(Xl) = Oja .7:,' = (Xl, ...,X,').
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o Esimerkki 1.1. (i) Reaalinen iid—jono {X;}-; on MD, kun
E(Xl) = Oja .7:,' = (Xl, ...,X,').

o (ii) {Xi}i2, ja{Z}2y |l ja {Xi}}Z; kuten kohdassa (i).

o Tillsin {Z;X;}2 1 on MD, kun E (|Z;|) < oo kaikilla i >1 ja
Fi= X1, X, 21, Zjg1).

o (iii) {Xi}?ozl kuten kohdassa (i), Z; = c (vakio) ja
Zi=g (X1,.,Xi—1),i>2.
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o Esimerkki 1.1. (i) Reaalinen iid—jono {X;}-; on MD, kun
E<X1> = Oja .7:,' = (Xl, ...,X,').
o (ii) {Xi}o, ja{Z}=, | ja {Xi};—; kuten kohdassa (i).

o Tillsin {Z;X;}2 1 on MD, kun E (|Z;|) < oo kaikilla i >1 ja
Fi= X1, X, 21, Zjg1).

o (iii) {Xi}?ozl kuten kohdassa (i), Z; = c (vakio) ja
Zi=g (X1,.,Xi—1),i>2.

o Tillsin {Z;X;}2, on MD, kun E(|Z;|) < oo kaikilla i > 2 ja
Fi=(X1,... Xp).
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Raja-arvolauseita

Yksi useista martingaalien KRL:sta

e Lause 1.6. Olkoon Xi, X3, ... (k x 1) MD—jono jonkun
informaatiojoukon suhteen. Oletetaan
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Yksi useista martingaalien KRL:sta

e Lause 1.6. Olkoon Xi, X3, ... (k x 1) MD—jono jonkun
informaatiojoukon suhteen. Oletetaan

o (i) E(IXo;]*™)<C<oo jollaind>0,Vi>1ja a=1,.,k

o (i) Y XX/ £, % (nollasta poikkeava ja srellinen),

o Tallsin,
o
1/2 & 1 - /
Cov | n™ ;X,- njooZ & oons Z‘iE(X;X’-) njooZ
1= 1=
e ja
1 & d
— Y Xi 5N(0,%).
\/ﬁlil
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli

o Tilastollisen tutkimuksen lihtokohtana aineisto y = (y1, ..., ¥n), jossa
yi on havaintoyksikkdon i liittyvd havainto.
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@ Havainnot voivat olla joko reaaliarvoisia tai vektoriarvoisia ja ne
tulkitaan sm:ien tai sv:ien Y7, ..., Y, havaituiksi arvoiksi.
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Tilastollinen malli

o Tilastollisen tutkimuksen lihtokohtana aineisto y = (y1, ..., ¥n), jossa
yi on havaintoyksikkdon i liittyvd havainto.

@ Havainnot voivat olla joko reaaliarvoisia tai vektoriarvoisia ja ne
tulkitaan sm:ien tai sv:ien Y7, ..., Y, havaituiksi arvoiksi.

o Esimerkki vektoritapauksesta on Y1, ..., Y, ~ Ni (3, Z) ||

o Tilastollinen malli on svin Y = (Y1, ..., Y,) yhteistiheysfunktio (ytf)
tai yhteispistetodennikaisyysfunktio (yptf), joka rajataan
kdytettdvissad olevan taustatiedon perusteella.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli

@ Tarkasteltavassa parametrisessa tilastollisessa paattelyssa oletetaan,
ettd ytf/yptf fy (y; @) riippuu tuntemattomasta parametrista
0 = (91, ..,9d) e C RY.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli

@ Tarkasteltavassa parametrisessa tilastollisessa paattelyssa oletetaan,
ettd ytf/yptf fy (y; @) riippuu tuntemattomasta parametrista
0 = (91, ..,9d) e C RY.

@ Mahdollisten parametriarvojen joukon ® mairittely on osa mallin
spesifiointia.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli

@ Tarkasteltavassa parametrisessa tilastollisessa paattelyssa oletetaan,
ettd ytf/yptf fy (y; @) riippuu tuntemattomasta parametrista
0 = (91, --:Gd) e C RY.

@ Mahdollisten parametriarvojen joukon ® mairittely on osa mallin
spesifiointia.

@ Tavoitteena on tehdd pastelmid tuntemattomasta parametrista 6
aineiston y perusteella. Joissakin yhteyksissd on hyddyllistd osoittaa
havaintom&ars vektoreissa y ja Y. Talloin merkitdan y, ja Y.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Autoregressiivinen aikasarjamalli

Yi=¢Yia+e, i=1..n Yo=y, e,...ea~N(0,0°) |

@ Havainto Y] riippuu lineaarisesti edellisestd havainnosta Y;_1 ja
ei-havaittavasta virhetermistad ¢; aivan kuten lineaarisessa
(regressio)mallissa. Havaintojen riippuvuus on ilmeista (ellei ¢ = 0).
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Autoregressiivinen aikasarjamalli

\/124)\//71—’_8/1 I:]-yyny YO:yOy elyyenNN(Oy(Tz) l

@ Havainto Y] riippuu lineaarisesti edellisestd havainnosta Y;_1 ja
ei-havaittavasta virhetermistad ¢; aivan kuten lineaarisessa
(regressio)mallissa. Havaintojen riippuvuus on ilmeista (ellei ¢ = 0).

@ Havainnot eivdt myoskiddn ole samoin jakautuneita:
Y1 = ¢yo +e1 ja Yo = ¢%yo + dpe1 + €2 = Var (Y1) # Var (Ya).
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Autoregressiivinen aikasarjamalli

Yi=¢Yiate, i=1..n Yo=y, e,..ea~N(00%) |

@ Havainto Y] riippuu lineaarisesti edellisestd havainnosta Y;_1 ja
ei-havaittavasta virhetermistad ¢; aivan kuten lineaarisessa
(regressio)mallissa. Havaintojen riippuvuus on ilmeista (ellei ¢ = 0).

@ Havainnot eivdt myoskiddn ole samoin jakautuneita:
Y1 = ¢yo +e1 ja Yo = ¢%yo + dpe1 + €2 = Var (Y1) # Var (Ya).

e Usein vaaditaan |¢| < 1, kun taas 02 > 0 luonteva rajoite.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Autoregressiivinen aikasarjamalli

Yi=¢Yiate, i=1..n Yo=y, e,..ea~N(00%) |

@ Havainto Y] riippuu lineaarisesti edellisestd havainnosta Y;_1 ja
ei-havaittavasta virhetermistad ¢; aivan kuten lineaarisessa
(regressio)mallissa. Havaintojen riippuvuus on ilmeista (ellei ¢ = 0).

@ Havainnot eivdt myoskiddn ole samoin jakautuneita:
Y1 = ¢yo +e1 ja Yo = ¢%yo + dpe1 + €2 = Var (Y1) # Var (Ya).

e Usein vaaditaan |¢| < 1, kun taas 02 > 0 luonteva rajoite.
e Kun |¢| > 1 parametrien estimointi- ja testiteoria ns. epdstandardi,

silld tavanomaiset SLL:t ja KRL:t eivit pade.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

@ Havainnot saatu N:sti riippumattomasta " yksilosts" (esim.
koehenkild tai kotitalous) ja yksildlle j spesifioidaan (aluksi)
lineaarinen regressiomalli

Y1 1 Xj.1 €1
=&ty o | T
Vi, 1 Xjun; &junj
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

@ Havainnot saatu N:sti riippumattomasta " yksilosts" (esim.
koehenkild tai kotitalous) ja yksildlle j spesifioidaan (aluksi)
lineaarinen regressiomalli

Yi1 1 Xj,1 &1
=&ty o | T
Vi, 1 Xjun; &junj

@ tai

Y, =al, +yx+e, j=1,....N.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

@ Havainnot saatu N:sti riippumattomasta " yksilosts" (esim.
koehenkild tai kotitalous) ja yksildlle j spesifioidaan (aluksi)
lineaarinen regressiomalli

Yi1 1 Xj,1 &1
= | || [+

Vi, 1 Xjun; &junj
o tai
Y= aly +x+¢, j=1..,N
@ Oletetaan
er,.en || . &~N (0,0’2an) ,

jolloin kaikki havainnot ovat riippumattomia.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

o Malli

J

n o~ N(O,w2J,,j+(72I,,j) l J,,.:l,,jli,j tunnettu
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

o Malli

J

n o~ N(O,w2J,,j+(72I,,j) l J,,.:l,,jli,j tunnettu

@ Parametriavaruus maaraytyy ehdoista € R?, 0% > 0ja w? > 0.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

° Yi=Zip+1; nj:(ucj—uc)l,,j—i—ej, j=1,...N,
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

° YJ-:ZJ-,B—i—iyj, qj:(ucj—uc)l,,j—i—ej, j=1,...N,
° 1~ NV (@0?) | V(@ 0?) = widy + 02,
@ Tilastollinen malli
N n; ~1/2
fr(vi6) = Il (m)" 12 det (V; (w?,0?))
J:

X exp{—% (vi—ZiB)" Y, (wz"fz)il (v = Zfﬁ)}

jossa 0 = (ﬁ,az,w2) € R? x (0,00) x [0, 00).
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

o Yi=Zptu, m=(-0)lytg j=1..N
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

o Vi=Zptn, n=(-a)lyte j=1..N,
o ANOVhe) |V (@h0?) =@y o,
@ Lisdtddn virhetermiin kolmas komponentti eli maaritelldan

N = (0 —a) 1o+ +e,

jossa ¢; || kahdesta muusta komponentista ja || "yli jin arvojen”.
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia
o Yi=Zftn, m=(4-0)ly+g j=1,..N,
. 2 52 g 2 52) — 2 2
° 7~ N0V (@ 0%)) L Vi (w?0?) = @y + 02y
@ Lisdtddn virhetermiin kolmas komponentti eli maaritelldan

N = (0 —a) 1o+ +e,

jossa ¢; || kahdesta muusta komponentista ja || "yli jin arvojen”.

o Esim.

Ei=0¢C 1 +eini=1..n €;i~N(0A*), A>0, ;=0
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

o YiuYu |l . Yi~N(ZBV(9)) ja

V; (1) on parametrivektorin i (tunnettua muotoa oleva) funktio =
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Uskottavuuspaattelya

Tilastollinen malli: Lineaarisen mallin yleistyksia

o YiuYu |l . Yi~N(ZBV(9)) ja

V; (1) on parametrivektorin i (tunnettua muotoa oleva) funktio =

Ayi0) = IT(2m) " dex (v ()2

N
Jj=1

oo {505~ ZB) V()" b5~ 2B},

jossa 6 = (B, ) ja matriisi Z; voi siséltda useita selittdvia muuttujia.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori

o Aineistoy = (y1,....yn) , vast. sv Y = (Y1,..., Yy) ja ytf/yptf
fy (y; 0), 6 c®CR?
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori

o Aineistoy = (y1,....yn) , vast. sv Y = (Y1,..., Yy) ja ytf/yptf
fy (y; 0), 6 c®CR?

o Maéritelmdn mukaan uskottavuusfunktio L (6;y) on
L(B;y)=c(y)fy(y;0), 8€O®CRY,

jossa ¢ (y) > 0 (myshemmin usein ¢ (y) = 1).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori
o Aineistoy = (y1,....yn) , vast. sv Y = (Y1,..., Yy) ja ytf/yptf
fv (y;0), 6 ®CR?
o Maéritelmdn mukaan uskottavuusfunktio L (6;y) on
L(6;y)=c(y)~(v:0), §€OCRY,
jossa ¢ (y) > 0 (myshemmin usein ¢ (y) = 1).

@ Monissa tarkasteluissa kdytetdan logaritmoitua uskottavuusfunktiota
I(6;y) = logL(6;y).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori

o Aineistoy = (y1,....yn) , vast. sv Y = (Y1,..., Yy) ja ytf/yptf
fy (y; 0), 6 c®CR?

o Maéritelmdn mukaan uskottavuusfunktio L (6;y) on
L(6;y)=c(y)~(v:0), §€OCRY,
jossa ¢ (y) > 0 (myshemmin usein ¢ (y) = 1).
@ Monissa tarkasteluissa kdytetdan logaritmoitua uskottavuusfunktiota

1(6;y) = logL(6;y).

@ Kun aiheellista korostaa riippuvuutta havaintojen lukum&arasts,
merkitdan L, (6;y,) ja I, (6;y,).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

oY=(Y,..Ys) ja Yi,..Ya || ja Yi~fy (vii0) =

fy (y:0) = fy, (y1;0) - - - fy, (¥n: 0)
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

) Y:(Yl,...,yn) ja Yl,...,Yn H ja YiNin (y,-;9):>

fy (y:0) = fy, (y1;0) - - - fy, (¥n: 0)

o Merkitddn Y; = (Y1,...,Yi) jay; = ()1, ....yi), i = 1,...,n, joten

aineistoa vastaavan sv:n Y, ytf/yptf on fy .
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

oY = (Yl, cen Yn) ja Yi, ... Yn l ja Y; ~ fyl. (y,-;9) =
fy (y:0) = fy, (y1;0) - - - fy, (¥n: 0)
o Merkitddn Y; = (Y1,...,Yi) jay; = ()1, ....yi), i = 1,...,n, joten

aineistoa vastaavan sv:n Y, ytf/yptf on fy .

oY, =(Y;_1,Y;) = --- = kiyttden ehd. tfin/ptf:n miiritelmas

n
fr (¥:0) = vy (01:0) - T [ fviiv,y (vilyiz1:6)
=2
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Y:(Yl,...,yn) ja Yl,...,Yn H ja YiNin (y,-;9):>

fy (v;0) = fy, (y1;0) - - - fy, (yn; 0)
o Merkitddn Y; = (Y1,...,Yi) jay; = ()1, ....yi), i = 1,...,n, joten

aineistoa vastaavan sv:n Y, ytf/yptf on fy .

oY, =(Y;_1,Y;) = --- = kiyttden ehd. tfin/ptf:n miiritelmas

n
fr (¥:0) = vy (01:0) - T [ fviiv,y (vilyiz1:6)
=2

@ Yleistdd yo || tapauksen tuloesityksen. Toimii periaatteessa aina.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o v (y;0) = fy, (y1;0) ‘va,-w,-,l (vilyi—1:0)
i=2
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o v (y;0) = fy, (y1;0) ‘va,-w,-,l (vilyi—1:0)
i=2

@ ja, kun fi_4 (Yiif)) = fv,-|Y,-,1 (yi|y,-_1;9).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o v (y;0) = fy, (y1;0) ‘va,-w,-,l (vilyi—1:0)
i=2
o ja, kun fi_1 (y;;0) = fyiv, (vilyi—1:0),

o fr (y:0) = fr, (v1:0) T [ i1 (7::6).
=2
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o v (y;0) = fy, (y1;0) ‘va,-w,-,l (vilyi—1:0)
i=2

o ja, kun fi1 (yii0) = vy, , (vilyi—1:6),

o fy (y:0) = fv, (y1;:0) - [ [ fi-1 (vi: 0),
i=2

e jossa merkintdjen ja ehdollisen tf:n/ptf:n masritelmin mukaan
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o v (y;0) = fy, (y1;0) ‘va,-w,-,l (vilyi—1:0)
i=2

o ja, kun fi1 (yii0) = vy, , (vilyi—1:6),

o fy (y:0) = fv, (y1;:0) - [ [ fi-1 (vi: 0),
i=2

e jossa merkintdjen ja ehdollisen tf:n/ptf:n masritelmin mukaan

N,y (yi—1.vi:0) )
o fii1(yii0) = f; (y’_ 1_91) tai
i-1 \Yi—1
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o v (y;0) = fy, (y1;0) ‘va,-w,-,l (vilyi—1:0)
i=2

o ja, kun fi1 (yii0) = vy, , (vilyi—1:6),

o fy (y:0) = fv, (y1;:0) - [ [ fi-1 (vi: 0),
i=2

e jossa merkintdjen ja ehdollisen tf:n/ptf:n masritelmin mukaan

oy (Yienyin8)
o fig ()/i;e) = f; (y’_ 1_91) tal
i-1 \Ji—=1v
fyi,y, (V1,0 i 0)

B fyl ..... Y,',l (Y1v---'}/i—1;9)
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Koska

i (y:0) = fry v1:0) - [ [Fvipviy (ilyio1:0)
=2

1

= fy, (y1;0) -Iifi—l (vi:0),

]
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Koska

i (y:0) = fry v1:0) - [ [Fvipviy (ilyio1:0)
=2

1

n
= fy, (y:0) - [ [ i1 (vi:0),
i=2
@ niin uskottavuusfunktiolle saadaan tuloesitys

L©Biy) = c(y) i (n:6) Hf (4 0)
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Koska

i (y:0) = fry v1:0) - [ [Fvipviy (ilyio1:0)
=2

1

n
= fy, (y:0) - [ [ i1 (vi:0),
i=2
@ niin uskottavuusfunktiolle saadaan tuloesitys

n
L(8;y) =c(y)-fr, »1:0) - T [fi-1(vi:6)
i=2
@ ja sen logaritmille vastaavasti summaesitys

n
1(6;y) = logc(y) +log fy, (y1;60) + Y _ log fi_1 (yi; 0) .
i—
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Tarkastellaan autoregresssiivistd aikasarjamallia

Y, = (PYi—l +¢, i=1,...n Yo=y, €,....en~N (0,0’2) l
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Tarkastellaan autoregresssiivistd aikasarjamallia
Y, = (PYi—l +¢, i=1,...n Yo=y, €,....en~N (0,0’2) l
@ Havaintoje ytf:ksi saadaan (9 = (cp, 02))

fi0) = 1) e { —5h - g

n
i=1
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Mallin tuloesitys

o Tarkastellaan autoregresssiivistd aikasarjamallia

Y, = (PYi—l +¢, i=1,...n Yo=y, €,....en~N (0,0’2) l

@ Havaintoje ytf:ksi saadaan (9 = (cp, 02))

fi0) = 1) e { —5h - g

n
i=1

@ tai
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o SU-estimaatti f = 0 (y) toteuttaa masritelmin mukaan ehdon

L(B;y) > L(6;y) kaikilla @ € ® C R?
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o SU-estimaatti f = 0 (y) toteuttaa masritelmin mukaan ehdon

N

L(B;y) > L(6;y) kaikilla @ € ® C R?

@ tai yhtdpitdvasti log-uskottavuusfunktion avulla ilmaistuna

1(6;y) > 1(6;y) kaikilla# € ® C RY.

0 October 24, 2011 52 / 129



Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o SU-estimaatti f = 0 (y) toteuttaa masritelmin mukaan ehdon

N

L(B;y) > L(6;y) kaikilla @ € ® C R?

@ tai yhtdpitdvasti log-uskottavuusfunktion avulla ilmaistuna

1(6;y) > 1(6;y) kaikilla# € ® C RY.

o Tulkittuna satunnaisena eli & = 8 (Y) on § SU-estimaattori.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o SU-estimaatti f = 0 (y) toteuttaa masritelmin mukaan ehdon

N

L(B;y) > L(6;y) kaikilla @ € ® C R?
@ tai yhtdpitdvasti log-uskottavuusfunktion avulla ilmaistuna
1(6;y) > 1(6;y) kaikilla# € ® C RY.

o Tulkittuna satunnaisena eli & = 8 (Y) on § SU-estimaattori.

o Jatkossa kiytetddn yleensi merkintss 0 tai 0,.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o Edells oletettiin, ettd uskottavuusfunktio todella saavuttaa
maksimiarvonsa pisteesss 6 (y) ja ettd 6 (Y) on sm.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o Edells oletettiin, ettd uskottavuusfunktio todella saavuttaa
maksimiarvonsa pisteesss 6 (y) ja ettd 6 (Y) on sm.

@ Matemaattisesti tima ei ole itsestidin selvii.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o Edells oletettiin, ettd uskottavuusfunktio todella saavuttaa
maksimiarvonsa pisteesss 6 (y) ja ettd 6 (Y) on sm.

@ Matemaattisesti tima ei ole itsestidin selvii.

e Mainitaan tiedoksi, ettd (erdat) riittavat ehdot ovat, ettd
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o Edells oletettiin, ettd uskottavuusfunktio todella saavuttaa
maksimiarvonsa pisteesss 6 (y) ja ettd 6 (Y) on sm.

@ Matemaattisesti tima ei ole itsestidin selvii.

e Mainitaan tiedoksi, ettd (erdat) riittavat ehdot ovat, ettd

o uskottavuusfunktio @ — L (9;y) on jatkuva kaikilla mahdollisilla
aineistoilla y ja
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o Edells oletettiin, ettd uskottavuusfunktio todella saavuttaa
maksimiarvonsa pisteesss 6 (y) ja ettd 6 (Y) on sm.

@ Matemaattisesti tima ei ole itsestidin selvii.

e Mainitaan tiedoksi, ettd (erdat) riittavat ehdot ovat, ettd

o uskottavuusfunktio @ — L (9;y) on jatkuva kaikilla mahdollisilla
aineistoilla y ja
e parametriavaruus © on kompakti (eli suljettu ja rajoitettu).
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o Jatkossa SU—estimaattorin olemassaolo tullaan olettamaan, miki ei
kuitenkaan takaa yksikdsiteisyytta.
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Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: SU—estimaattori

o Edells oletettiin, ettd uskottavuusfunktio todella saavuttaa
maksimiarvonsa pisteesss 6 (y) ja ettd 6 (Y) on sm.

@ Matemaattisesti tima ei ole itsestidin selvii.

e Mainitaan tiedoksi, ettd (erdat) riittavat ehdot ovat, ettd

o uskottavuusfunktio @ — L (9;y) on jatkuva kaikilla mahdollisilla
aineistoilla y ja
e parametriavaruus © on kompakti (eli suljettu ja rajoitettu).

o Jatkossa SU—estimaattorin olemassaolo tullaan olettamaan, miki ei
kuitenkaan takaa yksikdsiteisyytta.

@ Useimmissa monimutkaisemmissa malleissa SU—estimaattia ei voida
ratkaista suljetussa muodossa, vaan estimointi joudutaan
suorittamaan numeerisia menetelmid kayttden.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

@ Usein aineiston havainnot on luontevaa jakaa kahteen komponenttiin
eli aineisto on w = (wy, ..., wy), jossa w; = (yi, x;), i =1,...,n.
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@ Usein aineiston havainnot on luontevaa jakaa kahteen komponenttiin
eli aineisto on w = (wy, ..., wy), jossa w; = (yi, x;), i =1,...,n.

@ Jako perustuu taustatietoon tai -teoriaan ja ideana on, ettd
y—muuttujat ovat regressioanalyysin tapaan selitettdvid muuttujia ja
x—muuttujat niiden vaihtelua selittdvid " syymuuttujia”.
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eli aineisto on w = (wy, ..., wy), jossa w; = (yi, x;), i =1,...,n.

@ Jako perustuu taustatietoon tai -teoriaan ja ideana on, ettd
y—muuttujat ovat regressioanalyysin tapaan selitettdvid muuttujia ja
x—muuttujat niiden vaihtelua selittdvid " syymuuttujia”.

o Kumpaankin muuttujaan ajatellaan liittyvan satunnaisvaihtelua
(molempien havainnot on esimerkiksi saatu satunnaisotantaa

kayttden). Merkitddn jilleen vastaavia satunnaismuuttujia suurilla
kirjaimilla W, W;, Y; ja X;.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

@ Usein aineiston havainnot on luontevaa jakaa kahteen komponenttiin
eli aineisto on w = (wy, ..., wy), jossa w; = (yi, x;), i =1,...,n.

@ Jako perustuu taustatietoon tai -teoriaan ja ideana on, ettd
y—muuttujat ovat regressioanalyysin tapaan selitettdvid muuttujia ja
x—muuttujat niiden vaihtelua selittdvid " syymuuttujia”.

o Kumpaankin muuttujaan ajatellaan liittyvan satunnaisvaihtelua
(molempien havainnot on esimerkiksi saatu satunnaisotantaa
kayttden). Merkitddn jilleen vastaavia satunnaismuuttujia suurilla
kirjaimilla W, W;, Y; ja X;.

o Tillaisessa tilanteessa padasiallinen mielenkiinto kohdistuu usein
y—muuttujien riippuvuuteen x—muuttujista, jolloin y—muuttujia
tuntuu luontevalta tarkastella ehdollistamalla x—muuttujien suhteen.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

e Olkoon Wi, ..., W, ~ Ny (4,X) || . Ositetaan

o Y/ 1 . Hqi . - 0'% 012
o R S S B
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Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

e Olkoon Wi, ..., W, ~ Ny (4,X) || . Ositetaan

o Y/ 1 . Hqi . - 0'% 012
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e Win ytfon fy, = fyi|X,. - fx;.
© MN-jakauman ominaisuuksien nojalla,
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

e Olkoon Wi, ..., W, ~ Ny (4,X) || . Ositetaan

o Y/ 1 . Hqi . - 0'% 012
o R S S B

e Win ytfon fy, = fyi|X,. - fx;.
© MN-jakauman ominaisuuksien nojalla,

o X; ~ Nyi_1(pp, Z22) ja

o Vil (Xi =x) ~ N (g = 01253 (5 = 1) . 0?),

jossa o2 = 0'% — 0'1222_21(721.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

e Olkoon Wi, ..., W, ~ Ny (4,X) || . Ositetaan

o Y/ 1 . Hqi . - 0'% 012
o R S S B

e Win ytfon fy, = fyi|X,. - fx;.
© MN-jakauman ominaisuuksien nojalla,

o Xi ~Ny_1(pp, Z22) ja

o Vil (Xi =x) ~ N (g = 01253 (5 = 1) . 0?),

jossa o2 = 0'% — 0'1222_21(721.
@ Mielenkiinto kohdistuu ehdolliseen jakaumaan Y;| (X; = x;) .
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Kiinnostavassa ehdollisessa jakaumassa
—1 2
Yil (Xi = xi) ~ N (py — 012Zg (% — pty) . 07)
on varianssille otettu jo kdyttoon uudelleen parametrointi

2 2 —1
0° =07 — 01225, 021.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Kiinnostavassa ehdollisessa jakaumassa
Yil (Xi = xi) ~ N (4 — 012555 (% — 1) . 07)
on varianssille otettu jo kdyttoon uudelleen parametrointi
0% =03 — 01255, 091

@ Samoin on luontevaa kiyttd3d parametrointia

0=+ 000w, ja Y = -0,
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Kiinnostavassa ehdollisessa jakaumassa
Yil (Xi = xi) ~ N (4 — 012555 (% — 1) . 07)
on varianssille otettu jo kdyttoon uudelleen parametrointi
0% =03 — 01255, 091
@ Samoin on luontevaa kiyttd3d parametrointia
0 =py + oy, ja 9 = oy,
@ jolloin
Yil (Xi = xi) ~ N (z/B,07),
jossa zi =[1 x!]' ja B=[ax 7] ovat k x 1 vektoreita.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Olkoon ehd. jakauman Y;| (X; = x;) ~ N (z{ﬁ,az) parametri
¢ = (B,0?) ja ehtomuuttujan X; ~ Ny_1 (yt5, X2p) parametri A.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

e Olkoon ehd. jakauman Yj| (X; = x;) ~ N (z/B,0?) parametri
¢ = (B,0?) ja ehtomuuttujan X; ~ Ny_1 (yt5, X2p) parametri A.

@ Riippumattomuuden nojalla saadaan tilastolliseksi malliksi
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

e Olkoon ehd. jakauman Yj| (X; = x;) ~ N (z/B,0?) parametri
¢ = (B,0?) ja ehtomuuttujan X; ~ Ny_1 (yt5, X2p) parametri A.

@ Riippumattomuuden nojalla saadaan tilastolliseksi malliksi
o (wi . A) = T fy,jx; (vilxii ) > f (i A)
o eli

1
202 !

1=

fw(w;p,A) = (27‘[(72)%/2 exp {—

(vi — fﬁ)z}

fx, (xi; A)

i

X

—s L

1

1

jossa parametrit 1 ja A vaihtelevat vapaasti (02 > 0 ja £y > 0).

0 October 24, 2011 57 / 129



Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

o fw(w; P, A) =
(2710%) "2 exp { =3k Ty (i — 20B)° | X Ty fi (i )
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

o fw(w; P, A) =
(2710%) "2 exp { =3k Ty (i — 20B)° | X Ty fi (i )

o Jalkimmdinen tekijd oikealla eli sv:n X = (X1, ..., X,,) ytf on ns.
marginaalimalli, josta ei olla kiinnostuneita.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

o fw(w; P, A) =
(27'5‘72)7"/2 exp {—# Y (vi— 21/13)2} x TTig fx; (xii A)

o Jalkimmdinen tekijd oikealla eli sv:n X = (X1, ..., X,,) ytf on ns.
marginaalimalli, josta ei olla kiinnostuneita.

o Edellinen, ehd. jakaumiin Yj| (X; = x;) ~ N (z/B, 0?) perustuva
tekijd, on ns. ehdollinen malli.
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Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

o fw(w; P, A) =
(2710%) "2 exp { =3k Ty (i — 20B)° | X Ty fi (i )

o Jalkimmdinen tekijd oikealla eli sv:n X = (X1, ..., X,,) ytf on ns.
marginaalimalli, josta ei olla kiinnostuneita.

o Edellinen, ehd. jakaumiin Yj| (X; = x;) ~ N (z/B, 0?) perustuva
tekijd, on ns. ehdollinen malli.

@ Kun mielenkiinto kohdistuu ehd. mallin parametriin i = (/3,02),
voidaan marginaalimalli sivuuttaa ¢:sta riippumattomana tekijana.
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Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki
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tekijd, on ns. ehdollinen malli.

@ Kun mielenkiinto kohdistuu ehd. mallin parametriin i = (/3,02),
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@ 1p:aa koskeva pddttely voidaan talldin perustaa pelkdstdaan ehd.
malliin.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

o fw(w; P, A) =
(27'5‘72)7"/2 exp {—# Y (vi— 21/13)2} x TTig fx; (xii A)

o Jalkimmdinen tekijd oikealla eli sv:n X = (X1, ..., X,,) ytf on ns.
marginaalimalli, josta ei olla kiinnostuneita.

o Edellinen, ehd. jakaumiin Yj| (X; = x;) ~ N (z/B, 0?) perustuva
tekijd, on ns. ehdollinen malli.

@ Kun mielenkiinto kohdistuu ehd. mallin parametriin i = (/3,02),
voidaan marginaalimalli sivuuttaa ¢:sta riippumattomana tekijana.

@ 1p:aa koskeva pddttely voidaan talldin perustaa pelkdstdaan ehd.
malliin.

@ Lisdksi, sv:in X havainnot voidaan tulkita kiinteiksi ei—satunnaisiksi
selittaviksi muuttujiksi kuten perinteisessa lineaarisessa mallissa.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Havaintojen jako komponentteihin perustuu ei-tilastollisiin
argumentteihin.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Havaintojen jako komponentteihin perustuu ei-tilastollisiin
argumentteihin.

o Selitettdvad y—muuttujaa ei ole relevanttia tulkita x—muuttujaa tai
mitdan sen komponenttia selittdvaksi " syymuuttujaksi”.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Havaintojen jako komponentteihin perustuu ei-tilastollisiin
argumentteihin.

o Selitettdvad y—muuttujaa ei ole relevanttia tulkita x—muuttujaa tai
mitdan sen komponenttia selittdvaksi " syymuuttujaksi”.

@ Jos y—muuttuja on x:n "syymuuttujaksi” eli "kausaalisuus” seka
suuntaan x — y ettd suuntaan y — x patevit, johtaa edelld kiytetty
ehdollistaminen virheellisiin johtop&&toksiin.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Multinormaalijakaumaan perustuva esimerkki

@ Havaintojen jako komponentteihin perustuu ei-tilastollisiin
argumentteihin.

o Selitettdvad y—muuttujaa ei ole relevanttia tulkita x—muuttujaa tai
mitdan sen komponenttia selittdvaksi " syymuuttujaksi”.

@ Jos y—muuttuja on x:n "syymuuttujaksi” eli "kausaalisuus” seka
suuntaan x — y ettd suuntaan y — x patevit, johtaa edelld kiytetty
ehdollistaminen virheellisiin johtop&&toksiin.

o Tillaisessa tilanteessa y—muuttujaan tulisi siséllyttdd ne x:n
komponentit, jotka on aiheellista tulkita "selitettdviksi” muuttujiksi.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Aineisto w = (wy, ..., w,), vastaava sv W = (W4, ..., W,) ja
fw (w; 0) sen ytf/yptf, jossa 6 tuntematon parametrivektori.
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o Aineisto w = (wy, ..., w,), vastaava sv W = (W4, ..., W,) ja
fw (w; 0) sen ytf/yptf, jossa 6 tuntematon parametrivektori.

o Kuten jaksossa 2.2,

fW (W; 9) = le (Wl; 9) H fWi|Wi—1 (W,'|W,'_1; 9) .
=2
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o Aineisto w = (wy, ..., w,), vastaava sv W = (W4, ..., W,) ja
fw (w; 0) sen ytf/yptf, jossa 6 tuntematon parametrivektori.

o Kuten jaksossa 2.2,

fW (W; 9) = le (Wl; 9) H fWi|Wi—1 (W,'|W,'_1; 9) .
=2

e Olkoon W; = (Y}, X;), jossa Y; ja X; kuten MN—esimerkiss.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Aineisto w = (wy, ..., w,), vastaava sv W = (W4, ..., W,) ja
fw (w; 0) sen ytf/yptf, jossa 6 tuntematon parametrivektori.

o Kuten jaksossa 2.2,

n

fW (W; 9) = le (Wl; 9) H fWi|Wi—1 (W,'|W,'_1; 9) .
i=2

e Olkoon W; = (Y}, X;), jossa Y; ja X; kuten MN—esimerkiss.

o Tillsin le = fY1|X1fX1 ja

n
fw (w;0) = fY1|X1 (y1|X1; Q)HinKWi—l-X:’) (yf’Wi_l’Xf;g)
i=2

X fx, (x1; 9)1_[fx,-|w,-,1 (xilwi-1;0) .
=2
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Aineisto w = (wy, ..., w,), vastaava sv W = (W4, ..., W,) ja
fw (w; 0) sen ytf/yptf, jossa 6 tuntematon parametrivektori.

o Kuten jaksossa 2.2,

n

fW (W; 9) = le (Wl; 9) H fWi|Wi—1 (W,'|W,'_1; 9) .
i=2

e Olkoon W; = (Y}, X;), jossa Y; ja X; kuten MN—esimerkiss.

o Tillsin le = fY1|X1fX1 ja

n
fw (w;0) = fyx (ya > Q)ny,|(w,.,1,x,-) (vilwi-1,xi;0)
i=2
X fx, (x1; 9)1_[fx,-|w,-,1 (xilwj_1;0).
i=2

@ Oikealla ehdollinen malli x marginaalimalli.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:

fw (w;0) = fyx (y1|X1?9)HfY,»|(W,-,1,x,-) (yilwi-1,x;6)
=2

1

n
X fx, (x1;0) H W,y (xilwi-1;0) .
=2

]
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:

fw (w;0) = fyx (y1|X1?9)HfY,»|(W,-,1,x,-) (yilwi-1,x;6)
=2

1

n
X fx, (x1;0) H W,y (xilwi-1;0) .
=2

o Parametrivektori 6 esiintyy molemmissa = tilastollista pasttelya ei
voida yleisesti ottaen perustaa pelkdstdan ehdolliseen malliin
menettimattd informaatiota.
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o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:
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=2

o Parametrivektori 6 esiintyy molemmissa = tilastollista pasttelya ei
voida yleisesti ottaen perustaa pelkdstdan ehdolliseen malliin
menettimattd informaatiota.

@ Oletetaan MN—esimerkin mukainen tilanne: 6 = (i, A), jossa A
esiintyy vain marginaalimallissa ja ¢ ehdollisessa mallissa.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:

fw (w;0) = fyx (y1|X1?9)HfY,-|(W,-,1,x,-) (yilwi-1,x;6)
=2

1

n
X fx, (x1; Q)fo,»|w,-_1 (xilwi-1;0) .
=2

o Parametrivektori 6 esiintyy molemmissa = tilastollista pasttelya ei
voida yleisesti ottaen perustaa pelkdstdan ehdolliseen malliin
menettimattd informaatiota.

@ Oletetaan MN—esimerkin mukainen tilanne: 6 = (i, A), jossa A
esiintyy vain marginaalimallissa ja ¢ ehdollisessa mallissa.

@ 1 ei saa riippua A:sta, mutta :n madritelmén yhteydessd on voitu
kdyttda uudelleen parametrointia.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:

fw (w;0) = fyx (y1|X1?9)HfY,-|(W,-,1,x,-) (yilwi-1,x;6)
=2

1

n
X fx, (x1; Q)fo,»|w,-_1 (xilwi-1;0) .
=2

o Parametrivektori 6 esiintyy molemmissa = tilastollista pasttelya ei
voida yleisesti ottaen perustaa pelkdstdan ehdolliseen malliin
menettimattd informaatiota.

@ Oletetaan MN—esimerkin mukainen tilanne: 6 = (i, A), jossa A
esiintyy vain marginaalimallissa ja ¢ ehdollisessa mallissa.

@ 1 ei saa riippua A:sta, mutta :n madritelmén yhteydessd on voitu
kdyttda uudelleen parametrointia.

@ Parametriavaruus on siten ¥ X A
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

@ Kun 1 esiintyy vain ehd. mallissa ja ja A vain marginaalimallissa,
saadaan malliksi

fw (W: P, A) = Fyy i, alxs @) T T fviow,oox) ilwiez, xis )
=2

X fX1 (Xl; /\) H in|Wi—1 (X,'|W,',1; /\) , (IP, )\) c¥ x A.
=2

1
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

@ Kun 1 esiintyy vain ehd. mallissa ja ja A vain marginaalimallissa,
saadaan malliksi

fw (W: P, A) = Fyy i, alxs @) T T fviow,oox) ilwiez, xis )
=2

X fX1 (Xl; /\) H in|Wi—1 (X,'|W,',1; /\) , (IP, )\) c¥ x A.
=2

1

@ Kun mielenkiinto kohdistuu vain ehd. mallin parametriin 1, voidaan
marginaalimalli tulkita parametrista riippumatomaksi vakioksi.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

@ Kun 1 esiintyy vain ehd. mallissa ja ja A vain marginaalimallissa,
saadaan malliksi

n

fw (W: P, A) = Fyy i, alxs @) T T fviow,oox) ilwiez, xis )
=2

X fX1 (Xl; /\) H in|Wi—1 (X,"W,',l; /\) , (IP, )\) c¥ x A.
=2

1

@ Kun mielenkiinto kohdistuu vain ehd. mallin parametriin 1, voidaan
marginaalimalli tulkita parametrista riippumatomaksi vakioksi.

e Tillin paidytadn ehdolliseen uskottavuusfunktioon (ilman vakiota)
n
L) (piw) = Fyy 3, b 9) TT fvijow,ox) (vilwior, xii ),
i=2
johon :aa koskeva paattely voidaan perustaa menettamatta infoa.
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o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:
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=2
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o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:
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=2
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1

o Kuten MN-esimerkissd, x—muuttujat a priori y—muuttujien vaihtelua
selittavid " syymuuttujia”, mutta ei pdinvastoin.

0 October 24, 2011 63 / 129



Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Yleinen tapaus

o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:
fw (Wi 9, A) = fyy i, nxs ) TT frjow,ax) (vilwien, i 9)
=2

X le (Xl; /\) H fX,-|W,-71 (X,'|W,',1; /\) , (¢, )\) ce¥Y x A.
=2

1
o Kuten MN-esimerkissd, x—muuttujat a priori y—muuttujien vaihtelua
selittavid " syymuuttujia”, mutta ei pdinvastoin.

@ "Syymuuttujan” tulkinta ei yhta selked kuin MN-esimerkiss3, sill3
fx, 1w, (xi|lwj_1; A) voi riippua muuttujista yi, ..., yi—1.
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Yleinen tapaus

o Ehdollinen malli x Marginaalimalli:
fw (Wi 9, A) = fyy i, nxs ) TT frjow,ax) (vilwien, i 9)
=2

n
X fx, (x1; 1) H fxw,_, (xilwi—1;A), (¥, A) € ¥ x A
i=2
o Kuten MN-esimerkissd, x—muuttujat a priori y—muuttujien vaihtelua
selittavid " syymuuttujia”, mutta ei pdinvastoin.
@ "Syymuuttujan” tulkinta ei yhta selked kuin MN-esimerkiss3, sill3
fx, 1w, (xi|lwj_1; A) voi riippua muuttujista yi, ..., yi—1.
@ Niin ei ole, jos X,“W,',l g X,"X,',l, X1 = (Xl, ...,X,',l) (i > 2),
jolloin svin X, havainnot voidaan tulkita ehdollisessa mallissa
kiinteiksi selittdviksi muuttujiksi ja marginaalimallin tarkempi
tdsmennys jatetddn usein tekemitts.
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@ Siind kuten useissa muissakin erikoistapauksissa ehdolliset ytf:t
fy,jow;_1,x,) (Vilwi—1,x;; ¢) (tai yptfit) riippuvat vain kiintedsta
maadrdstd vektorin (w,-_1,X,') = (}/1,X1, ...,y;_l,x,-_l,x,-)
komponentteja (esim. vain x;:std ja y;_1:std).
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maadrdstd vektorin (w,-_l,x,') = (}/1,X1, ...,y;_l,x,-_l,x,-)
komponentteja (esim. vain x;:std ja y;_1:std).

o Esitetyt periaatteet eivit rajoitu lineaariseen malliin, vaan ovat
relevantteja myos muissa malleissa, joissa on "selitettdvid” ja
"selittdvid” muuttujia.
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Yleinen tapaus

@ Seuraavassa ehdollista mallia sovelletaan lineaariseen malliin.

@ Siind kuten useissa muissakin erikoistapauksissa ehdolliset ytf:t
fy 1w, _1,%) (yilwj—1, xi; ) (tai yptf:t) riippuvat vain kiintedstd
maadrdstd vektorin (w,-_l,x,') = (}/1,X1, ...,y;_l,x,-_l,x,-)
komponentteja (esim. vain x;:std ja y;_1:std).

o Esitetyt periaatteet eivit rajoitu lineaariseen malliin, vaan ovat
relevantteja myos muissa malleissa, joissa on "selitettdvid” ja
"selittdvid” muuttujia.

@ Esimerkkejd muista malleista ovat epélineaarinen regressiomalli ja
yleistetyn lineaarisen mallin erikoistapaukset (mukaan lukien
tapaukset, jossa y—muuttuja on vektori).
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

@ Oletetaan tilanne ehdollinen malli x marginaalimalli:

fw (Wi, A) = fyy 3, s ) T T fvjow,ox) ilwi-1, xi 9)
=2

x b O ) T how,, (xilwiziiA), (9 A) € ¥ x A
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Sovellus lineaariseen malliin

@ Oletetaan tilanne ehdollinen malli x marginaalimalli:

fw (Wi, A) = fyy 3, s ) T T fvjow,ox) ilwi-1, xi 9)
=2

x b O ) T how,, (xilwiziiA), (9 A) € ¥ x A
=2

@ ja
YiI(Wi 1, X) £ Yi|Z ja Yil(Z=z)~N(ZB.o%),

jossa Z; (p x 1) sisiltdd (W,_1, Xj):n "relevantit” komponentit.
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o Kysymyksessd on siis normaalinen lineaarinen regressiomalli.
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@ Oletetaan tilanne ehdollinen malli x marginaalimalli:

fw (Wi, A) = fyy 3, s ) T T fvjow,ox) ilwi-1, xi 9)
=2

n
x b O ) T how,, (xilwiziiA), (9 A) € ¥ x A
i=2
@ ja

d . _ In 2

Yi[(Wi—1, Xj) = Yi|Zi ja Yi|(Zi=z)~N(z]B.0°),
jossa Z; (p x 1) sisiltdd (W,_1, Xj):n "relevantit” komponentit.

o Kysymyksessd on siis normaalinen lineaarinen regressiomalli.
@ Konkreettisuuden vuoksi tarkastellaan kahta tapausta:

o Z; = (1, X;) eli "tavanomaiseen” regressiomallia ja
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

@ Oletetaan tilanne ehdollinen malli x marginaalimalli:

fw (Wi, A) = fyy 3, s ) T T fvjow,ox) ilwi-1, xi 9)
=2

x b O ) T how,, (xilwiziiA), (9 A) € ¥ x A
i=2
@ ja
YW1, X:) £ YilZi Ja Yi|(Z = z) ~ N (2B.0?),
jossa Z; (p x 1) sisiltdd (W,_1, Xj):n "relevantit” komponentit.
o Kysymyksessd on siis normaalinen lineaarinen regressiomalli.

@ Konkreettisuuden vuoksi tarkastellaan kahta tapausta:

o Z; = (1, X;) eli "tavanomaiseen” regressiomallia ja
o Z; = (1,Y;_1,X;) eli autoregressiivinen aikasarjamalli ulkopuolisin
selittdvin muuttujin (Yg = yp tunnettu vakio).
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

o Koska
YiI(W, 1, X) £ Yi|Z ja Yil(Z =z)~N(ZB.o%),

saadaan ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi (B € RP, 0 > 0)

(2%02)_1/2 exp {—%; (y,- —Z )2} )

L) (B0 w) =

n

i=1
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

o Koska
YiI(W, 1, X) £ Yi|Z ja Yil(Z =z)~N(ZB.o%),

saadaan ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi (B € RP, 0 > 0)

n - 1
L) (B,0%w) = [T (2m0?) Y2 exp {—2 (vi— z,’ﬁ)2} :
i=1 20
o N&hdaan, ettd ehdollinen malli voidaan esittdd myos kdyttden yhtiloa
Yi=ZB+e, i=1,..,n,

jossa €1, ....&n ~ N (0,0%) || ja (Wi_1,X;) || &, i=1,...n
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

o Koska
YiI(W, 1, X) £ Yi|Z ja Yil(Z =z)~N(ZB.o%),

saadaan ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi (B € RP, 0 > 0)

© (B,0%w) = 11 (270?) /7 exp{—212 (v _2;5)2},
i=1 U
o N&hdaan, ettd ehdollinen malli voidaan esittdd myos kdyttden yhtiloa
Yi=ZB+e, i=1,..,n,
jossa er,....en ~ N (0,0%) || ja (W1, Xi) || &, i=1.n

@ Tiama otetaan usein mallin |3htokohdaksi.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

o Mallin ma3arittely voidaan siis perustaa yht&dlosn

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
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Sovellus lineaariseen malliin

o Mallin ma3arittely voidaan siis perustaa yht&dlosn

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
@ Mallin johtaminen ehdollista- ja marginaalimallia kdyttden osoittaa
kuitenkin, mitd satunnaisten selittdjien tapauksessa tdytyy olettaa,

jotta mallia voidaan kayttdsd ajatellulla tavalla.

0 October 24, 2011 67 / 129



Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

o Mallin ma3arittely voidaan siis perustaa yht&dlosn

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
@ Mallin johtaminen ehdollista- ja marginaalimallia kdyttden osoittaa
kuitenkin, mitd satunnaisten selittdjien tapauksessa tdytyy olettaa,

jotta mallia voidaan kayttdsd ajatellulla tavalla.

o Esimerkiksi tapauksessa Z; = (1, X;) oletetaan selittdvat muuttujat
X; usein kiinteiksi perinteisen lineaarisen mallin tapaan.
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o Mallin ma3arittely voidaan siis perustaa yht&dlosn

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
@ Mallin johtaminen ehdollista- ja marginaalimallia kdyttden osoittaa
kuitenkin, mitd satunnaisten selittdjien tapauksessa tdytyy olettaa,

jotta mallia voidaan kayttdsd ajatellulla tavalla.

o Esimerkiksi tapauksessa Z; = (1, X;) oletetaan selittdvat muuttujat
X; usein kiinteiksi perinteisen lineaarisen mallin tapaan.

o T3mi on loogista, jos X;|W;_1 4 Xi|X; 1,
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin

o Mallin ma3arittely voidaan siis perustaa yht&dlosn

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.

@ Mallin johtaminen ehdollista- ja marginaalimallia kdyttden osoittaa
kuitenkin, mitd satunnaisten selittdjien tapauksessa taytyy olettaa,
jotta mallia voidaan kayttdsd ajatellulla tavalla.

o Esimerkiksi tapauksessa Z; = (1, X;) oletetaan selittdvat muuttujat
X; usein kiinteiksi perinteisen lineaarisen mallin tapaan.

o T3mi on loogista, jos X;|W;_1 4 Xi|X; 1,

e mutta ei, jos X; riippuu esimerkiksi satunnaiseksi tulkitusta Y;_q:sta ja
siten myds g;_1:std. Talldin tavanomainen lineaarisen mallin eksakti
jakaumateoria ei pade.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin: Parametrien estimointi

@ Ehdollinen uskottavuusfunktio on muodollisesti samanlainen kuin
tavanomaisessa lineaarisessa mallissa eli

L) (B.0%w) = ()" exp {—202 Y. (vi— 2 )2}.
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Sovellus lineaariseen malliin: Parametrien estimointi

@ Ehdollinen uskottavuusfunktio on muodollisesti samanlainen kuin
tavanomaisessa lineaarisessa mallissa eli

L) (B.0%w) = ()" exp {—202 Y. (vi— 2 )2}.

@ josta ehd. log-uskottavuusfunktio /(e) (,B,O’Q;W) = log L(e) (ﬁ (72;w):

n 1 2
1) (B, 0% w) = _§|0g‘72 _ﬁi; (vi—zB)", BERP, 0> >0.
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Ehdollinen malli ja margnaalimalli

Sovellus lineaariseen malliin: Parametrien estimointi

@ Ehdollinen uskottavuusfunktio on muodollisesti samanlainen kuin
tavanomaisessa lineaarisessa mallissa eli

L) (B.0%w) = ()" exp {—202 Y. (vi— 2 )2}.

@ josta ehd. log-uskottavuusfunktio /(e) (,B,O’Q;W) = log L(e) (ﬁ (72;w):

n

n 1 2
1) (B, 0% w) = _§|0g‘72 _ﬁi; (vi—zB)", BERP, 0> >0.

@ Lineaaristen mallien kurssi = SU—estimaattorit

-1
n n n 1 n R
ﬁ=<ZZfZ/> YZYi ja o= )Y ZIpR
i=1 i=1 j

i=1
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

@ Oletetaan, etti uskottavuusfunktio 6 — L (6;y) on kahdesti
jatkuvasti derivoituva jokaisella y. [/ (6;y) = logL (6;y)]
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Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

@ Oletetaan, etti uskottavuusfunktio 6 — L (6;y) on kahdesti
jatkuvasti derivoituva jokaisella y. [/ (6;y) = logL (6;y)]

o Pistemaarifunktio tai pistemaard on
d 0 0
(013) 1= 31 69) = (501 (69). 51 (0y))

e Havaittu informaatio(matriisi)

92 92 d
J(0y) = —W/(f);ﬁ = [_MI(Q;y)]
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio
@ Oletetaan, etti uskottavuusfunktio 6 — L (6;y) on kahdesti
jatkuvasti derivoituva jokaisella y. [/ (6;y) = logL (6;y)]
o Pistemaarifunktio tai pistemaard on

(013) 1= 31 69) = (501 (69). 51 (0y))

e Havaittu informaatio(matriisi)
82 a2 d
J(8y) == —W/(Qvﬁ = [_8@,89[,/(9’3')]

e Fisherin informaatio(matriisi)
2

2000’ 7 Y)}

jossa odotusarvon darellisyys sisdltyy méaaritelmaan.

7(0) ::E[j(G;Y)]:E[
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

o Log-uskottavuusfunktiolle todettu summaesitys (c (y) = 1)

1(6;y) = i'og fici(vii0), fo(y1:0) = fy, (y1;0)
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o Log-uskottavuusfunktiolle todettu summaesitys (c (y) = 1)

1(6;y) = i'og fici(vii0), fo(y1:0) = fy, (y1;0)

o Siis, pistemdird s (6;y) = 9/ (6;y) /96 voidaan kirjoittaa

s(0y) = i ui (8:yi), ui (0 yi) = ;9 log fi—1 (yi:0).

i=1
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o Log-uskottavuusfunktiolle todettu summaesitys (c (y) = 1)

1(6;y) = i'og fici(vii0), fo(y1:0) = fy, (y1;0)

o Siis, pistemdird s (6;y) = 9/ (6;y) /96 voidaan kirjoittaa

n

s(@y) =) u(0y), u(biy)= 389 log fi—1 (yi: 0) -

i=1
@ Vastaavasti havaittu informaatio
n 2
0;y)=— —— logfi_1(y;; 0
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

o Log-uskottavuusfunktiolle todettu summaesitys (c (y) = 1)

1(6;y) = i'og fici(vii0), fo(y1:0) = fy, (y1;0)

o Siis, pistemdird s (6;y) = 9/ (6;y) /96 voidaan kirjoittaa

n

s(@y) =) u(0y), u(biy)= 389 log fi—1 (yi: 0) -

i=1
@ Vastaavasti havaittu informaatio
n 2
0;y)=— —— logfi_1(y;; 0

@ ja Fisherin informaatio
2

n 0
Z0)=—-) E|——logfi_1(Y;;0)
LE | 5000
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio
o Tilastollisen p&attelyn kurssilla on todettu, ettd ns. sdanndllisissa

malleissa pistem&irin s (6;Y) odotusarvo on nolla eli

E[s(6;Y)] =0
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o Tilastollisen p&attelyn kurssilla on todettu, ettd ns. sdanndllisissa
malleissa pistem&irin s (6;Y) odotusarvo on nolla eli

E[s(6;Y)] =0

@ ja kovarianssimatriisi on Fisherin informaatiomatriisi Z () eli

Cov[s(6;Y)] =E[s(6;Y)s(6;Y)] =Z(9).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

o Tilastollisen p&attelyn kurssilla on todettu, ettd ns. sdanndllisissa
malleissa pistem&irin s (6;Y) odotusarvo on nolla eli

E[s(6;Y)] =0

@ ja kovarianssimatriisi on Fisherin informaatiomatriisi Z () eli
Cov[s(6;Y)] =E[s(6;Y)s(6;Y)] =Z(9).

@ Lisdksi, Fisherin informaatiomatriisin avulla voidaan vastata

kysymykseen kuinka tarkasti mallin parametria 6 tai sen funktiota
voidaan estimoida.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

o Informaatioepayhtils: Parametrivektorin 8 mille tahansa
harhattomalle estimaattorille T = t (Y) patee

Var (a'T) = a'Cov (T)a > dT (0) 'a kaikilla a € RY
tai

Cov(T)—Z(6) >0 (posit. semidefiniitti).
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Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&arafunktio ja informaatio

o Informaatioepayhtils: Parametrivektorin 8 mille tahansa
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o Informaatioepayhtils: Parametrivektorin 8 mille tahansa
harhattomalle estimaattorille T = t (Y) patee

Var (a'T) = a'Cov (T)a > dT (0) 'a kaikilla a € RY
tai
Cov(T)—Z(6) >0 (posit. semidefiniitti).

o Jos epayhtilsn paikalla on yhtils, patee Cov (T) =7 ()" ja
estimaattori T on tdystehokas.

@ SU-estimaattori on todettu taystehokkaaksi "suurissa otoksissa” ja
"riittdvien saanndllisyysehtojen vallitessa”, silla tilloin

b~ N (9,2(9)—1).

0 October 24, 2011 72 / 129



Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

o Ositetaan mallin fy (y; 0) parametrivektori kahteen (mahdollisesti
vektoriarvoiseen) komponenttiin: 8 = (i, A).
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o Ositetaan mallin fy (y; 0) parametrivektori kahteen (mahdollisesti
vektoriarvoiseen) komponenttiin: 8 = (i, A).

o Kuten tilastollisen paattelyn kurssilla, ovat parametrit ¢ ja A
maaritelmdn mukaan ortogonaalisia, jos Fisherin informaatiomatriisi

[Ty (®) Ty (0)
ZO=| T 6) 1o

on lohkodiagonaalinen.
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Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

o Ositetaan mallin fy (y; 0) parametrivektori kahteen (mahdollisesti
vektoriarvoiseen) komponenttiin: 8 = (i, A).

o Kuten tilastollisen paattelyn kurssilla, ovat parametrit ¢ ja A
maaritelmdn mukaan ortogonaalisia, jos Fisherin informaatiomatriisi

Zyy (0) I, /\(9>]
7(0) = Yy &
() [I)up (8) Zar (9)
on lohkodiagonaalinen.
@ Toisin sanoen, ortogonallisuus patee, kun
82

Ipr (0) =Zyr () =E [—W/ (B;Y)] =0.
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

@ Parametrien ortogonalisuus on hyddyllinen ominaisuus, silld sen
voimassa ollessa parametreja ¢ ja A koskevat estimointi- ja
testaustarkastelut ovat (suurissa otoksissa) likimain riippumattomia.

0 October 24, 2011 74 / 129



Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

@ Parametrien ortogonalisuus on hyddyllinen ominaisuus, silld sen
voimassa ollessa parametreja ¢ ja A koskevat estimointi- ja
testaustarkastelut ovat (suurissa otoksissa) likimain riippumattomia.

@ Intuitiivisesti: Parametria A koskevat padtelmit ovat eivat vaikuta
parametria § koskeviin paatelmiin (ja pdinvastoin).

0 October 24, 2011 74 / 129



Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

@ Parametrien ortogonalisuus on hyddyllinen ominaisuus, silld sen
voimassa ollessa parametreja ¢ ja A koskevat estimointi- ja
testaustarkastelut ovat (suurissa otoksissa) likimain riippumattomia.

@ Intuitiivisesti: Parametria A koskevat padtelmit ovat eivat vaikuta
parametria § koskeviin paatelmiin (ja pdinvastoin).
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haittaparametri.
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Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

@ Parametrien ortogonalisuus on hyddyllinen ominaisuus, silld sen
voimassa ollessa parametreja ¢ ja A koskevat estimointi- ja
testaustarkastelut ovat (suurissa otoksissa) likimain riippumattomia.

@ Intuitiivisesti: Parametria A koskevat padtelmit ovat eivat vaikuta
parametria § koskeviin paatelmiin (ja pdinvastoin).

@ Usein toinen parametreista kiinnostava ja toinen kiusa- tai
haittaparametri.

o Ortogonaalisuuden miasritelmas kayttden ndhddin helposti, etts
ehdollisen mallin ja marginaalimallin parametrit ¢ ja A ovat
ortogonalliset (perustelu jatetdan tehtaviksi).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

@ Edelld tarkastellun lineaarisen mallin uskottavuusfunktio on

L9 (ot = ) Pow | | (pewe

josta log-uskottavuusfunktio

n

c n 1 2
/( )(ﬁ,az;w) :—ElogUQ—ﬁ;(y;—zf )"
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Parametrien ortogonaalisuus

@ Edelld tarkastellun lineaarisen mallin uskottavuusfunktio on
(¢) 2. 2\ —n/2 1 ¢ 12)2 p 2
L (B,0%w) = (6?) " exp —ﬁZ(y,-—z,ﬁ) (BERP, o
josta log-uskottavuusfunktio

n

c n 1 2
/( )(ﬁyaz;w) :—ElogUQ—ﬁZ(yi—z,{ ) :

i=1
@ Derivointi:
9 4 (B.o%w) = iiz.(y._ ')
ap T 0'2,.:1' ! !
9 n 1 <& 2
gzl (Botw) = st 5 L - 2ip)
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Sddnndlliset mallit

o Jatkuva malli fy (y;0), 0 € © C RY, on sdannéllinen, jos (V n > 1):
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o Jatkuva malli fy (y;0), 0 € © C RY, on sdannéllinen, jos (V n > 1):
o (a) jakauman alusta eli joukko A = {y: fy (y;6) > 0} ei riipu 8:sta,
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o Jatkuva malli fy (y;0), 0 € © C RY, on sdannéllinen, jos (V n > 1):
o (a) jakauman alusta eli joukko A = {y: fy (y;6) > 0} ei riipu 8:sta,
o (b) funktiolla 6 — fy (y; 0) on jatkuvat 2. os. derivaatat jokaisella y,

@ (c) aina kun T = t(Y) on tunnusluku, jolle Eg (T) on olemassa
kaikilla 8, patee

a%a/t()/) fy (y;0) dy:/t(y)%fy (y;0)dy, a=1,...4d,
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Sddnndlliset mallit

o Jatkuva malli fy (y;0), 0 € © C RY, on sdannéllinen, jos (V n > 1):
o (a) jakauman alusta eli joukko A = {y: fy (y;6) > 0} ei riipu 8:sta,
o (b) funktiolla 6 — fy (y; 0) on jatkuvat 2. os. derivaatat jokaisella y,

@ (c) aina kun T = t(Y) on tunnusluku, jolle Eg (T) on olemassa
kaikilla 8, patee

a%a/t()/) f (y:0) dy:/t(y)%fy (y;0)dy, a=1,..,d,
e ja
02 52
(d) s | %0 dy= [ ek (o) dy, ab=1..d
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&&drian ominaisuuksia

o Kiytetdan merkintojd s, (6;y,) =9l (6;y,) /90 ja Z,(0).
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Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&&drian ominaisuuksia

o Kiytetdan merkintojd s, (6;y,) =9l (6;y,) /90 ja Z,(0).
@ Lause 2.1. Jos malli on s3dannéllinen, niin

o (i) Eg[sn (6;Yn)] =0 kaikilla n > 1 ja
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&&drian ominaisuuksia

o Kiytetdan merkintojd s, (6;y,) =9l (6;y,) /90 ja Z,(0).
e Lause 2.1. Jos malli on sdanndllinen, niin
o (i) Eg[sn (6;Yn)] =0 kaikilla n>1 ja

o (ii) Eg[sn (6:Yn)[Yn_1] = sp_1 (6; Y_1) kaikilla n > 2, ja
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&&drian ominaisuuksia

o Kiytetdan merkintojd s, (6;y,) =9l (6;y,) /90 ja Z,(0).
e Lause 2.1. Jos malli on sdanndllinen, niin

o (i) Eg[sn (6; Y,)] = 0 kaikilla n > 1 ja

o (ii) Eg[sn (0:Yn) [Yn_1] = sp_1 (6;Y,_1) kaikilla n > 2, ja

o (i) Covg[sn (0;Yn)] =Zs(0).
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Uskottavuuspaattelya

Uskottavuusfunktio ja SU—estimaattori: Pistem&&drian ominaisuuksia

o Kiytetdan merkintojd s, (6;y,) =9l (6;y,) /90 ja Z,(0).
e Lause 2.1. Jos malli on sdanndllinen, niin
o (i) Eg[sn (6; Y,)] = 0 kaikilla n > 1 ja
o (ii) Eg[sn (0:Yn) [Yn_1] = sp_1 (6;Y,_1) kaikilla n > 2, ja
o (iii) Covg [sn (6;Yn)] =T, (0).

o (ii) ja (iii) = jono s, (0;Y,) = Y71 uj (6; Y;) on martingaali ja
ui (8;Y;) =0dlogfi_1 (Yi;0) /08 on MD (n=1,2,...)

informaatiojoukon Y, = (Y1, ..., Y,) suhteen.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus

o Tarkasteltaessa tarkentuvuutta yleisessi SU—kehikossa otettava
kayttoon merkinta 6y "todelliselle” parametriarvolle.
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@ Ts., Oy on se parametriavaruuden @ piste, joka vastaa aineiston
tuottanutta todennikdisyysmekanismia.

e 0 esiintyy mallissa fy, (y,;6) "vapaana” muuttujana ja kuvaa
mahdollisia vaihtoehtoisia parametriarvoja.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus

o Tarkasteltaessa tarkentuvuutta yleisessi SU—kehikossa otettava
kayttoon merkinta 6y "todelliselle” parametriarvolle.

@ Ts., Oy on se parametriavaruuden @ piste, joka vastaa aineiston
tuottanutta todennikdisyysmekanismia.

e 0 esiintyy mallissa fy, (y,;6) "vapaana” muuttujana ja kuvaa
mahdollisia vaihtoehtoisia parametriarvoja.

@ Aineistoa vastaavan sv:n Y, oletetaan noudattavan mallia
fy, (¥n: 00), johon kaikki todennikdisyyspaatelmit perustuvat.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori

@ Tarkastellaan lineaarista mallia

Y, =2Z/B+e¢, 81,...,8,-,NN(0,0'2) [

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori

@ Tarkastellaan lineaarista mallia
Y,=ZB+e, e, ...en~N(0,0%) | |

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
@ Parametrin B SU-estimaattori on PNS—estimaattori

-1
n n

p= (ZZ/'Z/> Y. ZiYi,
i=1 i=1
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori
@ Tarkastellaan lineaarista mallia

Y, =2Z/B+e¢, 81,...,8,-,NN(0,0’2) | .

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
@ Parametrin B SU-estimaattori on PNS—estimaattori

-1
n n

p= (ZZ/'Z/> Y. ZiYi,
i=1 i=1

@ joka voidaan kirjoittaa (téssd S on todellinen parametriarvo)
n -1, 10 -1 10
B= (Z z,-z,’) Y. ZiYi=B+ (n ) Z,-Z,-’) - Y Ze.
i=1 i=1 i=1 i=1
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori

@ Oletetaan
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@ Oletetaan

° % ", ZZ P, Q, Q ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti

1yvn P
° ;Li-14i&i — 0.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori

@ Oletetaan

° % ", ZZ P, Q, Q ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti

1yvn P
° ;Li-14i&i — 0.

o Nami patevit, kun {Z;}°2, on esimerkiksi iid tai yleisemmin
m—riippuva ja E(Z;",-) < C < oo kaikilla a ja i.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori

@ Oletetaan
° % ;7:1 Z,-Z,-’ LA Q, Q@ ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti
o % ?:1 Z,'E,' £> 0.
o Nami patevit, kun {Z;}°2, on esimerkiksi iid tai yleisemmin
m-riippuva ja E(Z2;) < C < oo kaikilla a ja i.
o Tillgin,

B on tarkentuva eli B2 B.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: PNS—estimaattori

Oletetaan

° % ;7:1 Z,-Z,-’ LA Q, Q@ ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti

1vn P
o L li=1 Z,'E,' — 0.

o Nami patevit, kun {Z;}°2, on esimerkiksi iid tai yleisemmin
m—riippuva ja E(Z;",-) < C < oo kaikilla a ja i.

Talloin,
B on tarkentuva eli B2 B.
e Ei vaadi normaalisuusoletusta, joten riitt3a, etts {Sf};'il iid—jono,

jolla E(g;) = 0 ja E(e?) = 0% < c0.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

o Kaksi yleisluonteista riittivas ehtoa SUE:n @, tarkentuvuudelle
(fo (y1;0) = fvy (v1;9)).
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Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

o Kaksi yleisluonteista riittivas ehtoa SUE:n @, tarkentuvuudelle
(fo (y1;0) = fvy (v1;9)).

o (i) n U, (6;Y,) =n 1Y logfi 1 (Y;;0) 5 7(0) tasaisesti O:ssa.
e Tulkitaan /(6) = limp_e %Z?:l Eflogfi—1 (Yi;0)].

e Ts., "suurilla” havaintomd&arilld ja todennidkaisyydelld, joka on ldhes
yksi, n711, (6;Y,) on "lshells” rajafunktiota 7(6) eika "lsheisyys”
riipu siitd mikd parametriarvo on kysymyksessa.
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Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

o Kaksi yleisluonteista riittivas ehtoa SUE:n @, tarkentuvuudelle
(fo (y1;0) = fvy (v1;9)).

o (i) n U, (6;Y,) =n 1Y logfi 1 (Y;;0) 5 7(0) tasaisesti O:ssa.
- 1
e Tulkitaan /(0) = limpe = Y1 E[log fi_1 (Yi;0)].
n
e Ts., "suurilla” havaintomd&arilld ja todennidkaisyydelld, joka on ldhes

yksi, n711, (6;Y,) on "lshells” rajafunktiota 7(6) eika "lsheisyys”
riipu siitd mikd parametriarvo on kysymyksessa.

o Tilldin intuitiivisesti n~ 11, (6;Y):n maksimipiste 0, konvergoi
stokastisesti kohti / (6):n yht3 ainoaa maksimipistettd, jos sellainen on.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

o Kaksi yleisluonteista riittdvda ehtoa SUE:n 9,, tarkentuvuudelle
(fo (v1:0) = fr, (11:0)).
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Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

o Kaksi yleisluonteista riittdvda ehtoa SUE:n 9,, tarkentuvuudelle
(fo (v1:0) = fr, (11:0)).

o (i) n U, (6;Y,) =nt X" logfi 1 (Y;;0) 5 7(0) tasaisesti @:ssa.

o Tallgin intuitiivisesti n=1/, (0; Y,):n maksimipiste 0, konvergoi
stokastisesti kohti / (6):n yhts ainoaa maksimipistetts, jos sellainen
on.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

Kaksi yleisluonteista riittavad ehtoa SUE:n 9,, tarkentuvuudelle
(fo (v1:0) = fr, (11:0)).

(i) 07, (6;Y,) = n 1Y log fi 1 (Y5;0) 2 7(6) tasaisesti @:ssa.

Tallsin intuitiivisesti n=1/, (0; Y,):n maksimipiste 0, konvergoi
stokastisesti kohti / (6):n yhts ainoaa maksimipistetts, jos sellainen
on.

(ii) Asetetaan ehto, joka takaa, ettd rajafunktiolla on yksikisitteinen
maksimi todellisessa parametriarvossa 6.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

Kaksi yleisluonteista riittavad ehtoa SUE:n é,, tarkentuvuudelle
(fo (v1:0) = fr, (11:0)).

(i) 07, (6;Y,) = n 1Y log fi 1 (Y5;0) 2 7(6) tasaisesti @:ssa.

Tallsin intuitiivisesti n=1/, (0; Y,):n maksimipiste 0, konvergoi
stokastisesti kohti / (6):n yhts ainoaa maksimipistetts, jos sellainen
on.

(ii) Asetetaan ehto, joka takaa, ettd rajafunktiolla on yksikisitteinen
maksimi todellisessa parametriarvossa 6.

T3alloin tarkentuvuus seuraa.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

Lause 2.2. Olkoon 7: ® — R ei-satunnainen funktio. Oletetaan, etti

1 -
e (i) ;ln (0:Y,) £ 7(0) tasaisesti joukossa @ ja
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Tarkentuvuus: Yleinen tapaus
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Lause 2.2. Olkoon /: ® — R ei-satunnainen funktio. Oletetaan, etti
1 -
o (i) =/, (0;Y,) 2 7(0) tasaisesti joukossa @ ja
n
o (ii) jokaisella e > 0, supjg_g,|>c/(6) <T(60o).

o Tilldin SU-estimaattori on tarkentuva eli 9,, LA 0o.

e Huom.: Mallin sadnnollisyytta ei vaadita.
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Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

@ Oletusten yleisluonteisuuden vuoksi tarkentuvuustuloksen merkitys on
pitkilti periaatteellinen.
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Tarkentuvuus: Yleinen tapaus

@ Oletusten yleisluonteisuuden vuoksi tarkentuvuustuloksen merkitys on
pitkilti periaatteellinen.

o (i) n U, (6;Y,) =ntX"  logfi 1 (Y;;0) 5 7(0) tasaisesti @:ssa.

o Todetaan konkreettisissa tilanteissa soveltamalla jotain useista
tasaisista SLL:sta — ei valttamatta yksinkertaista.

o Toisaalta tasaisia SLL:ja on esitetty usein erilaisin oletuksin sallien
havaintojen riippuvuus ja jakaumien heterogeenisuus.

o (ii) jokaisella & > 0, supjg_g,>c(6) < T(60).

o Takaa, etts funktiolla 7 on yksikisitteinen maksimi pisteesss 6.

e Voidaan tulkita parametria 6 koskevaksi identifiointiehdoksi.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus

@ Kun SU-estimaattorin tarkentuvuus on todettu, voidaan
asymptoottinen normaalisuus osoittaa kdyttden pistemdaran Taylorin
kehitelma3i tai viliarvolausetta.
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asymptoottinen normaalisuus osoittaa kdyttden pistemdaran Taylorin
kehitelma3i tai viliarvolausetta.

@ Tam4 vaatii uskottavuusfunktion toisten derivaattojen olemassaolon,
joka seuraa mallin oletetusta sdannéllisyydests (jakso 2.3).

o Keskeinen elementti SU—estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden
osoittamisessa on sdannollisyydestd seuraava pistemadrdn
martingaaliominaisuus (ks. Lause 2.1), joka sopivin lisdehdoin
mahdollistaa martingaalien KRL:een soveltamisen (ks. Lause 1.6).
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Asymptoottinen normaalisuus

@ Kun SU-estimaattorin tarkentuvuus on todettu, voidaan
asymptoottinen normaalisuus osoittaa kdyttden pistemdaran Taylorin
kehitelma3i tai viliarvolausetta.

@ Tam4 vaatii uskottavuusfunktion toisten derivaattojen olemassaolon,
joka seuraa mallin oletetusta sdannéllisyydests (jakso 2.3).

o Keskeinen elementti SU—estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden
osoittamisessa on sdannollisyydestd seuraava pistemadrdn
martingaaliominaisuus (ks. Lause 2.1), joka sopivin lisdehdoin
mahdollistaa martingaalien KRL:een soveltamisen (ks. Lause 1.6).

@ PNS-estimaattoria koskeva esimerkki havainnollistaa yleisessi
tapauksessa vaadittavia tarkasteluja.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: PNS—estimaattori

@ Tarkastellaan lineaarista mallia
Yi=2ZB+e, €,..ea~N(0,0%) | ,
jossa (W;_1, X;) || & jasiten Z; ||

g kaikilla i =1, ..., n.
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@ Tarkastellaan lineaarista mallia
Yi=2ZB+e, €,..ea~N(0,0%) | ,
|

jossa (W;_1, X;) l € jasiten Z; || ¢ kaikillai=1,...,n

o Malliyht&lostad seuraa o
_ — n
Vap—p) = (Y0, 22l) Y Zes
jossa oletetaan jilleen
n—1 Yy Z,-ZI-’ £, Q, Q@ ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti

o Kun E(]Z;,|) < ), on {Z;e;}>>; on MD—jono (ks. HT 3.1) ja
voidaan olettaa (ks. lause 1.6)

0 October 24, 2011 86 / 129



SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: PNS—estimaattori

@ Tarkastellaan lineaarista mallia
Yi=2ZB+e, €,..ea~N(0,0%) | ,
|

jossa (W;_1, X;) l € jasiten Z; || ¢ kaikillai=1,...,n

o Malliyht&lostad seuraa o
Vap—p) = (Y0, 22l) Y Zes
jossa oletetaan jilleen
n—1 Yy Z,-ZI-’ £, Q, Q@ ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti
o Kun E(]Z;,|) < ), on {Z;e;}>>; on MD—jono (ks. HT 3.1) ja
voidaan olettaa (ks. lause 1.6)

o 12y 76 9N (0,02Q)
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: PNS—estimaattori

@ Tarkastellaan lineaarista mallia
\/I:Zl/,B—i_glv 811---1€nN ( ) H
K

jossa (W;_1, X;) l g ja siten Z; |7 i kaikillai=1,...,n
o Malliyht&lostad seuraa

Vap—p) = (Y0, 22l) Y Zes

jossa oletetaan jilleen
n—1 Yy Z,-ZI-’ £, Q, Q@ ei-satunnainen ja positiivisesti definiitti
o Kun E(]Z;,|) < ), on {Z;e;}>>; on MD—jono (ks. HT 3.1) ja
voidaan olettaa (ks. lause 1.6)
o 12y 76 9N (0,02Q)
@ Saadaan tulos
~ d _
Vn(B—p) = N(0,7Q7")
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Aineistoa vastaava sv Y, noudattaa jilleen mallia fy, (y,; 60).
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Aineistoa vastaava sv Y, noudattaa jilleen mallia fy, (y,; 60).
o Pistemaidrs s, (0;y,), havaittu info J, (6;y,), Fisherin info Z, (0):

d
52(05,) = oh(0:y,) (dx1)
on(0iy) = b (0y,) (a=1,...d)
a,n ’yn - aaa n 1yn - 4,...,
0 0 0
ﬁSa,n 0y, = Esa,n 0;y,) -+~ Esa',, (0;y,)| (1xd)

Z,(0) = Eo[TJn(0;Yn)] = —Eg [0*],(6;Y,) /060']
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@ Aineistoa vastaava sv Y, noudattaa jilleen mallia fy, (y,; 60).
o Pistemaidrs s, (0;y,), havaittu info J, (6;y,), Fisherin info Z, (0):

0
51(0:9,) = 5 (By,) (dx1)
on(0iy) = b (0y,) (a=1,...d)
a,n ’yn - aaa n 1yn - 4,...,
0 0 0
86/53”(9 yn) = 90, San<9 Yn) Esav” (G;yn) (1 X d)

Z,(0) = Eo[TJn(0;Yn)] = —Eg [0*],(6;Y,) /060']

° %sa,n (0;y,) = matriisin 921, (8;y,) /900" = -7, (0;y,) a. rivi.
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Aineistoa vastaava sv Y, noudattaa jilleen mallia fy, (y,; 60).
o Pistemaidrs s, (0;y,), havaittu info J, (6;y,), Fisherin info Z, (0):

s (6:,) = (@) (dx1)
san(0;y,) = 889‘_,1" 0;y,) (a=1,..,d)
J Sa,n (9 y,,) = J S5 San (9 Yn) isa,n (G;Yn) (1 X d)

o6’ 061 004

Z,(0) = Eo[TJn(0;Yn)] = —Eg [0*],(6;Y,) /060']

° %sa,n (0;y,) = matriisin 921, (8;y,) /900" = -7, (0;y,) a. rivi.

@ Parametriavaruuden ® C IR? oletetaan olevan avoin ja konveksi, mika

takaa tarvittavan viliarvolauseen soveltamisen.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Usean muuttujan funktion viliarvolause =

A 0 - A
Sa,n(en;Yn) = San (QO;Yn) + wsa,n (Ga,n;Yn) (Gn _GO)v a=1,..4d,

jossa

Oon =Cabn+(1—c2)60, 0<c, <1, a=1,...d.
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~ ) _ ~
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jossa
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0 October 24, 2011 88 / 129



SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Usean muuttujan funktion viliarvolause =

~ ) _ ~
Sa,n(gn;Yn) = Sa,n (QO;Yn) + wsa,n (Ga,n;Yn) (Gn _GO)v a=1,...d,

jossa
Oon =Cabn+(1—c2)60, 0<c, <1, a=1,...d.
e Vilipisteille 8, , (jotka satunnaisia) patee

Héa,n _90H < Hén —QOH, a=1,..4d.

o Oletus 8, > 6y =0,, > 6, (HT 1.1)
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

Sn(én;Yn) = Sp (90;Yn) - jn (én;Yn) (9n - 90). (*)
jossa
In (Qn;Yn) n a. rivi=J, (Qa,n;Yn) N a. rivi

eli matriisin 7, (én;Y,,) eri riveilld on eri vilipisteet.
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

50 (00 Y0n) =50 (00;Y0) — Tn (80 Y0) (8, —60), (%)
jossa

In (én;Yn) n a. rivi=J, (Qa,n;Yn) N a. rivi
eli matriisin J, (én;Y,,) eri riveilld on eri vilipisteet.

@ SUE:n 8, oletettu olemassaolo = s,,(@,,;Y,,) =0.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

50 (00 Y0n) =50 (00;Y0) — Tn (80 Y0) (8, —60), (%)
jossa
In (én;Yn) n a. rivi=J, (Qa,n;Yn) N a. rivi
eli matriisin J, (én;Y,,) eri riveilld on eri vilipisteet.
@ SUE:n 8, oletettu olemassaolo = sn(én;Yn) =0.

o Jos oletetaan J, (8,;Y,) epiasingulaariseksi, saadaan ():st3

V(B — 60) = <1J (én;vn)) L 00v)
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

° \ﬁ(én - 90) = (%jn (én;Yn))il %sn (QO;Yn) -
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

~ =

° \ﬁ(gn - 90) = (%jn (én;Yn))il %sn (QO;Yn) -

e Jn (9,,;Y,,):n a. rivi = J, (éa,n;Yn):n a. rivi
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

° n(én - 90) = (%jn (én;Yn))il \%sn (QO;Yn) -
o J, (én;Y,,):n a. rivi = J, (éa,n;Yn):n a. rivi
1y 92

° %jn ((_93,,7;Y,,) = =5 Li-1 3050 log fi_1 (Y,-;@a,,,) on otoskeskiarvo,

n

johon tavoitteena soveltaa SLL:ia.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

° \ﬁ(én - 90) = (%jn (én;Yn))il \%sn (QO;Yn) -
o J, ((;,,;Y,,):n a. rivi = J, (éa,n;Yn):n a. rivi
_ 1y

ljn ( a,n ) = i1 aeae, log fi_1 (Y,-;f_)a,,,) on otoskeskiarvo,

n

johon tavoitteena soveltaa SLL:ia.

@ Koska argumentti 93,,, on satunnainen, tarvitaan skaalatulle havaitulle
informaatiomatriisille 1.7, (6;Y,) tasainen SLL (vrt. Lause 1.5).
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Oletetaan

%jn (0;Y,) 2 Z(0) tasaisesti joukossa ©,

jossa
jim 17 0) = lim lzn:E I (Y:;0)
n—oo 1 n - ”_’oon,-zl 8989/ gli—1 i

— lim 2E[7, (6:Y,)] =1 (6), 0 €O,

n—oo N
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Oletetaan

pel (0;Y,) 2 Z(0) tasaisesti joukossa ©,

. 1 ] 1 n 82
lim =Z,(0) = nlinm;;E —ngfi—l (Yi;0)

— lim 2E[7, (6:Y,)] =1 (6), 0 €O,

n—oo N

@ ja raja-arvon olemassaolo oletetaan.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Oletetaan

pel (0;Y,) 2 Z(0) tasaisesti joukossa ©,

. 1 ] 1 n 82
lim =Z,(0) = nlinm;;E —ngfi—l (Yi;0)

— lim 2E[7, (6:Y,)] =1 (6), 0 €O,

n—oo N

@ ja raja-arvon olemassaolo oletetaan.

e Samoin Z (6):n jatkossa tarvittava jatkuvuus ja positiivisdefiniittisyys
(ja siten epidsingulaarisuus) pisteesss 6.
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

° ﬁ(én - 90) = (%jn (én;Yn))_l \%Sn (GO;Yn) .

0 October 24, 2011 92 / 129



SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

° ﬁ(én - 90) = (%jn (én;Yn))_l \%Sn (GO;Yn) .

@ 5,(00;Y,) =Y7_1 ui(00;Y;) on martingaali (Lause 2.1) ja (ks.
(2.23))

Covg, [”_1/25n (GO;Yn):| =n17, (6p) = n~! x Fisherin info (60)
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

° ﬁ(@n - 90) = (%jn (én;Yn))_l \%Sn (GO;Yn) .

@ 5,(00;Y,) =Y7_1 ui(00;Y;) on martingaali (Lause 2.1) ja (ks.
(2.23))

Covg, [”_1/25n (GO;Yn):| =n17, (6p) = n~! x Fisherin info (60)

@ Kun MD-jonon u; (90;Y,-), i > 1, oletetaan toteuttavan Lauseen 1.6
ehdot (i) ja (ii), saadaan

\%s,, (60:Yn) L N(0,Z(60)), Z(6)= lim %I,, (6).
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Oletukset
1 -
;j,, (0;Y,) 2 7 (0) tasaisesti joukossa ©, (2.30)
'Y

lim —E[J,(6;

n—oo N

\;s,, (60:Ys) N (0,7 (6p)) (232)

)] =Z(), 6€0@. (2.31)
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Oletukset
1 -
;j,, (0;Y,) 2 7 (0) tasaisesti joukossa ©, (2.30)

lim —E[J,(6;Y,)] =T (0), 6 0. (2.31)

n—oo N

\;s,, (60:Ys) N (0,7 (6p)) (232)

e Lause 2.3. Olkoon fy, (y,:0), 0 € ©, sidnndllinen ja ® avoin ja
konveksi. Oletetaan, (2.30), (2.31) ja (2.32) ja ettd Z (6) on
positiivisesti definiitti ja jatkuva pisteessi 6. Jos SU—estimaattori 6,
on lisdksi tarkentuva, niin

ﬁ(én—eo)im(o,j(eo)‘l) ja n (0, Ys) B T (6).
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

V@, —8) % N (o,f(ao)*l)
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

V@, —8) % N (o,f(ao)*l)

@ iid—tapauksessa
2

- 1 d
Z(6p) = nleoo - Y E [ 3090’ log fi—1 (Yi; 9)]
i=1

a2
= E log fy, (Y1;6
|: 8080/ Og Yl( 1 ):|

on yksittdisen havainnon Fisherin informaatio.
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Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

V@, —8) % N (o,f(eo)*l)

@ iid—tapauksessa
2

- 1 d
Z(6p) = nleoo - Y E [ 3090’ log fi—1 (Yi; 9)]
i=1

20060’

on yksittdisen havainnon Fisherin informaatio.

= E[ - log fy, (Yi; 9)]

@ Yleisesti, Z (6p) on "keskimairsinen” Fisherin informaatioksi.

@ Lauseen 2.3 tulos osoittaa SU—estimaattorin asymptoottisen
taystehokkuuden.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

ﬁ(én—eo)iN(oj(eo)*l) ja 1@ Y BT (80) .

@ As. jakauman kovarianssimatriisin f(()o)*l tarkentuva estimaattori
saadaan kdantamalld skaalattu havaittu informaatiomatriisi
”_ljn(en; Yn)

o Tita tulosta voidaan kdyttdd SU—estimaattorin 0, komponenttien
keskivirheiden laskemisessa tavanomaiseen tapaan.

0 October 24, 2011 95 / 129



SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Lauseen 2.3 merkitys on oletusten yleisluonteisuuden vuoksi pitkalti
periaatteellinen.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Lauseen 2.3 merkitys on oletusten yleisluonteisuuden vuoksi pitkalti
periaatteellinen.

@ Konkreettisissa tilanteissa oletetut konvergenssit taytyy tarkistaa
kdyttden tarkasteltavan mallin erityispiirteitd ja oletuksia.

@ Yleensid hankalin on tarkistaa tasaista SLL:ia koskeva konvergenssi
1 p = L
~Jn(0;Y,) = Z(0) tasaisesti joukossa ©.
n
o Teknisia yksityiskohtia olennaisempaa on kuitenkin ymmartaa
SU—estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden todistamisessa

kdytettdvat perusideat niiden toimiminen tapauksissa, joissa
havainnot eivat ole riippumattomia ja samoin jakautuneita.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Parametriavaruuden avoimuutta ja konveksisuutta ei valttamatta
tarvita, mutta kdytetty viliarvolause vaatii, ettd todellinen
parametriarvo 0y on parametriavaruuden sisipiste.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Yleinen tapaus

@ Parametriavaruuden avoimuutta ja konveksisuutta ei valttamatta
tarvita, mutta kdytetty viliarvolause vaatii, ettd todellinen
parametriarvo 0y on parametriavaruuden sisipiste.

@ Ei aina aivan harmiton oletus. Esimerkiksi malli

Y, = (le,,j +ox+¢, j=1..,N,

jossa
er,...en || . g ~N (O,U2Inj) ,
ar,....ay ~ N (a,w?) e w?>>0
(er,.oenv ) || (a1, an).

@ Hypoteesi w? = 0 usein kiinnostava.
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SU—estimaattorin asymptotiikka

Asymptoottinen normaalisuus: Ortoginaalisten parametrien tapaus
@ Lauseen 2.3. oletuksin patee
N d _ 1 . _ A~ _
(@, —00) L N (0,1(90) ) ja n 1@ Y BT (80).

Oletuksiin kuului

lim 1In (0) = lim E X Fisherin info (0) = Z (6).

n—oo N n—oo N
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Asymptoottinen normaalisuus: Ortoginaalisten parametrien tapaus

@ Lauseen 2.3. oletuksin patee
(@, —00) L N (o,i(eo)*l) ja n 1@ Y BT (80).

Oletuksiin kuului

lim 1In (0) = lim E X Fisherin info (0) = Z (6).

n—oo N n—oo N

e Jos 8 = (¥, A) ja ¢ ja A ovat ortogonaalisia, on Z, (6)
lohkodiagonaalinen ja siten

- [ Zyy (0) 0
1(0) = [ WO T (9) } '

o Tallgin SU—estimaattorit IiJn ja A, ovat asymptoottisesti
riippumattomia ja esimerkiksi

Vi, = o) S N (0. Zyy (00) ).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

o Tarkastellaan (todelliseen parametriarvoon) liitettys lineaarista
nollahypoteesia

Ho A90 = C,

jossa matriisi A (g X ) ja vektori ¢ (g x 1) ovat tunnettuja ja A:n
aste on g eli r (A) =
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

o Tarkastellaan (todelliseen parametriarvoon) liitettys lineaarista
nollahypoteesia

H02A90:C,

jossa matriisi A (g x d) ja vektori ¢ (g x 1) ovat tunnettuja ja A:n
aste on g elir (A) = q.
@ Vaihtoehtoinen hypoteesi on Afy # c.

@ Esimerkiksi,
A=]ly:0],

jolloin Hy = 6g:n g ensimmdistd komponenttia = tunnettu c.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi

o Waldin testi perustuu SU—estimaattoriin § ja Lauseen 2.3 tulokseen

ﬁ(én—e)O)iN(o,f(eo)—l) ja n 0, Ys) B T (6).
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tosi ja "suuria” arvoja, kun nollahypoteesi ei ole tosi.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi

o Waldin testi perustuu SU—estimaattoriin § ja Lauseen 2.3 tulokseen
VB, —00) SN (0.Z(80) ") Ja n T8 Ya) BT (00).
@ Testisuure perustuu erotukseen
AD — c,

joka saa tyypillisesti " pienid” arvoja, kun nollahypoteesi A8y = ¢ on
tosi ja "suuria” arvoja, kun nollahypoteesi ei ole tosi.

@ Testisuure
A ~ — -1 ~
W= /(A —c) |A (1T @:Y)) A V(A —c) S 2.
@ Approksimatiivinen P—arvo

P =Py {W>W(y)} =P {x2>W(y)}.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Vaihtoehtoinen testisuure

@ Waldin testi asymptoottisesti pateva kdytetddnpd mitad tahansa
matriisin Z () tarkentuvaa estimaattoria.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Vaihtoehtoinen testisuure

@ Waldin testi asymptoottisesti pateva kdytetddnpd mitad tahansa
matriisin Z (6) tarkentuvaa estimaattoria.

@ 5,(00:Y,) =Y7_1ui(60;Yi), jossa u; (6o; Yi), i > 1, on MD—jono
ja siten korreloimaton, joten oletuksen (2.31) perusteella,

VE[5(00¥a) s (00 YY) = Y[ (60: V) 15 (60: V)
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Vaihtoehtoinen testisuure

@ Waldin testi asymptoottisesti pateva kdytetddnpd mitad tahansa
matriisin Z (6) tarkentuvaa estimaattoria.

@ 5,(00:Y,) =Y7_1ui(60;Yi), jossa u; (6o; Yi), i > 1, on MD—jono
ja siten korreloimaton, joten oletuksen (2.31) perusteella,

VE[5(00¥a) s (00 YY) = Y[ (60: V) 15 (60: V)
= 7, (60) — T(60),

e Siis, Z (6p):n estimointi on luonteva perustaa myds ns.
ulkotulomatriisiin

M,(0;Y) = ) ui(8; Y ui(8; ;).
i=1
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Vaihtoehtoinen testisuure

@ Jos

n
%M(G;Y) = % Y ui(6; Yi)ui(6; ;) 2, 7(0) tasaisesti joukossa ©,
i=1
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@ Jos

n
%M(G;Y) = % Y ui(6; Yi)ui(6; ;) 2, 7(0) tasaisesti joukossa ©,
i=1

e niin 0 2 6, ja Lause 1.5 =

%M(@;Y) = ,::g ui(0; Y ui(0;Y;) & T (6,).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Vaihtoehtoinen testisuure

@ Jos

n
%M(Q; Y)= % Y ui(6; Yi)ui(6; ;) 2, 7(0) tasaisesti joukossa ©,
i=1

e niin 0 2 6, ja Lause 1.5 =

%M(@;Y) = ,::g ui(0; Y ui(0;Y;) & T (6,).

@ Vaihtoehtoinen Waldin testisuure:

W = /n(Ad — ¢ [A (nM(d;Y)) A’} A — o) 2
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Vaihtoehtoinen testisuure

@ Jos
1 1 ;P s D
EM(Q; Y)= - Y ui(6; Yi)ui(0;Y;) — I (0) tasaisesti joukossa O,
i—1
e niin 6 5 6, ja Lause 1.5 =

%M(@;Y) = ,::g ui(0; Y ui(0;Y;) & T (6,).

@ Vaihtoehtoinen Waldin testisuure:
~ A - -1 A
W = /n(Ad — ¢ [A (nIM(;Y)) lA’} Vi(Ab—c) % x2.
0
@ Toisin kuin Hessen matriisi —7 (6;y) on ulkotulomatriisi M(6;Y)
aina positiivisesti semidefiniitti.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

o Waldin testi voidaan yleistdd epélineaarisille hypoteeseille

h(8y) = 0,
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Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

o Waldin testi voidaan yleistdd epélineaarisille hypoteeseille
h(6y) =0,

@ jossa
e h:® — IRY on jatkuvasti derivoituva ja

e g X d derivaattamatriisi
H(6) = [0hs (0) /d0p),a=1,...,q.b=1,....d,

toteuttaa r (H (6p)) = q.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

o Waldin testi voidaan yleistdd epélineaarisille hypoteeseille
h(6y) =0,

@ jossa
e h:® — IRY on jatkuvasti derivoituva ja
e g X d derivaattamatriisi

H(0) = [0hs (0) /36s],a=1,...q.b=1,....d,

toteuttaa r (H (6p)) = q.

@ Lineaarinen hypoteesi erikoistapauksena valitsemalla h (6) = A0 — c.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

o Waldin testi voidaan yleistdd epélineaarisille hypoteeseille
h(6y) =0,

@ jossa
e h:® — IRY on jatkuvasti derivoituva ja

e g X d derivaattamatriisi
H(6) = [0hs (0) /d0p),a=1,...,q.b=1,....d,

toteuttaa r (H (6p)) = q.

@ Lineaarinen hypoteesi erikoistapauksena valitsemalla h (6) = A0 — c.

@ Tdassa tapauksessa Waldin testisuure on luentevaa perustaa
suureeseen h(6).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

@ Deltamenetelm3 yleistys = nollahypoteesin voimassa ollessa

V/ah(®) Z H (60) /(0 — 05).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

@ Deltamenetelm3 yleistys = nollahypoteesin voimassa ollessa
V/h(8) Z H (85) v/n(0 — 05).
@ Siis, Waldin testisuureeksi saadaan

W = h(B)'[H(B)T (B:¥) H@)] () 2 x5,

jossa J(B;Y):n paikalla voi olla M(8;Y).

October 24, 2011 104 / 129



Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Epélineaarinen hypoteesi

@ Deltamenetelm3 yleistys = nollahypoteesin voimassa ollessa
V/h(8) Z H (85) v/n(0 — 05).
@ Siis, Waldin testisuureeksi saadaan

W = h(B)'[H(B)T (B:¥) H@)] () 2 x5,

jossa J(B;Y):n paikalla voi olla M(8;Y).

o Kaytdnnossa testaus sujuu samaan tapaan kuin edelld lineaarisen
hypoteesin tapauksessa.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Ortogonaalisten parametrien tapaus

o Ositetaan 6 = (¢, A), jossa parametrit ¢ ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.
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o Ositetaan 6 = (¢, A), jossa parametrit ¢ ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.

o Testattava hypoteesi Hy : Aytp = ¢ < Af = c, jossa A= [Ay : 0].
e Nyt Z(6) = diag[l_'w (0) Iy (0)] ja nfljo(é;Y) LA Z(6), kun

Jo(0;Y) = diag[Tpy(8;Y) Tan(8;Y)].
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Ortogonaalisten parametrien tapaus

o Ositetaan 6 = (¢, A), jossa parametrit ¢ ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.

o Testattava hypoteesi Hy : Aytp = ¢ < Af = c, jossa A= [Ay : 0].
e Nyt Z(6) = diag[l_'w (0) Iy (0)] ja nfljo(é;Y) LA Z(6), kun
Jo(0:Y) = diag|Tyy(0;Y) Tnr(6;Y)].

o Lisiksi,

(" (8 Y)) " 2 diag(Z, L (6) ;i (6).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Waldin testi: Ortogonaalisten parametrien tapaus

o Ositetaan 6 = (¢, A), jossa parametrit ¢ ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.

o Testattava hypoteesi Hy : Aytp = ¢ < Af = c, jossa A= [Ay : 0].
o Nyt Z(0) = diag[Zyy (6) Tua ()] ja n " Jo(8;Y) £ Z(85), kun
To(0;Y) = diag[Tpy (0;Y) Taa(0:Y)).
o Lisiksi,
(01 T6(8:Y)) " L diag[Tyd (6) Ty ().

@ Saadaan Waldin testisuure

Wy = (Aplh — ) [ApTyd (B V) A 7 (Aph — ©) <> x2.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

o Tarkastellaan aluksi rajoitettua SU—estimaattoria @, joka maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A0 = c.
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Raon pistemaaratesti

o Tarkastellaan aluksi rajoitettua SU—estimaattoria @, joka maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A0 = c.

@ Lineaarialgebraa kiyttden voidaan todeta, ettd

Abp= c, r(A)= & 6= B 6
gxd 0 qgl I’( ) 9 0 dx(d—q) 0—i_dgl
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

o Tarkastellaan aluksi rajoitettua SU—estimaattoria @, joka maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A0 = c.

@ Lineaarialgebraa kiyttden voidaan todeta, ettd

A6y = ¢ r(A)=q < b= B do+ e, r(B)=d—gq

e
gxd gx dx(d—q) dx1

o Lisiksi, AB=0 ja 8y = (B'B) ' B' (8 — e), joten parametri
saa arvoja joukossa A = {6 : 6 = (B'B) ' B/ (f —e), 6 € O}.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemé&aratesti

o Tarkastellaan aluksi rajoitettua SU—estimaattoria @, joka maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A0 = c.

@ Lineaarialgebraa kiyttden voidaan todeta, ettd

A b0y = , r(A) = & 0= B 6 . B)=d-
A= c.r(A)=q 0= Bt g r(B) q

o Lisiksi, AB=0 ja 8y = (B'B) ' B' (8 — e), joten parametri
saa arvoja joukossa A = {6 : 6 = (B'B) ' B/ (f —e), 6 € O}.

o Koska 6 = BJ + e, on rajoitettu SU—estimaatti § = Bd + e, jossa &
saadaan ratkaisemalla maksimointitehtiva

L3 y)—maxL (6 y)—maxL(B(S—l—e y).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

@ Raon testi perustuu pistemairain s(0;y) = /(;y) /96, jossa
rajoitettu SU—estimaattori 6 = Bd + e siis maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A = c.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

@ Raon testi perustuu pistemairain s(0;y) = /(;y) /96, jossa
rajoitettu SU—estimaattori 6 = Bd + e siis maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A = c.

o Aikaisemmin esitettyjd tuloksia voidaan soveltaa myos estimaattoriin

d ja todeta erityisesti sen tarkentuvuus ja asymptoottinen
normaalisuus.

0 October 24, 2011 107 / 129



Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemé&aratesti

@ Raon testi perustuu pistemairain s(0;y) = /(;y) /96, jossa
rajoitettu SU—estimaattori 6 = Bd + e siis maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A = c.

o Aikaisemmin esitettyjd tuloksia voidaan soveltaa myos estimaattoriin
0 ja todeta erityisesti sen tarkentuvuus ja asymptoottinen

normaalisuus.

o Rajoitetun SU-estimaattorin 0 vastaavat ominaisuudet voidaan johtaa
tastd kdyttden yhtiles 6 = Bo + e.

0 October 24, 2011 107 / 129



Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemé&aratesti

@ Raon testi perustuu pistemairain s(0;y) = /(;y) /96, jossa
rajoitettu SU—estimaattori 6 = Bd + e siis maksimoi
uskottavuusfunktion ehdolla A8 = c ja toteuttaa siten A = c.

o Aikaisemmin esitettyjd tuloksia voidaan soveltaa myos estimaattoriin
0 ja todeta erityisesti sen tarkentuvuus ja asymptoottinen
normaalisuus.

o Rajoitetun SU-estimaattorin 0 vastaavat ominaisuudet voidaan johtaa
tastd kdyttden yhtiles 6 = Bo + e.

@ Tarkentuvuus, johon Raon testissd vedotaan, saadaan myds suoraan
Lauseesta 2.2, kun parametriavaruus maaritellddan uudelleen
korvaamalla © joukolla {6 € ® : A0 = c}.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

@ Raon testin idea on tutkia poikkeaako s(8;y) = a/(f;y) /96 "liikaa"
nollasta.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemé&aratesti

@ Raon testin idea on tutkia poikkeaako s(8;y) = a/(f;y) /96 "liikaa"
nollasta.

@ Tarkentuvuus = Hg:n voimassa ollessa vapaa SUE éja rajoitettu
SUE 0 toteuttavat 6 ~ 6y =~ 0.

o Koska @ toteuttaa uskottavuusyhtilst eli s(8;y) = 0, on Hg:n
voimassa ollessa odotettavaa, ettd s(6;y) ~ 0.

@ Jos Hy ei ole voimassa, ei ole mitddn syytd miksi ndin kavisi, joten

pistemairan s(;y) "suurien” arvojen voidaan tulkita viittaavan
nollahypoteesin virheellisyyteen.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

o Lausetta 2.3 perusteltaessa kaytettiin kehitelmaa

s(0:Y) =5s(00;Y) =T (8:Y) (0 —60), ()
jossa

J (9;Y) na.rivi=J (QQ;Y) N a. rivi ja

[16, — 0o]] < ||9—90||, a=1,..,d.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

o Lausetta 2.3 perusteltaessa kaytettiin kehitelmaa

s(0:Y) =5s(00;Y) =T (8:Y) (0 —60), ()
jossa

J (9;Y) na.rivi=J (QQ;Y) N a. rivi ja

[16, — 0o]] < ||9—90||, a=1,..,d.

o Vastaava kehitelmi rajoitetun SUE:n 6 tapauksessa on

s(é;Y) = s(00;Y)—J (Q;Y) (6 —0o)

o tai, koska 8 — 0y = B(6 — dp),

s(6;Y) = s(00:Y)—T (6:Y) B(d—6o)
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

@ Raon testi perustuu testisuureeseen

S=s(0;Y)T(O;Y) A [AT(B;Y) A AT @;Y) 5B Y)

9, ¥
Ho 9"

jolla on Hg:n voimassa ollessa sama asymptoottinen jakauma kuin
Waldin testisuurella.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti

@ Raon testi perustuu testisuureeseen

S=s(0;Y)T(O;Y) A [AT(B;Y) A AT @;Y) 5B Y)

9, ¥
Ho ©9

jolla on Hg:n voimassa ollessa sama asymptoottinen jakauma kuin
Waldin testisuurella.

o Havaitun informaatiomatriisin 7 (8;Y) paikalla voidaan
vaihtoehtoisesti kiyttaa ulkotulomatriisia nM(8;Y).

@ Approksimatiiviset P—arvot

P=Py {S>S(y)}=P{x;>5S(y)}.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti: Vaihtoehtoisia muotoiluja

o Kayttden matriisilaskentaa voidaan testisuure
S=s@;Y)TB:Y) A [AT(6;Y) 1A L AT(B:Y) 1s(B:Y)
sieventdd yksinkertaiseen muotoon

S=s(6;Y)7(8;Y)s(6;Y) 9, Xz'

o Kun A = [l, : 0], ovat pistemaiaran s(8;Y) viimeiset d — q
komponenttia nollia ja testisuureen lauseke supistuu tilastollisen
paattelyn kurssilla esitettyyn muotoon.

o Joissakin tapauksissa testisuureen lauseketta voidaan yksinkertaistaa
my6s kayttdmalld havaitun informaatiomatriisin 7 (6;Y) paikalla
ulkotulomatriisia M(6;Y).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti: Epalineaarinen hypoteesi

o Rajoitettu SU-estimointi ehdolla h (6) = 0 Lagrangen
kerroinmenettelyd kdyttden: Maksimoidaan funktio

1(0,%:y) = 1(8;y) +k'h(6),

jossa vektori k = [k1 - k| sisiltdd Lagrangen kertoimet.
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o Rajoitettu SU-estimointi ehdolla h (6) = 0 Lagrangen
kerroinmenettelyd kdyttden: Maksimoidaan funktio
1(6.x:y) =1(6;y) +«'h(6),
jossa vektori k = [k1 - k| sisiltdd Lagrangen kertoimet.

@ Derivointi 8:n suhteen ja gradientti = 0 = yhtilo
0
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti: Epalineaarinen hypoteesi

o Rajoitettu SU-estimointi ehdolla h (6) = 0 Lagrangen
kerroinmenettelyd kdyttden: Maksimoidaan funktio
1(0,%;y) =1(6;y) +x'h(0),
jossa vektori k = [k1 - k| sisiltdd Lagrangen kertoimet.
@ Derivointi 8:n suhteen ja gradientti = 0 = yhtilo

;91(9,1(; y) =s(0;y)+H(0)x=0

e Sijoittamalla § = 0 paadytsan x:n suhteen ratkaisuun

—[H(B)T (B;y) "H(B)'] T H(8) T (B;y) *s(B:y).

K
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemaaratesti: Epalineaarinen hypoteesi

o Rajoitettu SU-estimointi ehdolla h (6) = 0 Lagrangen
kerroinmenettelyd kdyttden: Maksimoidaan funktio

1(6.x:y) =1(6;y) +«'h(6),
jossa vektori k = [k1 - k| sisiltdd Lagrangen kertoimet.

@ Derivointi 8:n suhteen ja gradientti = 0 = yhtilo

;91(9,1(; y) =s(0;y)+H(0)x=0

e Sijoittamalla § = 0 paadytsan x:n suhteen ratkaisuun

k= —[H@O)T(0;y) T HO)']TH(0)T (B;y) 's(B;y).
@ Nihdidin, etts

S=%HB)TB;Y) TH(O)'&.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemairitesti: Ortogonaalisten parametrien tapaus

o Ositetaan 6 = (i, A), jossa parametrit i ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.
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Raon pistemairitesti: Ortogonaalisten parametrien tapaus

o Ositetaan 6 = (i, A), jossa parametrit i ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.

o Testattava hypoteesi Hy : Aytp = ¢ < Af = c, jossa A = [Ay : 0].
o Nyt Z(0) = diag[Zyy (0) Zna (0)] ja sek

n_lj(é;Y) ettd n_ljo(é;Y) = n_ldiag[j¢¢(9;Y) T (0:Y)]

estimoivat tarkentuvasti matriisia Z(0).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemairitesti: Ortogonaalisten parametrien tapaus

o Ositetaan 6 = (i, A), jossa parametrit i ja A ovat ortogonaaliset ja
¥ on kiinnostava parametri.

o Testattava hypoteesi Hy : Aytp = ¢ < Af = c, jossa A = [Ay : 0].
o Nyt Z(0) = diag[Zyy (0) Zna (0)] ja sek

nrT(0;Y) etts n 'J,(0;Y) = n tdiag[Tyy(8;Y) Taa(8;Y)]
estimoivat tarkentuvasti matriisia Z(0).

@ Raon testissi voidaan havaittu informaatiomatriisi 7 (;Y) korvata
siten matriisilla J,(6;Y).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Raon pistemairitesti: Ortogonaalisten parametrien tapaus

S=5(6;Y) Jo(8:Y) A [ATL(B;Y) LA Tt ATL(B;Y) 1s(B;Y)
jossa A= [Ay:0], s(6;Y) = (sp(6;Y),5(0;Y)) ja
To(0;Y) = diag[Tpy(8;Y) T (6:Y)]
Hieman matriisilaskentaa = testisuure
~ ~ ~ -1 ~ ~
Sy = sp(B:Y) Tt (B:Y) A [Al/,jlp‘wl(é); Y)A{,,} Ap T (8:Y)sy(B:Y
tai vaihtoehtoisesti

= 1,7 = d
Sy =sp(8:Y) Ty (6:Y)s(8;Y) o X5
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Uskottavuusosamdairitesti

@ Uskottavuusosamdaaratesti perustuu testisuureeseen

LR=2[/(8;Y) —1(8;Y)] .
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@ Uskottavuusosamdaaratesti perustuu testisuureeseen
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@ Intuitiivisesti selvdd, ettd suuret LR:n arvot todistavat Hg:aa vastaan.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Uskottavuusosamdairitesti

@ Uskottavuusosamdaaratesti perustuu testisuureeseen

LR=2[/(8;Y) —1(8;Y)] .

Intuitiivisesti selvdd, ettd suuret LR:n arvot todistavat Hg:aa vastaan.

LR:n asymptoottinen jakauma voidaan johtaa kdyttden toisen asteen
Taylorin kehitelmas.

Kun Hp :0p = ¢ (d x 1), saadaan --- ---

LRE(B-c)T@:Y)(0—c) %3
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Uskottavuusosamdairitesti

@ Uskottavuusosamdaaratesti perustuu testisuureeseen
LR=2[/(8;Y) —1(8;Y)] .

Intuitiivisesti selvdd, ettd suuret LR:n arvot todistavat Hg:aa vastaan.

LR:n asymptoottinen jakauma voidaan johtaa kdyttden toisen asteen
Taylorin kehitelmas.

@ KunHg:6p=c (dx1), saadaan --- ---
°
LR Z (9— c)’j(@;Y)(@— c) Hi Xs
0
@ Yleiseinen tapaus algebraalisesti mutkikkaampi, mutta tulokseksi tulee

LRHin, (Ho: Ap =c, A qxd).
0
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin

o Waldin testi perustuu vapaaseen SU—estimaattoriin ja Raon testi
rajoitettuun SU—-estimaattoriin.

@ Waldin testi on siten usein kateva tai luonteva, kun rajoittamaton
malli on yksinkertainen ja sen parametrit on helppo estimoida.
Raon testilld on puolestaan vastaava ominaisuus, kun rajoitettu malli
on yksinkertainen ja sen parametrien estimointi on helppoa.

o Uskottavuusosamdaaratesti on "tyolaampi” sikdli, ettd se vaatii seka
rajoitetun etti rajoittamattoman SU-estimoinnin.
Toisaalta, koska SU—estimaattori on tunnetusti invariantti
vaihtoehtoisille parametroinneille, on uskottavuusosamaaratestilld
vastaava invarianssiominaisuus, jota Waldin testilld ja Raon testilld ei
yleisesti ole.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epé&lineaaristen rajoitteiden testaus

o Aineisto w = (wy, ..., w,), w; = (Yj, X;), vastaava sv
W= (W, ... W,), Wi = (Y, X))
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@ Oletetaan, ettd analyysi voidaan perustaa ehdolliseen malliin

Yii(Wi1, X) £ Yi|Z ja Yi|(Zi=z) ~N (2. c?),

jossa W; = (Wl, ...,W,‘) ja Z (p X 1) sisaltdad (W,-,l,X,-):n
"relevantit” komponentit eli joko
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@ Oletetaan, ettd analyysi voidaan perustaa ehdolliseen malliin
Yil(Wi 1, X) £ Yi|Zi Ja Yil(Zi=z)~N(zB.0?),

jossa W; = (Wl, ...,W,‘) ja Z (p X 1) sisaltdad (W,-,l,X,-):n
"relevantit” komponentit eli joko
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epélineaaristen rajoitteiden testaus

o Aineisto w = (wy, ..., w,), w; = (Yj, X;), vastaava sv
W= (W,.., W, W, = (Y, Xi)
@ Oletetaan, ettd analyysi voidaan perustaa ehdolliseen malliin

Yii(Wi1, X) £ Yi|Z ja Yi|(Zi=z) ~N (2. c?),

jossa W; = (Wl, ...,W,‘) ja Z (p X 1) sisaltdad (W,-,l,X,-):n
"relevantit” komponentit eli joko

o Z; = (1, X;) eli "tavanomaiseen” regressiomallia tai
o Z; = (1,Y;_1,X;) eli autoregressiivieen aikasarjamalli ulkopuolisin
selittdvin muuttujin (Yg = yp tunnettu vakio).

@ Vaihtoehtoinen muotoilu

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1,X;) || & jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epé&lineaaristen rajoitteiden testaus

o Ehd. log-uskottavuusfunktio

n

n ]. 2
19 (B, 0% w) = = log —ﬁ; (vi—2B)°, BERP, ¢* > 0.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epé&lineaaristen rajoitteiden testaus

o Ehd. log-uskottavuusfunktio
2, _ n 2 1 d 2 2
1) (B, 0% w) = —5 logo —ﬁi; (vi—2B)*, BERP, 0? >0,

e Hy: h(B) =0, h:RP — RY jatkuvasti derivoituva ja
H(B) = [0h, (B) /9B,], (g x p) toteuttaa r(H (B)) = q.
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Sovelluksia lineaariseen malliin: Epé&lineaaristen rajoitteiden testaus

o Ehd. log-uskottavuusfunktio
2, _ n 2 1 d ) 2 2
1) (B, 0% w) = —5 logo —ﬁi; (vi—2B)*, BERP, 0? >0,

e Hy: h(B) =0, h:RP — RY jatkuvasti derivoituva ja

H (B) = [0h, (B) /3B, (q x p) toteuttaa 1 (H (B)) = q.
@ Konkreettinen esimerkki Ho : B3 = B;,.
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1) (B, 0% w) = —5 logo —ﬁi; (vi—2B)*, BERP, 0? >0,

e Hy: h(B) =0, h:RP — RY jatkuvasti derivoituva ja
H(B) = [0h, (B) /9B,], (g x p) toteuttaa r(H (B)) = q.
@ Konkreettinen esimerkki Ho : B3 = B;,.

@ Hp = malli on lineaarinen ja SU—estimointi hoituu helposti PNS:Il4.
Siten Waldin testi on kitevai.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epélineaaristen rajoitteiden testaus

o Ehd. log-uskottavuusfunktio
2.0y _ N » 1 &0 2 9
/(C)(ﬁ,a,w)——ilogo _ﬁi;(%_zi/ﬁ) L BERP, 0% > 0.

e Hy: h(B) =0, h:RP — RY jatkuvasti derivoituva ja
H(B) = [0h, (B) /9B,], (g x p) toteuttaa r(H (B)) = q.
@ Konkreettinen esimerkki Ho : B3 = B;,.

@ Hp = malli on lineaarinen ja SU—estimointi hoituu helposti PNS:Il4.
Siten Waldin testi on kitevai.

@ Parametrit 8 ja 02 on todettu ortogonaalisiksi, joten Waldin testi
varten tarvitaan vapaan mallin SUE:t B ja 62 seki B:n havaittu
informaatiomatriisiriisi

1 2 1
jﬁﬁ(‘B'UZ;W) = ZZiZi’ = 72@,;.
" i3 o
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epé&lineaaristen rajoitteiden testaus

@ Yleinen Waldin testisuure epilin. hypoteesin tapauksessa:

W = h(B) [H(B)T (B:Y) " H(BY']h(B) > x5,
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epé&lineaaristen rajoitteiden testaus

@ Yleinen Waldin testisuure epilin. hypoteesin tapauksessa:

W = h(8)'[H(O)T (B:Y) " ()]~ h(B) 5 x5,
0
@ Yleinen Waldin testisuure lin. hypoteesin tapauksessa, kun parametrin
6 = (i, A) komponentit ortogonaaliset:

. 1,5 _ p d
Wy = (g = o) AT G Y) Ay (A — ) & i
Epélin. hypoteesin Ho : h (¢) = 0 tapauksessa vastaava "sijoituksilla”

App—c—h(P) Ja Ay — H(P) = [9hs (y) /9p,].
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Epélineaaristen rajoitteiden testaus
@ Yleinen Waldin testisuure epilin. hypoteesin tapauksessa:

W = h(B)'[H(8)T (6: Y) "H(B)] *h(B) = o X

@ Yleinen Waldin testisuure lin. hypoteesin tapauksessa, kun parametrin
6 = (i, A) komponentit ortogonaaliset:

. 1,5 _ 5 d
Wy = (g = o) AT G Y) Ay (A — ) & i
Epélin. hypoteesin Ho : h (¢) = 0 tapauksessa vastaava "sijoituksilla”
App—c—h(D) Ja Ap— H () = [0hs () /09,
o Nyt jw(@;Y):n paikalla on ﬁ Y, ZiZ = %Q,,, joten saadaan
L, -1 av1—L o d
W5 = S5h(B) [H(B)Q,  HBY] " h(B) &
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Lineaarisessa mallissa on aikaisemmin olettu

Yi(Wii, X) £ Yi|Zi ja Yil(Zi=z) ~ N (2B,0?),
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Lineaarisessa mallissa on aikaisemmin olettu

Yil(W 1, X) £ Yi|Zi Ja Yil(Zi=z)~N(zB.0?),
o tai

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1, X;) || ¢ jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Lineaarisessa mallissa on aikaisemmin olettu
d )
Yil(Wi_1, X)) = YilZ ja Yi[(Zi=z) ~N(zB.0?),
o tai

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1, X;) || ¢ jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.

o Ehdollisten varianssien olettaminen vakioksi o2 voi olla kyseenalaista.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Lineaarisessa mallissa on aikaisemmin olettu
d )
Yil(Wi_1, X)) = YilZ ja Yi[(Zi=z) ~N(zB.0?),
o tai

Yi=2ZB+e, e, ...ea~N(0,0%) | ,

jossa (W;_1, X;) || ¢ jasiten Z; || & kaikillai=1,...,n.

o Ehdollisten varianssien olettaminen vakioksi o2 voi olla kyseenalaista.

@ Tarkastellaan taman homoskedastisuusoletuksen testaamista Raon
pistemd&aratestilld, joka on tdssd katevd, koska nollahypoteen olettaa
homoskedastisuuden ja SU—estimointi hoituu PNS:II4.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Testiad varten yleistetdan malli

Yi(Wi 1, X) £ Yi|Z ja Yi|(Z =z)~N(ZB.o).
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Testiad varten yleistetdan malli
YW1, X;) £ YilZi Ja Yi|(Z = z) ~ N (2]B.0?).
e Oletetaan Yi|(W,;_1, X)) < Yi[(Z, V}) ja
Yil(Zi =z, Vi =v;)) ~N(2/B,0? (0)), 02 (5) =exp{V/5},

jossa v; (k x 1) ensimméinen komponentti on vakio 1 ja muiksi
komponenteiksi valitaan vektorin (w;_1, x;) "relevantit” komponentit.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus
o Testiad varten yleistetdan malli
d . _ Ip 2
Y,"(W,'_l,X,') = Y,‘Z, Ja Y,|(Z, = Z,') ~ N (Z,-ﬁ,(T ) .
e Oletetaan Yi|(W,;_1, X)) < Yi[(Z, V}) ja

Yi[(Zi = z,V;=v;) ~N (z}ﬁ,a? (9)), 07 (8) = exp {vié6},

jossa v; (k x 1) ensimméinen komponentti on vakio 1 ja muiksi
komponenteiksi valitaan vektorin (w;_1, x;) "relevantit” komponentit.

o Parametrivektorille 6 = (1, d2, ..., dx) asetetaan nollahypoteesi

Hy:0p=---=6,=0 < 0',2(5)2651120'2

jonka voimassa ollessa homoskedastinen malli on riittava.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Oletetaan siis Y;|(W;_1, X)) 4 Yil(Z;, V;) ja

Yi[(Zi = z,V;=vi) ~N (z,{,B,(r,2 (9)), 07 (8) = exp {vié6}.

1
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Oletetaan siis Y;|(W;_1, X)) 4 Yil(Z;, V;) ja
Yil(Zi =z, Vi =v;)) ~N(2/B,0? (0)), 02 (5) =exp{V/5}.

1

o Ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi saadaan (6 = (B,6) € RP x R)

n n . 2
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Oletetaan siis Y;|(W;_1, X)) 4 Yil(Z;, V;) ja
Yil(Zi =z, Vi =v;)) ~N(2/B,0? (0)), 02 (5) =exp{V/5}.

1

o Ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi saadaan (6 = (B,6) € RP x R)

L) (6:w) = [T 02 (8) 2 exp {_1 ;- <y—ﬁ>} |

i=1 25 7 (9)
@ johon pdadytddan myos ldhtemalld yhtalosta
Yi=ZB+oi(6)n,, i=1..n,
jossa 1y, .ty Il oMy~ N(0,1)ja (W1, X)) || n; YV i=1..,n
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Oletetaan siis Y;|(W;_1, X)) 4 Yil(Z;, V;) ja
Yil(Zi =z, Vi =v;)) ~N(2/B,0? (0)), 02 (5) =exp{V/5}.

1

o Ehdolliseksi uskottavuusfunktioksi saadaan (6 = (B,6) € RP x R)
n - 1 (vi—2B)°
L(C) 9, — 2 5 1/2 - 1 | ,
@w) =12 (0) V2ow g —5 L Vo
@ johon pdadytddan myos ldhtemalld yhtalosta
Yi=ZIp+i(0)y, i=1.n

jossa 1y, .ty Il oMy~ N(0,1)ja (W1, X)) || n; YV i=1..,n

o Hy = 0 (0)n; = on; ~N(0,0%) = merkitsemills & = o,
saadaan aikaisempi homoskedastinen tapaus
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Ehdollinen uskottavuusfunktio
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Ehdollinen uskottavuusfunktio

° (Tl? (6) = exp{v/d} & logaritmointi =

() @w) = =3 Y- vid— 2 Y exp {—vid} (v~ 2B)’.
i=1 i=1
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Ehdollinen uskottavuusfunktio

o 0% () = exp {v/6} & logaritmointi =
. 1 n 1 n 2
(9 (0w) = 3 - lo 1 E o (io) (1 lp)*
@ Derivointi =
;BI(C) (B;w) = Zexp {—=vio} (yi—zB) z
i=1

ja
n

= % » lexp {—vi5} (v — 2/p)* 1] vi.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Suoraviivainen lasku = parametrit 8 ja J ovat ortogonaalisia = Raon
testi voidaan perustaa pelkistddn d:n pistemdirdan ja havaittuun
infoon.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Suoraviivainen lasku = parametrit 8 ja J ovat ortogonaalisia = Raon
testi voidaan perustaa pelkistddn d:n pistemdirdan ja havaittuun
infoon.

o Edellinen laskettu. Jilkimmaistd varten lasketaan

a2

1 n
asay! (Ow) = =5 Lexw {—vio} (v — 2IF)" i
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Suoraviivainen lasku = parametrit 8 ja J ovat ortogonaalisia = Raon

testi voidaan perustaa pelkistddn d:n pistemdirdan ja havaittuun
infoon.

o Edellinen laskettu. Jilkimmaistd varten lasketaan

2 n
ssagr! 0:w) = 3 Lo () (o~ p)" v
°Y":Zi/‘B+0—i<5>ﬂ,~, i=1 n
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Suoraviivainen lasku = parametrit 8 ja J ovat ortogonaalisia = Raon

testi voidaan perustaa pelkistddn d:n pistemdirdan ja havaittuun
infoon.

o Edellinen laskettu. Jilkimmaistd varten lasketaan

2 n
ssagr! 0:w) = 3 Lo () (o~ p)" v
OY":Zi/‘B—FO—i((S)ﬂ,-, i=1 n

e Ho:n voimassa ollessa 0 (6) 7, = ony; = € ~ N (0, 0?)
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Suoraviivainen lasku = parametrit 8 ja J ovat ortogonaalisia = Raon
testi voidaan perustaa pelkistddn d:n pistemdirdan ja havaittuun
infoon.

o Edellinen laskettu. Jalkimmaistd varten lasketaan
858;5//(6) (O;w) = —;iéexp {=vi6} (vi— z,{,B)2 vivl.
o Yi=ZB+0oi(0)y, i=1..n,
e Ho:n voimassa ollessa 0 (6) 7, = ony; = € ~ N (0, 0?)
@ Siis, Hy = lineaarinen mallin
Yi=ZB+e, i=1,..n,

josta testissa tarvittavat rajoitetut SUE:t saadaan helposti.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Rajoitettu SUE mallista Y; = Z/B+¢ = 0= (Bd)=p=pja
6 = (31,0,...,0), jossa &1 = log & ja

jol
S
|
[
X
|
N
=S
5

. n -1, 1
=) zz Y ziyi ja =
i=1 i=1 =
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Rajoitettu SUE mallista Y; = Z/B+¢ = 0= (Bd)=p=pja
6 = (31,0,...,0), jossa &1 = log & ja

n -1,
. / : A2
= Z ZiZ; Z zZiyi Ja o =
i=1 i=1

o Tarvittava d:n pistemairi

ss(0;w) := 9
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Rajoitettu SUE mallista Y; = Z/B+¢ = 0= (Bd)=p=pja
6 = (31,0,...,0), jossa &1 = log & ja

-1
n n
A . AD 2
=Y. zz Y ziyi ja 0= (Y; — z{B)°.
i=1 i=1 i=1
o Tarvittava d:n pistemairi

55(9;w) = 88(5 ;Z ( /ﬁ)z — 1> vi, &% =0

@ Tarvittava J:n havaittu informaatio
- 82 o 1 n
0; = — LOiW

1=

(vi — ziB)*vivi.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o B =P ja &% =0 tavalliset lineaarisen mallin Y; = Z/B +¢;
estimaattorit ja

N Y 1 & ((Yi—Z/B)?

3(8) := ﬁﬂ >(9;W):22(( = p) —1) V;
i=1

T (@) = -1 = Ly (vi-zZprvv

\755(9) _8(585/ (' ) 25_2 .71( [ Iﬁ) Yy
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

° B = B ja &2 = 02 tavalliset lineaarisen mallin Y; = Z!IB+e
estimaattorit ja

N Y 1 & ((Yi—Z/B)?
5(0) == %I( )(B; W) = 52 (w—1> Vi
i=1
7.(D 9 (c)(p 1 ¢ Y /
Jo5(0) 1= ~ 3505 (0; W) = 272 Y (Yi=ZiB)* vV
i=1

@ Hyp:Ad =0, jossa A= [0: lx_1] = Raon testisuure

Ss = 55(0) T5s(0) A [ATs5(8) 1A ~HAT55(8)7155(8)
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Koska Y; — Z/B =0 (9) 57, (olettaen todelliset parametriarvot) ja
#; | Vi, niin Hy:n voimassa ollessa

E[(Y;i - Z/B)"] = o®E(p?) =0?

E[Jis(6:W)] = S Y E(VVY).
i=1
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Koska Y; — Z/B =0 (9) 57, (olettaen todelliset parametriarvot) ja
#; | Vi, niin Hy:n voimassa ollessa

E[(Y; - Z/B)] = o’E(n}) =o”
E[Jis(6:W)] = S Y E(VVY).
i=1

o Siis, J55(0) = Js5(0; W) voidaan testisuureessa S; korvata matriisilla
Mss =271 1 ViV].
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

o Koska Y; — Z/B =0 (9) 57, (olettaen todelliset parametriarvot) ja
#; | Vi, niin Hy:n voimassa ollessa

E[(Yi—2Z/p)"] = o°E(}) =0
E[Jis(6:W)] = S Y E(VV)
i=1

o Siis, J55(0 ) Js5(0; W) voidaan testisuureessa S; korvata matriisilla
Mg =271, ViV

@ Saadaan testisuure
S5 = 5(0)'Fiz A" | AR, 1A/] AN 5(8) 5 X2
Ho:n voimassa ollessa.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

Suoraviivaisilla matriisilaskelmilla ndhd3idn, ettd testisuure
o~ ~ -1 - -
S5 = 5(0) Mg A" [ARGIA | ARG S:(8) S X3y

voidaan kirjoittaa

-1
S = % (Z 0,-\/,-’> (Z v,-v,-’> (2 U,-v,->
i=1 i=1 i=1

jossa U = (Y; — Z!B)?/&* — 1 ja kuten aikaisemmin V; on ehdollista
heteroskedastisuutta selittdvd muuttuja.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Johdettu testi perustui multiplikatiiviseen malliin

Yil(Zi = z,V;=v)) ~N (z,{,B,(T,2 ((5)) e (6) = exp {v,-'(S} ,

1

jossa v; (k x 1) ensimmiinen komponentti on vakio 1 ja muiksi
komponenteiksi valitaan vektorin (w;_1, x;) "relevantit” komponentit.
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Johdettu testi perustui multiplikatiiviseen malliin

Yil(Zi = z,V;=v)) ~N (z,{,B,(T,2 ((5)) e (6) = exp {v,-'(S} ,

1
jossa v; (k x 1) ensimméinen komponentti on vakio 1 ja muiksi

komponenteiksi valitaan vektorin (w;_1, x;) "relevantit” komponentit.

o v, = (1,logxs), X, selittdvan muuttujan vektorin x; (positiivinen) a.

komponentti = 0,2 (0) = ‘72X§,2i'
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Uskottavuusfunktioon perustuvia testeja

Sovelluksia lineaariseen malliin: Heteroskedastisuuden testaus

@ Johdettu testi perustui multiplikatiiviseen malliin
Yil(Zi = z,V;=v)) ~N (z,{[i,(f,2 ((5)) , (T,2 (6) = exp {v,-'(S} ,

jossa v; (k x 1) ensimmiinen komponentti on vakio 1 ja muiksi
komponenteiksi valitaan vektorin (w;_1, x;) "relevantit” komponentit.

o v, = (1,logxs), X, selittdvan muuttujan vektorin x; (positiivinen) a.
komponentti = ‘7,2 (8) = (72X352l__

@ Testisuureella S lisdksi ns. invarianssiominaisuus eli samaan
testisuureeseen paadytian olettamalla 02 (8) = h(v/6), jossa h on
mik3 tahansa kahdesti jatkuvasti derivoituva positiivinen funktio.
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