Moniulotteiset aikasarjat sl 2011, HT 1, viikko 45

1. Olkoon A = [a;;] n x m matriisi ja [|Al| = />, >, aZ; sen normi (ks. Liite

A.1). Osoita, etté

(i) max |a;;| < [|A]| < v/nmmax|a;j|, jossa maksimit ovat yli arvojen i = 1,...,n ja
7=1..m

(ii) ||[AB|| < [|A|l||B|l, kun B on m x [ matriisi.

(iii) Ay feand A alkioittain eli a;j n el kaikilla ¢ =1,...,n ja j = 1,...,m jos ja

vain jos [[Ay — Al Je O (tdssd An = [a;;,n] on jono n x m matrllseja)

Vihje: Kohdassa (11) voi k1r301ttaa C = AB ja kidyttdd matriisitulon méritelma seké
vektorien Cauchy-Schwarzin epiyhtilod (eli 1> wiys| < \/ S a? \/ >y yf)

2. (i) Osoita, etté vec-operaattorille (ks. Liite A.1) pétee vec (ab’) = b ® a, kun a ja
b ovat (pysty)vektoreita.

(ii) Osoita, etté vec (ABC) = (C' ® A) vec (B), kun matriisitulo ABC' on mééritelty.

Vihje: Kohdassa (ii) voi osittaa matriisin B sarakkeittain B = [by : --- : by] ja kir-
joittaa B = Y1, b€}, jossa e; = (0,...,0,1,0,...,0) on 4. yksikkovektori (dimen-
sio (¢ x 1)). Jatko sujuu kéiyttéen suoraviivaista matriisilaskentaa, jossa sovelletaan
kohdan (i) tulosta, Kroneckerin tulon ominaisuuksia (ks. Liite A.5, mainittujen omi-

naisuuksien ensimmaéisté laskuséiéntod) ja (ilmeistd) tulosta vec (37 | D;) = D7 | vec (D).

3. Oletetaan, ettd n X n matriisin A ominaisarvot Ay, ...., A, ovat erisuuria (ks. Liite
A.2). Oletetaan matriisilaskennasta lisiiksi tunnetuksi, etté vastaavat ominaisvektorit
ovat tilloin lineaarisesti riippumattomat (eli vapaat).

(i) Osoita, ettd matriisi A voidaan lausua muodossa A = PAP~!, jossa A = diag (\q, ...

(diagonaalimatriisi) ja matriisin P (n X n) sarakkeet ovat A (lineaarisesti riip-
pumattomat) ominaisvektorit. Totea timin perusteella, etti AY = PANP~1,

(ii) Oletetaan nyt, ettd A:n kaikki ominaisarvot ovat itseisarvoltaan ykkostéd pienem-
pideli |\;| <1,i=1,...,n. Osoita , etti tillsin AV — 0 geometrisesti eli matriisin

N—oo

AN alkioille [AN] ;j Patee ‘[AN] Z.j‘ < CrN jossa C < oo jar < 1.

Vihje: Kohdassa (i) ominaisarvon ja ominaisvektorin méérittely-yhtélot (ks. Liite
A.2). Kohdassa (ii) voi kiiyttéd tehtéavis 1.

Huom.: Kohdan (ii) tulos pdtee my6s ilman oletusta matriisin A ominaisarvojen
erisuuruudesta. Tilloin kohdan (i) hajotelman paikalla on A:n Jordanin hajotelma
(ks. Liite A.2).

Jatkuu ...



4. Tarkastellaan matriisia (ks. moniste s. 8)

A Ay - Ap_l Ap_
Li 0 - 0 0

A=| 0 Ly o 00 (np x np),
Lo 0 - I, 0|

jossa A; on n x n matriisi (¢ =1,...,p). Olkoon A # 0 matriisin A ominaisarvo,
jolloin siis Az = Az, jossa x = [z} --- x;)]/ # 0 on \:aa vastaava ominaisvektori
(z; on p x 1 vektori). Osoita, ettd yhtils Az = Az on yhtépitdvd determinantti-
yhtalon det (In — ?:1 )\*jAj> = 0 kanssa.

Vihje: Tarkastele yhtéloda (A —Al,,)x = 0 ja suorita vasemmalla kertolasku kiyttden
ositettujen matriisien kertolaskukaavaa (ks. Liite A.5), minké jéilkeen voit johtaa
mainitun determinanttiyhtilon.



