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Johdanto

Matematiikan menetelmakurssilla esitellddn erityisesti luonnontieteiden tarvit-
semia matematiikan menetelmié opetusta tietokoneella havainnollistaen. Kurssin
laskuharjoituksetkin vaativat tietokoneiden kiyttoa. Esitiedoiksi edellytetadn ma-
tematiikan approbatur tai vastaavat tiedot (esim. teoksen |[LP| mukaisesti) sekéa
jonkin ohjelmointikielen (esim. C-kieli) kdyttotaitoa.

Matematiikan kulmakivi, todistukset, on talla kurssilla korvattu pienilla oh-
jelmanpatkilld, jotka generoivat teoriaa valaisevia kuvia tai tulosteita. Nain muo-
dostuu eradénlainen kokeellisen matematiikan kurssi, jossa ilmioité tutkitaan esim.
graafisesti.

1990-luvun alussa voimakkaasti yleistyneet tieteellisen laskennan kielet kuten
Maple, Mathematica ja MATLAB lienevit nykydéan varteenotettavimpia vaih-
toehtoja téllaisen kurssin tarpeisiin. Naille kaikille on ominaista grafitkan helppo
kéytto ja monien numeeristen perustoimintojen automatisointi. Maple ja Mathe-
matica pystyvat myos ns. symboliseen laskentaan.

Kurssin péaékieleksi valittu MATLAB pohjautuu tunnettuun LINPACK-oh-
jelmakirjastoon ja on osoittautunut erittiin soveliaaksi tarkoitukseen. MATLAB
on vakiinnuttanut asemansa myos numeeriikan ammattilaisten tyokaluna, jon-
ka suosio on edelleen kasvussa. Symbolista ldhestymistapaa puolestaan kurssilla
edustaa Okko Kanervan laatima jakso Maple-kielestd. (Héan on my6s muokannut
kurssimonisteen tekstid yms. kauttaaltaan ja korjannut samalla lukuisia virheita.)
Kurssiin siséltyy useita kymmeniéa pienida MATLAB-ohjelmia, joista tdrkeimpien
Maple-versiot on esitetty lopussa olevassa liitteessa.

Mahdollinen palaute pyritdan ottamaan huomioon monisteen tulevissa ver-
sioissa.

MATLAB on esimerkki kaupallisesta skripti-kielestd. Viime vuosina on tullut
suosituksi ilmainen Python-kieli, jonka laajennukset Numerical Python ja Scien-
tific Python tarjoavat numeerisilta ominaisuuksiltaan lahes MATLABIn veroisen
ympaériston. Kurssimme harjoitustehtéviin tarjotaan malliratkaisut myos Python-
kielella.
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1 Numeeristen ongelmien luonteesta

Taman luvun tarkoituksena on luoda yleiskatsaus muutamiin matemaattisiin on-
gelmiin ja esittda, miten ne voidaan ratkaista MATLAB-ohjelmointikielelld. Nai-
den esimerkkien yhteydessé ei viela perustella sitd, miksi ratkaisu tehddan esi-
tetylla tavalla — se selvidd myOhemmisséd luvuissa. MATLABIn systemaattisen
opiskelun aloitamme luvussa 2.

Ennen em. esimerkkeja pari alkuhuomautusta kurssia tukevasta kirjallisuu-
desta ja ohjelmistoista, joista on luettelo monisteen lopussa. Mikdéan teos ei sel-
laisenaan kata koko aihepiirid, mutta hyvia ldhteitd ovat kirjallisuusluettelossa
mainitut, [M], [NR], [S1] seké késikirja [AS].

Tyovéalineindmme toimivat ohjelmat MATLAB ja Maple ovat molemmat tulk-
keja ja soveltuvat hyvin interaktiiviseen tyoskentelyyn. Niitd on esitelty esim.
teoksissa [MATu| ja [Mpl/L].

Siirrymme nyt tarkastelemaan esimerkkejd matemaattisista ongelmista, joi-
den ratkaisu voidaan tehokkaasti tehdd MATLAB-kielelld. Ratkaisua edeltévé
vaihe on MATLAB-ohjelman kiynnistys. Kukin ratkaisu edellyttdd yleenséd pa-
rin tekstitiedoston tekemisté editorilla, joka MATLABin komentotilassa kidynnis-
tyy komennolla !'emacs. Téssd yhteydessd huutomerkki ilmaisee, ettd kyseessa on
kayttojarjestelméan tuntema komento “emacs”. Emacsin asemesta voidaan kayttaa
mitd tahansa muutakin editoria.

1.1. Juuren haku. Etsi yhtdlon e3* — 2 = 0 juuri.
MATLAB-ratkaisu: Tehdédén tiedosto f101.m:

function y=£f101(x)
y=exp (-3%x)-x;

Annetaan MATLAB-komento: x=fzero(’f101°,0.5)
Saadaan vastaus: x=0.3500.

Tarkistus tehddan kirjoittamalla check=£101(x)

Saadaan vastaus: check=0, joten x on todella etsitty juuri.

1.2. Lineaarisen yhtdloryhman Ax = b ratkaisu.

Yli puolet numeerisen matematiikan ongelmista kiyttda osanaan lineaarisen
yhtiléryhmin ratkaisua. n x n -matriisin A kiintdmiseen tarvitaan luokkaa n?
oleva maara peruslaskutoimituksia, joten esim. 400 x 400 -matriisin kddntdmiseen
tarvitaan n. 64 - 10° laskutoimitusta. (Vertailun vuoksi todetaan, etti yhdessi
vuodessa on n. 32 - 10% sekuntia.)

Tehtava: Muodosta 50 x 50 -satunnaismatriisi a ja 50 x 1 -matriisi b. Ratkaise
ar = b.

MATLAB-ratkaisu: Ratkaisu saadaan antamalla seuraavat syotteet:



a=rand(50,50); b=rand(50,1);
x=a\b; check=norm(a*x-b)

Muuttujan check lukuarvoa voidaan kiyttaa arviona loydetyn numeerisen ratkai-
sun virheelle. Toinen, pidemmissa tehtavissa ainoa jarkevd menettely, on luoda
ratkaisun sisaltdva m-tiedosto, esim. e102.m, joka suoritetaan komennolla “e102”.

% FILE e102.m begins.

a= rand(50,50); b = rand(50,1);
x= a\b;

check = norm(a*x-b)

% FILE e102.m ends.

1.3. Minimin haku. Monet kiytdnnon ongelmat johtavat minimointi-

tehtaviin. Esimerkkind kustannusten minimointi tuotteen valmistuksessa.
Tehtava: Minimoi funktio fio3(z) = sin(tan(z))+1.2 cos(z) vlilla (—1.6, 1.6).
MATLAB-ratkaisu: Tehdéén tiedosto {103.m:

function y=f103(x)
y=sin(tan(x))+1.2*cos(x);

Annetaan komento: a=fmin(’£f103’,-1.6,1.6)
Saadaan vastaus: a=-1.0678.
Loydetty minimi on lokaali, ei globaali.
Ratkaisu m-tiedoston avulla:

% FILE e103.m begins.

clf;

x =-1.7: 0.02: 1.7; y = £103(x);

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plot(x,y); title(’Funktio esim. 1.3’),pause;

a = fmin(’f103’,-1.6,1.6)

disp([’Funktion arvo = ’> num2str(£103(a)) 1);

txt =[’x = ? num2str(a) ’, y = ’ num2str(f103(a)) 1 ;
grid;

plti=plot(x,y,a,f103(a),’k.’, ’MarkerSize’,30);

title(txt, ’FontSize’, [15]);

xlabel (°’x (E103)’,’FontSize’, [15] ); ylabel(’y’,’FontSize’, [15] );
set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;

% FILE e103.m ends.



x =-1.0678, y = -0.39125

x (E103)

1.4. Data-analyysi. Pienimmén nelisumman (pns) polynomin sovitus
pisteistoon.

Tehtévia: Muodosta vektorit x, y, joille z(j) = 0.3* (j — 1), y(j) = z(j)* +
7x(j)+0.5%sin(10*x(5)), kun j = 1,...,17, ja etsi tdhén dataan sovitetun toisen
asteen polynomin c¢;2? + cox + 3 kertoimet ¢ = (cy, ¢o, ¢3). Lihtokohtanamme on,
ettd ndin muodostettu data on “synteettistd” dataa, jossa sin-termi kuvaa “mit-
tausvirhettd”. Synteettinen data soveltuu hyvin tarkoitukseen, silld odotamme,
etta “oikeassa vastauksessa” (cy,cz) on lahelld lukuparia (1, ).

MATLAB-ratkaisu:

x=0:0.3:5;
y=x. 2+pi*x+0.5%sin(10%x) ;
coef=polyfit(x,y,2)

Saadaan ratkaisu
coef=0.9884 3.1834 -0.0183

Piirretdén viela kuva datasta ja sovitetusta polynomista, ja esitetdén toinen rat-
kaisu m-tiedostona.

%» FILE e104.m begins.

clf;

x= 0: 0.3: 5;

y = x.72 + pixx + 0.5%sin(10%*x);



coef = polyfit(x,y,2)

c = coef; txt = [’cl = ? num2str(c(1l)) ’, c2 =’ num2str(c(2)) 1;
txt = [txt ?, c3 =’ num2str(c(3)) 1;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;

xi = 0: 0.02:5; yi = polyval(coef,xi);
picl=plot(xi,yi,x,y,’k.’, ’MarkerSize’,25);

title(’Data (.) ja sovitettu kayra (E104)’,’FontSize’,[15] );
xlabel (txt, ’FontSize’, [15]); pause;

grid;

set(picl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
print -deps figlO4.eps

% FILE e104.m ends.

Data (.) ja sovitettu kayra (E104)
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€1 =0.98842, c2 = 3.1834, c3 = -0.01825



1.5. Tavallisen differentiaaliyhtélon alkuarvotehtivén ratkaisu.
Monissa sovelluksissa (esim. mekaniikassa) esiintyy toisen kertaluvun vakioker-
toimisen differentiaaliyhtélon alkuarvotehtéva.

Tehtava: Ratkaise DY: y” 4+ ay’ + by = 0 alkuarvoilla y(0) = 1, ¥/(0) = 0,
kun a = —0.05 ja b = 0.15. Etsi numeerinen approksimaatio ratkaisulle pisteessé
x = 1.0.

MATLAB-ratkaisu: Palautetaan 2. kertaluvun DY 1. kertaluvun DY-ryh-
méiksi seuraavasti. Kirjoitetaan aluksi DY muotoon y” = —ay’ — by. Merkitdan
y1 =y, yo = ¢/, jolloin DY <

Y1 = Yo .

Yp = —ayz — by,
Luodaan seuraavat tiedostot deql05.m ja e105.m, jolloin kirjoittamalla e105 saa-
daan oheinen kuva.

%» FILE e105.m begins. 31 Aug. 1999

% USES ode23.m, deql05.m

% Solves y" + axy’ + b*xy = 0; y(0) = 1; y>(0) = 0.0

% Want y(1.0) =7

% Write as: y" = -a*xy’ - by, Put y2 = y’, yl =7y and get
h y1’ = y2

yA y2° = -axy2 - bxyl

clear;

global a;

global b;

a =- 0.05; b= 0.15;

fval = 1.0;

dfval = 0.0;

[t,y] = ode23(’deq105’, [0.0 1.0], [fval dfvall);

clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(t,y(:,1));

txt=[’Solution by ODE23, y(1.0) =’num2str(y(size(y,1),1)) 1;
title(txt, ’FontSize’, [15]);

xlabel (’E105° , FontSize’, [15]);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
grid;

hold off;

pause;

A=[t,y(:,1),y(:,2)]



% FILE el105.m ends.

0 1.0000 0
0.0005 1.0000 -0.0001
0.0032 1.0000  -0.0005
0.0165 1.0000 -0.0025
0.0832 0.9995 -0.0125

0.8832 0.9412  -0.1328
0.9832 .9272  -0.1475
1.0000 0.9247  -0.1500

o

function ydot=deql05(t,y)
global a;

global b;
ydot=[y(2);-axy(2)-bxy(1)];

Solution by ODE23, y(1.0) =0.92469
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1.6. Integraalien laskeminen. Kaarenpituuden ja pinta-alojen méari-
tysongelmat johtavat usein “mahdottomiin” integrointeihin.



Tehtava. Laske integraali

™

/ (sinz)? exp(v/7) dz.

0

MATLAB-ratkaisu: Luodaan tiedosto fquad.m:

function y=fquad(x)
y=(sin(x)."~2) .*exp(sqrt(x));

Kirjoittamalla
a=quad(’fquad’,0,pi)
saadaan vastaus a=5.5256. Vaihtoehtoinen tapa on kiyttda tiedostoa kuten alla.

%» FILE e106.m begins.

% 31. Aug. 1993

x = 0: 0.01: pi; y = fquad(x);

plot(x,y), title(’Integrand, el06’),pause;
a= quad(’fquad’,0, pi)

% FILE el106.m ends.

1.7. Interpolointiongelma. Kolmannen asteen polynomin arvot pisteis-

sd —1,0,1,2 ovat 0,1,0.5,2. Etsi polynomin arvo pisteessa x = 1.5.
MATLAB:

x=[-1 01 2]; y=[0 1 0.5 2];
n=length(x)-1;
coef=polyfit(x,y,n);
yO=polyval(coef,1.5);
disp([’y0 = ’ num2str(y0)]);

MATLAB kirjoittaa kuvaruudulle vastauksen:
yO = 0.78125
Tarkistus:

xi=-1:0.02:2; yi=polyval(coef,xi);
plot(xi,yi,1.5,y0,’ko’);



Esitetdan viela ratkaisu m-tiedostona, joka suoritetaan tavalliseen tapaan ko-
mennolla “e107”.

% FILE e107.m begins. 31 Aug. 1999

clf;
x=[-1012]; y=1[010.52];
n =length(x)-1;

coef = polyfit(x,y,n);

x0 = 1.5; yO = polyval(coef,x0)

xi = -1: 0.02: 2; yi = polyval(coef,xi);

txt = [ £( ° num2str(x0) ’) = ’ num2str(y0)];
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(xi,yi,x0,y0,’k.’,x,y, k+’, ’MarkerSize’,30);
title(txt, ’FontSize’, [15]);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;

xlabel (°’E107°,’FontSize’, [15] );

grid;

pause;

% FILE e107.m ends.

f( 1.5) = 0.78125

1.8r
1.61
1.4¢

1.2r

0.21
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1.8. Dirichlet’n ongelma. Olkoon D = {(z,y): 0<2z<4,0<y <6}
ja u: D — R funktio s.e.

u(, 6) = folx) = 180 } O=v=d
uw(0,y) = f3(y) = 80
u(d,y) = fuly) = 0 } 0sy=®

Tehtava voidaan ratkaista numeerisin menetelmin.
Ratkaisu MATLABAIlla esitetaén kurssin loppupuolella.

1.9. Matemaattinen kokeilutoiminta. Tehtava: Selvitd kokeilemalla
montako flopsia (floating point operations) ts. laskutoimitusta MATLAB kayttaa
n X n -yhtaloryhmén ratkaisuun, kun n=5:3:30.

MATLAB:

size2=[]; ops=[];

for n=5:3:30
a=rand(n,n); b=rand(n,1);
f1=flops; x=a\b; f2=flops-f1;
size2=[size2 n]; ops=[ops f2];

end;

Piirretdén vield samaan koordinaatistoon kuva flopsien méaérésta n:n funktio-
na ja vertailufunktiosta n3.

%» FILE e109.m begins. 31 Aug. 1999

clf;
size2 = []; ops = [];
for n =5:3:30
a = rand(n,n); b = rand(n,1);
f1= flops; x= a\b; f2 = flops-f1;
size2 = [size2 n]; ops = [ops £2];
end;

axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(size2, ops, size2, size2."3, ’k.’,’MarkerSize’,30);

xlabel(’n’,’FontSize’, [15] );
title(’ Flops needed to solve n by n system and n~3 (o) ’,
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’FontSize’, [15]);
set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;
% FILE e109.m ends.

4 Flops needed to solve n by n system and n 3 (o)

2.55 10

Kuten ylla on esimerkeissd 1.1 — 1.9 ndhty, voidaan MATLABin avulla vai-
vattomasti ratkaista numeerisia tehtavia, joiden ratkaisu ilman apuvélineité oli-
si tyoldstd tai mahdotonta. Syy MATLABIn kdyton vaivattomuuteen on sen si-
saanrakennetuissa perusfunktioissa (mm. fzero, \, fmin, polyfit, ode23, quad,
polyval), jotka automatisoivat pitkélle tavallisimmat numeeriset tehtavét, ja li-
sépiirteend on mainittava vaivaton tulosten graafinen esittdminen. Huomion ar-
voinen seikka on sekin, ettd MATLABin toiminta PC- ja Unix-koneissa on sa-
manlaista.

Vaivattomuutensa lisiksi MATLAB on erittdin tehokas numeerisissa tehté-
vissa. Téahén on kaksi syytad. Ensinnékin pohjana olevat algoritmit perustuvat
laajalti testattuun ja optimoituun LINPACK-kirjastoon. Toiseksi MATLAB on
nopea. Nopeus perustuu siihen, ettd MATLAB on matriisikieli, jossa peruslasku-
toimitukset (+, -, ©, /) on suoraan mééritelty matriiseille (eiké pelkistaan kahden
reaaliluvun vélille). Peukalosddnnoksi voidaan sanoa, ettd numeerisissa tehtivissé
MATLAB voi olla jopa sata kertaa nopeampi kuin Mathematica.

MATLAB-ohjelmointia opetellessa on syyté kiinnittda huomiota juuri matrii-
sien kéasittelyyn; esim. jos a on matriisi, on sille aina maéaritelty alkioittainen
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potenssiin korotus a.”3, mutta a”2 on maéritelty vain, jos a on neliomatriisi.
Perustietotyyppi on kompleksinen matriisi.

1.10. Ohjelmointivinkkeja. Kannattaa pyrkid luomaan systemaattiset
ohjelmointitottumukset. Koska tyypillinen istunto késittda uusien m-tiedostojen
luomista, olisi erityisen téarkedd 16ytda nappéara nimedmiskaytanto luotaville tie-
dostoille. Suositeltava on esimerkiksi seuraava:

h03t02.m:  harj. 3 tehtavin 2 ratkaisu;
h03t02.dat: harj. 3 tehtava 2, tuotettu data;
£0302.m:  harj. 3 tehtavéan 2 tarvitsema funktio.

Olemme edelld jo useasti ndhneet, ettdi MATLAB-ohjelmat ovat tavallisia
MATLABIn syntaksin mukaan tehtyja tekstitiedostoja ja koostuvat siis ASCII-
merkeistd. Yksinkertaisuuden vuoksi tulemme jatkossa tarkastelemaan pelkés-
tdan tekstitiedostoja, vaikka MATLAB voi lukea ja kirjoittaa my6s bindaritie-
dostoja. Koska katsomme tiedostojen siséltod tavallisesti editorilla (emacs), on
kunkin tekstitiedoston alkuun ja loppuun syyta laittaa tiedoston nimi, jolloin
tiedostojen jarjestyksen yllapito on helpompaa. Edelld on téatad ideaa toteutettu
m-tiedostojen kirjoittamisessa. Tulemme seuraamaan tatéa kaytantoa jatkossakin.
Tiedosto nayttéia siis seuraavalta:

% FILE h0302.m begins.

% FILE h0302.m ends.

Tiedostojen nimien tulisi MATLABissa olla pidempié kuin muuttujien nimien.
(Voi tulla kisittamattomia virhetilanteita, jos on tiedosto x.m ja jos toisaalta x:44
kiytetddn muuttujana toisessa merkityksessd). Lisdd ohjelmointiesimerkkejd on
luvussa 2.

1.11. Algoritmin kasite. = Numeeriset menetelméat kuvataan tavallisesti
algoritmin muodossa. Algoritmi on (&érellinen) joukko sddntojd, joka kullekin
(kelvolliselle) syttteelle tuottaa ainakin yhden tulosteen. Lisdksi vaaditaan, etta
algoritmin toiminta kullekin syotteelle paattyy darellisen askelmaéran jalkeen.

1.12. Algoritmin esitystapoja. (a) Sanallinen, (b) kaavio (esim. lohko-
kaavio), (c) ohjelmointikieli.

13



(a) Lasketaan sarjan ZZO:O s, termeja yhteen, kunnes tavataan termi s, s.e.
lsn| < e

(b)

(c) (Pascal:)

ss:=0; n:=1;

repeat

begin ss := ss + s[n]; n :=n + 1; end;
until ( abs(s[n])<eps )

writeln(ss);

(C-kieli:)

S =0.0; n=1;

do {S=8S+sn]; n=n+ 1;%}
while ( fabs(s[n])<eps);
printf("%12.5 E", S);

(MATLAB:)
S=0; n=1;
while not (abs(s(n)) < eps)
S =8+ s();
n=n-+1;
end
S

14



1.13. Esimerkki. Merkitddn (a,n) =a(a+1)---(a+n—1)ja (a,0) =1,
jolloin (1,n) = n!. Maéritellddn Gaussin hypergeometrinen funktio kaavalla

n

= (a,n)(b,n) =z
Fi(a,b;c;x) = F(a,b;c;x) = :
2 1((1,, 7071‘) (a'a 7071‘) Z (C n) (1’n)
n=0
Esitamme nyt MATLAB-algoritmin F7:n laskemiseksi osasumman Ziioo avul-
la tapauksessa, missid a,b,c € R ja x voi olla m X n -matriisi. Vaihtoehtoisia
algoritmeja o F):lle on esitetty teoksessa [NR]| s. 271 (ja my0s teoksessa [Mos]).

function y = fabc(a,b,c,r)

% Compute 2F1(a,b;c;r)

% The Gauss hypergeometric function F(a,b;c;r)

if ( (size(a) "= 1) | (size(b) "= 1) | (size(c) "= 1) )
disp(’Parameter error in FABC.m’);
end;

[m,n] =size(r);

one =ones(m,n);

s=one;

g=1.0;

for j=1:100,
g=gx(a+j-1)*(b+j-1)/(*(c+j-1));
s = s+ gx(r."j);

end;

y =85

return;

% FILE fabc.m ends.

Huomaa erityisesti, kuinka muodostetaan m x n -matriisi one, jonka kaikki
alkiot ovat 1.

% FILE el113.m begins. 31 Aug. 1999

clf;

r =0.01: 0.03: 0.99; a =0.5; b =0.5; ¢c =1.0;

y = fabc(0.5,0.5,1.0,1);

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;

txt = [’a = ? num2str(a) ’, b = 7 num2str(b) ’, ¢ = ’ num2str(c)];
plti=plot(r,y);

title([’F(a,b;c;r), ’ txt > (E113)’],’FontSize’,[15]);

grid;
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set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;
% FILE el113.m ends.

F(a,b;c;r),a=0.5,b=0.5,c=1 (E113)

241

2.2¢

1.41

1.2
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1.14. Algoritmin kompleksisuus. Numeerisessa laskennassa eniten
kiytetyt algoritmit ovat tavallisesti laskennan kriittinen pullonkaula. Naité al-
goritmeja ovat mm. suurten lineaaristen yhtdléryhmien ratkaisu, differentiaa-
liyhtéaloiden ratkaisu seké erilaiset optimointialgoritmit. Téllaisten algoritmien
kompleksisuus on muodostunut térkedksi algoritmin hyvyyskriteeriksi. Saman
tehtévin ratkaisuun voi olla suoritusajaltaan hyvin erilaisia algoritmeja. Algo-
ritmin tehokkuutta tai kompleksisuutta mitataan tavallisesti polynomi- tai eks-
ponenttifunktion avulla sydtteen koosta. Esimerkiksi n x n -matriisin kddnté on
noin kompleksisuutta n3 oleva operaatio. Funktion arvojen lasku n-avaruuden
kuution [0, 1]™ kérkipisteissd on kompleksisuutta 2" oleva toimitus (sillé kérkipis-
teitd on 2™ kpl).

Algoritmin kompleksisuudella on suuri periaatteellinen merkitys ja kiytéin-
nollistd merkitysté, jos laskenta-ajat muodostuvat pitkiksi. Jo kohtuullisilla n:n
arvoilla eksponentiaaliset algoritmit ovat liian hitaita (esim. n = 100).

Erdét tarkeimmaét ldpimurrot numeriikan alalla, FFT (Fast Fourier Trans-
formation) ja Hachiyanin algoritmi ns. kauppamatkustajan ongelmaan, liittyvét
aikaisempien vastaavien algoritmien kompleksisuuden parantamiseen suurilla n:n
arvoilla.

Taman kurssin puitteissa algoritmien kompleksisuus on esilld tavallisesti vain
sivuteemana. (Ks. kohta 1.9 yll4.)
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1.15. Liukuluvut. Reaalilukujen esitys tietokoneen muistissa tapahtuu
koneesta ja ohjelmasta riippuvalla tarkkuudella. Yleensé reaalilukujen esitykseen
tietokoneissa kaytetdan muuta kuin 10-jarjestelméd, esim. bindarilukuja. Eri kan-
tajarjestelmien vilinen konversio on periaatteessa suoraviivainen, ja tarkemmin
se on selitetty teoksessa [AS], s. 1012. Reaalilukujen esitysté tietokoneessa kut-
sutaan livkulukuesitykseksi (floating point number). Karkeasti ottaen liukulukue-
sitys on samanlainen kuin ns. tieteellinen merkintdtapa jossa esim. lukuja 297.2
ja —0.00029 merkitdin 2.972 - 10% ja —2.9 - 107* ja 637000 = 6.370 - 10° (jos 4
merkitsevid numeroa). Tieteellinen merkintiatapa koostuu siis seuraavista osista:
a) etumerkki, b) mantissa (vililld [1,10)), c¢) eksponenttiosa, ja tdssd man-
tissan pituus médrdytyy merkitsevien numeroiden mukaan. MATLABIn funktiot
base2dec ja dec2base tekevit konversion kymmenkantaisten ja bindarilukujen
valilla.

Liukulukuesityksen tarkkuus méaraytyy mantissan pituudesta, joten siinéd on
yleensé aina virhetta. Liukulukuaritmetiikassa (ts. yhteen-, vihennys-, jako-, ker-
tolasku) patevit samankaltaiset laskusddnnot kuin reaaliluvuille. Eroja voi syntyé
mm. tilanteissa, joissa laskutoimituksen tulos “menee liukulukualueen ulkopuolel-
le” eli esiintyy ns. “ylivuoto” tai “alivuoto”. Mm. nollalla jako johtaa ylivuotoon.
Periaatteelliselta kannalta on kuitenkin tarkedd huomata, etté erdin osin syntyy
eroja vaikka ylivuotoa/alivuotoa ei esiintyisikdén. Esimerkiksi pyoristysvirheet
voivat johtaa téllaiseen tilanteeseen, kuten seuraavasta esimerkistd ilmenee.

1.16. Esimerkki.  Reaaliluvuille b,¢ > 0 pitee (b + ¢)/2 < max{b, c}.
Liukuluvuille C' = 0.982, B = 0984 = B+C =197 = (B+C)/2 = 0.985
(pyOristys 3:een desimaaliin). Siis liukulukuaritmetiikassa voi olla (B + C')/2 >
max{B, C'}. Parempi laskutapa: B + 1(C — B). Ks. [KMN, s. 249|.

1.17. Kone-epsilon. Kuten jo ylld kohdassa 1.15 todettiin, liukulukue-
sitykselld reaaliluku voidaan esittdéd koneesta riippuvalla tarkkuudella. Ns. kone-
epsilon mittaa tata tarkkuutta. Kone-epsilon meps on 277, jos ¢ < ¢ + 277 pétee
liukulukuaritmetiikassa mutta ¢ < ¢ + 27771 ei pide ja p on positiivinen koko-
naisluku sekéd ¢ = 1 (tavallisesti).

Turbo C:ssé meps on luokkaa 107! (= 27%3). MATLABissa meps on luokkaa
10716,

/* el17.c 1 Sept. 1993 */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "writedat.c"
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char *tabfile = "ell7.dat";
void main()

{

% FILE
clf;

int ¢ =1, p=1;

FILE x*fp;

fp = fopen(tabfile, "w"); /* create ell7.dat */
fprintf(fp,"\n FILE %15s begins.",tabfile); writedate(fp);
printf(" \n \n MACHINE EPSILON = \n \n");

fprintf (fp," \n \n MACHINE EPSILON = \n \n");

while (ctpow(2.0,-p) > c) pt+;

printf(" %16.6E = 2°(-%3d) \n",pow(2,1-p), p-1);
fprintf(fp," %16.6E = 27(-%3d) \n",pow(2,1-p), p-1);
fprintf(fp,"\n FILE %15s ends.",tabfile); writedate(fp);
fclose(fp);

getch();

ell7.dat begins. 1. Sept. 1993 19:08:45

MACHINE EPSILON =

1.08420E-19 = 2~(- 63)

ell7.dat ends. 1. Sept. 1993 19:08:45

Ohjelma-epsilon.  Kone-epsilonin ohella on syyta kiinnittda huo-

miota myos siihen, ettd numeeriset ohjelmat eivit nekdan ole absoluuttisen tark-
koja. Viitteitda tarkkuudesta voi saada soveltamalla ohjelmaa tapauksessa, jossa
tulokset voidaan laskea myos toisin.

Funktioparin sini—arkussini yhteistarkkuutta voi tutkia piirtdmaélld funktion
asin (sinr) —r kuvaajan, kun r = 0.01:0.013:0.99. Matemaattisesti funktio on
identtisesti nolla, mutta numeerisesti syntyy luokkaa 10~ olevia eroja. Funktiolle
atanh (tanh(r)) — r valilld r=0:0.5:8 poikkeama on jo suurempi, luokkaa 10711

ell8.m begins.
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r =0.01: 0.03: 0.99;
y =asin(sin(r))-r;

axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’) ;

plti=plot(r,y);

title([’asin(sin(r)) - r (el118)°]);
xlabel(’r’,’FontSize’,15);
set(pltl,’LineWidth’, 2.5);

grid;

pause;

hold off;

% FILE e118.m ends.

-16 asin(sin(r)) - r (e118)
151

hold on;

-15 I I I
0 0.2 0.4 0.6

1.19. Matemaattinen mallintaminen.

0.8 1

Matemaattisella mallintami-

sella tarkoitetaan reaalimaailman ilmion kuvaamista sellaisessa matemaattisessa
muodossa, josta tarkasteltavat suureet voidaan ratkaista joko eksaktisti tai liki-
madaraisesti. Usein kysymyksessd on monivaiheinen prosessi, jossa osina on mm.
numeerisen mallin muodostaminen ja ratkaiseminen. Tavallisesti malli kuvaa ko.
ilmiota puutteellisesti ja sisdltda yksinkertaistuksia. Numeerista mallia muodos-
tettaessa tehdaan lahes aina diskretointi. Téalloin “4areton korvataan déarelliselld”

ja jatkuva muuttuja diskreetilla.

p

(1) > = lim Y7 a,; voidaan laskea

a, =
n=1 "N
pP—00 n=1
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(2) ff(:p)d:p = lim 2”: fla+j=2). =2 2”: voidaan laskea
1

n ?
a 'I’L*)OO]: 1

3) IIb; = nh—>Holo H1 bj; [] voidaan laskea
j:

7j—1 1

Esimerkiksi differentiaaliyhtélolld voidaan mallintaa monia fysiikan ilmioita
heittoliikkeesta radioaktiiviseen hajoamiseen (matemaattinen malli). Saatu dif-
ferentiaaliyht&lé muunnetaan diskreettiin muotoon esim. differenssimenetelméllé
(numeerinen malli). Etsitty numeerinen ratkaisu saadaan ratkaisemalla numeeri-
nen malli.

1.20. Virheldhteista. Numeerisen laskennan virheet johtuvat usean eri-
laisen virhetekijan yhteisvaikutuksesta, joita nyt tarkastelemme.
1. Mallivirheet: Syy: yksinkertaistavat oletukset.

2. Menetelmavirheet: Syy: numeerinen malli ratkaistaan darelliselld maaralla
laskutoimituksia:

— katkaisuvirhe: korvataan dareton summa aarellisella:

kun |R,+1(z)| on pieni
1
— diskretointivirhe: esim. [ =" f(z;)Ax
0
3. Léhtoarvovirheet: Esimerkiksi analysoitava data (kokeelliset mittaukset)
on virheellinen.

4. Pydristysvirheet: Numeerisen mallin ratkaisu voi siséltdd suuren magran
laskutoimituksia, joista kukin voi tuottaa (koneesta riippuvan) virheen =
virheiden kumuloituminen laskennan aikana.

5. Epéstabiilit algoritmit: Menetelméavirhe voi aiheutua siitd, ettd kiytetadan
epdastabiilia algoritmia.

6. Inhimilliset virheet: Ohjelmointivirheet (esim.).

7. Jako 0:lla voi johtaa arvaamattomiin seurauksiin.
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1.21. Suhteellinen ja absoluuttinen virhe. Vektorin z = (z1,...,x,)
€ R™ approksimaatiota merkitdén & = (Zy,...,%,) € R". Approksimaation virhe
v=1x—7 (tai T — z).

Virheen itseisarvo 1. normi ||v||:

V]| = max{ |v;| : 1 <i<n}

n
ol =37
n
ol = |wil)"?
=1

Virhearvio: ||z — Z|| < u, missi u on virhearvio. Jos x # 0, niin suhteellinen virhe
lz—2]|
el = . .
Tulos on ilmaistu tarkkuudella €, jos ||z — Z|| < e.
Tulos on ilmaistu p%:n tarkkuudella, jos suhteellinen virhe < 5.
Yksinkertaisissa tapauksissa virheen vaikutusta lopputulokseen voidaan ar-

vioida differentiaalilaskennan avulla.

on

1.22. Virheen arviointi derivaatan avulla. Arvioimme funktion f(x)
= 2P muutosta pisteessd z = 1, kun x:n muutos on Az. Kun y € (z,z + Ax), on
valiarvolauseen perusteella f(y) — f(z) = f'(§)(y — x) jollekin £ € (z,y). Néin
ollen

Af] <sup{1f()] : = € (w0 + Az)} - |Aal.

Koska f’(z) = pzP~!, saamme arvion |Af| < [2p||Az|, kun |Az| on pieni.

1.23. Taylor-sarjan osasummat.  Yksinkertainen ajatus funktion ap-
proksimoimiseksi on kiayttad Taylor-sarjan osasummia. Yleensé ndmé ovat varsin
huonoja approksimaatioita. Tarkastellaan nyt esimerkkid f(z) = >, %1!7 = e".

Taulukoimalla osasummien arvoja kun x = —7.0, todetaan esim. etta osasum-
mien arvot, kun n = 2,...,16, eivit sisdlla yhtdan oikeaa desimaalia! Approk-
simointiteoriassa johdetaan erilaisia parempia approksimointeja, mutta ei talla

kurssilla. Ks. myos [AS], [NR].

/* e123.C 2. Aug. 1993
Study EXPONENTIAL function approximation by Taylor-series */
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "writedat.c"
char *tabfile = "el23.dat";
double TAYLORS1(x,n)
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double x;

int n;

{
double s= 1.0, t=1.0; int i;
for(i=1;i<n+1;i++)

{
t=t*x/1;
s=s+t;
}
return(s );
}
void main(void)
{
int 1i;
double d,x=-7.0;
double v1,v2;
FILE *fp;
fp = fopen(tabfile, "w"); /* create el128.DAT */
fprintf (fp,"\n FILE %15s begins.",tabfile); writedate(fp);
fprintf (fp,"\n Terms Partial sum Error ",
tabfile);
for(i=1;i<20;i++)
{
vl= TAYLORS1(x,2*i) ;
v2 = vl - exp(x);
printf("\n %3d %16.6E % 12.4E ", b*i,v1,v2);
fprintf (fp,"\n %3d %16.6E % 12.4E ",2xi,v1,v2);
}
printf("\n The answer is = 16.6E ",exp(x));
fprintf(fp,"\n The answer is = %16.6E ",exp(x));
fprintf(fp,"\n FILE %15s ends.",tabfile); writedate(fp);
fclose(fp);
}
FILE el23.dat begins 1. Sept. 1993 19:21:57
Terms Partial sum Error
2 1.85000E+01 1.850E+01
4 6.13750E+01 6.137E+01
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6 8.47181E+01 8.472E+01
8 6.42929E+01 6.429E+01
10 3.09318E+01 3.093E+01
12 1.02917E+01 1.029E+01
14 2.51196E+00 2.511E+00
16 4.69778E-01 4.689E-01
18 7.00927E-02 6.918E-02
20 9.18367E-03 8.272E-03
22 1.72977E-03 8.179E-04
24 9.79884E-04 6.800E-05
26 9.16703E-04 4.821E-06
28 9.12177E-04 2.949E-07
30 9.11898E-04 1.573E-08
32 9.11883E-04 7.377TE-10
34 9.11882E-04 3.067E-11
36 9.11882E-04 1.133E-12
38 9.11882E-04 3.282E-14
The answer is = 9.11882E-04
FILE el23.dat ends 1. Sept. 1993 19:21:58

1.24. Eulerin—Mascheronin vakio. Merkitddn harmonisen sarjan osa-
summaa H, = > 7, % Silloin Eulerin-Mascheronin vakio v on
v = lim (H, —logn).
n—oo

Konvergenssi on téssd piinallisen hidasta. Numeerisesti tehokkaampi laskutapa
on

1
v = lim (H, —log(n+ <)),
n—o0 2

kuten voidaan havaita yksinkertaisin testein. Todetaan, ettd pieni muutos algo-
ritmissa parantaa oleellisesti algoritmin konvergenssia.

1.25. Merkitsevien numeroiden kumoutuminen. Samanmerkkisten
lukujen vahennyslaskussa voi tapahtua merkitsevien numeroiden kumoutumista,
joka olennaisesti huonontaa tarkkuutta. Seuraavassa muutamia esimerkkeja, jois-
sa matemaattisella identiteetilld voidaan torjua tarkkuuden huononemista.

(1) va2+1-1= 1+f12+7' Kun z ~ 0, on jalkimmé&inen muoto parempi.
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(2) tan(z) —sin(z) = 32° + $2° + 5027 + - - -. Jalkimméinen muoto parempi
kun z ~ 0.

(3) arx® +bx+c=0 (a#0, b* —4dac >0, b+#0)
—b £ Vb — dac

2a

T2 =

Tarkkuutta huonontavaa kumoutumista voi tapahtua, jos 4ac << b%. Oikea

laskutapa: ¢ = —2(b+ sgn(b)Vb? — dac), 1 = 4, zy = .

q

4) Positiivisten lukujen 0 < T < ... < T yhteenlasku on edullista tehda
]
SUUI'UUSjéI'jGStykSGSSé

s=0;
for (j=1;j<=n;j+L{s+=x[jl;}

Numeerisen laskennan kiytanto on osoittanut, ettd kohtien (1)—(4) tyyppisilla
keinoilla on tarked merkitys. Yhteenveto kuvion muodossa:

MATEMAATTINEN 2 NUMEERINEN
IDENTITEETTI IDENTITEETTI

1.26. Numeerisen algoritmin stabiilius.  Laskutoimitus tai algoritmi
on epdstabiili 1. hdiridaltis 1. pahanlaatuinen (unstable, sensitive, ill-conditioned),
jos pienet virheet ldhtotiedoissa vaikuttavat merkittavisti lopputulokseen. Muul-
loin laskutoimitus tai algoritmi on stabiili 1. hyvinlaatuinen (stable).

Perusesimerkki epéstabiilista ongelmasta on yhtéloryhmén Az = b, misséd A
on n X n -matriisi, ratkaiseminen kun A on “huono”. Yksikésitteinen ratkaisu ei
yleensé ole mahdollista, jos det(A) = 0. Siis téllaiset (singulaariset) matriisit ovat
tassa mielessd huonoja.

On todettu kiteviksi mitata n X n -matriisin A “kuntoisuutta”’ reaaliluvul-
la cond(A). Télloin tapauksessa det(A) = 0 on cond(A) = oo. Tapauksessa
det(A) # 0 cond(A) € [1,00), ja kuntoisuusluku mééritelldén Am ns. singu-
laariarvojen avulla. Kuntoisuusluvun vaikutusta lineaarisen yhtaloryhmén rat-
kaisuun tutkitaan luvussa 4.

1.27. Esimerkki. Koodirivit

a=rand (20,20);
c=cond(a)
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antavat satunnaismatriisin a kuntoisuusluvun c.

=x
1.28. Esimerkki. Suorien {zz (1+6)z—1 missd 0 = 1077, kun p =

11

2,3, ..., leikkauspiste on (3, 5). Siis tehtévd on epéstabiili.

1.29. Numeerisen matematiikan tavoitteet. Numeerisen matematii-
kan tavoitteena on tuottaa tehokkaita ja stabiileja algoritmeja, jotka mahdolli-
simman véhilla laskutoimituksilla antavat mahdollisimman paljon informaatiota.
Yleenséd on mahdollista 10ytaa erikoistilanteita, joissa algoritmi ei toimi oikein.
Numeerisessa matematiikassa joudutaan rajoittumaan tilanteisiin, jossa “kaikki
kdly hyvin”: funktiot ovat riittdvin sdannollisid jne. Sovelluksissa téllaiset ole-
tukset tehdddn usein vaieten, implisiittisesti. Esimerkiksi funktion numeerisessa
integroinnissa ja minimoinnissa téytyy olettaa, ettei funktio heilahtele liian no-
peasti.

Toisaalta on muistettava, ettd liukulukuaritmetiikka tuo virheitd mukaan ja
ettd esim. funktion nollakohta ei ole valttamatta maaritelty meps:n tarkkuudella,
vaan tilanne nollakohdan ldhelld mepsin mittakaavassa tarkasteltuna voi néyt-
taa hyvin rajusti oskilloivalta. Ks. kohta 5.16. Nain ollen 0-kohtia etsittédessé ei
tarkkuusvaatimuksia saa asettaa liian tiukoiksi.

1.30. Mita ohjelmilta voidaan vaatia?

e virhetilanteiden kontrolli ja virheilmoitus tarvittaessa

e helppokiyttoisyys, “luettavuus” (kommentit), dokumentointi
e stabiliteetti, tehokkuus, virheettomyys

e siirrettavyys toisiin kayttojarjestelmiin, kieliin

e muunneltavuus (source code)

Huom.: Kaytannossa on ldhes mahdotonta testein osoittaa ohjelmaa vir-
heettoméksi (mutta voidaan ehké 16ytaa virheitd).
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2 MATLABIn perusteet

Luvussa 1 olemme jo ndhneet muutamia esimerkkeji MATLAB-kielen kaytos-
ta. Tarkoituksemme on aloittaa nyt systemaattinen perehtyminen kielen perus-
piirteisiin. Edellisessé luvussa nopeasti esitetyt seikat tulevat nyt kerrattaviksi
helpommin ymmaérrettiviassad muodossa.

MATLAB on C. Molerin [Mo]| kehittdmé numeriikan ja numeerisen matriisilas-
kennan kieli, joka on saavuttanut vakiintuneen aseman tieteellisen laskennan alu-
eella. MATLABIn perusteista on olemassa joukko hyvié oppaita, esim. [Sig] (tai
[K]). Sen sijaan ohjelman mukana tuleva késikirja ei ole tarkoitettu oppikirjaksi.
MATLABIn demo-ohjelmaa lapikdymaélla padsee nakemaan MATLABIn piirteet,
ja sen lahdekoodi on kéteva opas ohjelmointiin. Kustakin MATLAB-késkystéa saa
my0Os kuvauksen help-komennolla, esim. help plot.

Katsomme alla muutamia esimerkkeja tyypillisistd MATLAB-istunnoista. Oh-
jelman toiminnan oppiminen tapahtuu tehokkaimmin, kun lukija samalla kirjoit-
taa po. istuntojen komennot péitteelld ja toteaa ohjelman tulosteen. Oletamme,
ettd lukijalla on kiytettavissddan jokin MATLAB-ohjelman perusopas, esim. [Sig|.

Mainitsemme kahdesta ominaisuudesta, jotka tulevat toistuvasti esille, nimit-
tdin ettd (a) MATLAB on tulkki ja (b) MATLAB on matriisikieli.

Kohdan (a) mukaisesti interaktiivisen MATLAB-istunnon tapahtumat kirjau-
tuvat ns. “tyotilaan” (workspace), jolla tarkoitetaan MATLAB-tulkissa mééritel-
tyja muuttujia.

Kohdasta (a) seuraa mm., ettd muuttujien arvot “pysyvit muistissa”’ ts. ne
ovat kiytettavissa tyotilassa ja ettd niiden nykyiset arvot saadaan esille kirjoitta-
malla muuttujan nimi. Tyotilan muuttujat saadaan esiin komennolla who. Virhei-
den vélttamiseksi on syyta aika ajoin pyyhkia tarpeettomat muuttujat muistista
komennolla clear. Kohta (b) on tehokkaan kdyton kulmakivi: aikaa vievit ohjel-
mointisilmukat voidaan tavallisesti korvata yksinkertaisilla vektori- tai matriisi-
operaatioilla. Erityisesti sisdkkaisid silmukoita pitaisi valttda. MATLABin mate-
maattiset funktiot (esim. sin, cos, log, exp) hyviksyvéit myos matriisiargumentin.
Kayttdjan on omia funktioita madritellessdéan pyrittava samaan.

MATLABIn kdynnistys tapahtuu komennolla “matlab”, lopetus komennolla
“quit”; kiyttojarjestelmén komennon toteutus “huutomerkkitekniikalla”, esim.
“1dir”, “lemacs”, seké istunnon talletus tekstitiedostoon “diary istunto.doc”
(annettava alussa). Palautamme luvusta 1 mieleen, ettd m-tiedoston fname.m lu-
keminen tyc6tilaan ja sielld olevien kiskyjen toteutus tapahtuu komennolla fname.
Oletamme alla, ettd MATLAB on kiynnistetty.

100
2.1. Keskiarvo. Olkoon f(x) = sin(z) + cos(x?). Laske m Z
Ratkaisu. Generoidaan funktio f:
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lemacs f201.m

Kirjoitamme tiedostoon f201.m seuraavat 2 rivia:

function y=£201(x)
y=sin(x)+cos(x."2); <— puolipiste estdd tulostuksen,
. on alkioittainen operaatio

(Vanhempia MATLABIn versioita kiyttdessimme laittaisimme tédhén tiedostoon
vield kolmannen rivin “end;”.) Tiedoston talletuksen jidlkeen muodostetaan ha-
luttu keskiarvo seuraavasti:

x=1:1:100; y=£f201(x); m = length(x);
aver=(1/m)*sum(y) <— ei puolipistettd, siis tulostuu

Huomaa, ettd sum on tdssi MATLABIn sisdinen vektorioperaatio. Perehdy
komennon help sum avulla sen toimintaan matriisiargumentin tapauksessa.

Toinen tapa keskiarvon laskuun perustuu MATLABIn sisdisen funktion mean
kiyttoon.

2.2. Funktion arvojen taulukointi. Talleta [-funktion arvot I'(0.5%j),
Jg=1,2,...,10, tiedostoon muodossa

0.5000 I'(0.5)
1.0000 T'(1.0)
1.5000 T'(1.5)

Ratkaisu. Muodostetaan x=0.5:0.5:5 ja y=gamma (x).
Allaolevassa m-tiedostossa esitetddn kolme eri ratkaisutapaa.

% FILE e202.m begins.

x = 0.5:0.5:5; y = gamma(x);

data=[x’ y’];

delete e202a.dat

save e202a.dat data -ascii % TAPA 1
delete e202b.dat

diary e202b.dat

disp(data)

diary off % TAPA 2
delete e202c.dat

fid = fopen(’e202c.dat’,’w’)
fprintf(£fid, ’%8.4f %12.6e \n’, data’);
fclose(fid); % TAPA 3
% FILE e202.m ends.
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p .
2.3. Polynomiyhtdlén juuret.  Etsi polynomiyhtdlén ) ¢; - 2?7 =0
j=1
juuret.

Ratkaisu: Muodostetaan ensin jokin satunnaisvektori, esim. c=rand(1,10).
Polynomiyhtélon juuret saadaan komennolla z=roots(c).

2.4. Matriisiargumentti. Edelld olemme jo tutustuneet MATLABiIn
tyypillisiin alkioittaisiin operaatioihin, joista tdrkeimmét muodostavat joukon {+,
-, %, ./, ."}. Tavallisimmat alkeisfunktiot, kuten trigonometriset ja hyperboliset
funktiot, on toteutettu matriisiargumenteille. Ndin voimme helposti todeta esim.
tutun identiteetin voimassaolon:

x= rand(3,3);
z= sin(x)."2 + cos(x)."2 -1;
disp(z)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Huomaa erityisesti, etta ylla 1 on reaaliluku, kun taas z ja x ovat matriiseja. Tés-
sé tilanteessa MATLAB osaa automaattisesti “laajentaa skalaarin” 1 oikeankokoi-
seksi matriisiksi. Keskenédén erikokoisille matriiseille ei peruslaskutoimituksia ole
méaaritelty.

Versiota 4.0 edeltdvissi MATLABIn versioissa oli téssé kohden eroja. Joskus
voi olla syyta selvyyden vuoksi tuoda esille matriisin koko, vaikka MATLABin
syntaksi ei sitd nykyéddn vaatisikaan. Témé voidaan tehdd size-funktion avulla
seuraavasti:

x= rand(2,2);
one= ones(size(x));

one./x
ans =
1.1303 2.2914
3.6669 1.3046

Matriisi voidaan muuttaa vektoriksi ja takaisin matriisiksi néin:
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x= rand(3,4);
xx= x(:)°

XX =

Columns 1 through 7

0.2190 0.0470 0.6789 0.6793

Columns 8 through 12

0.8310 0.0346 0.0535 0.5297

x2 = reshape(xx,2,6)

X2 =

0.2190 0.6789 0.9347 0.5194
0.0470 0.6793 0.3835 0.8310

0.9347

0.6711

0.0346
0.0535

0.3835 0.5194

0.5297
0.6711

2.5. Satunnaiskulku. Satunnaisesti liikkuvan partikkelin sijainnin maa-
raavait koordinaatit x ja y noudattavat normaalijakaumaa. Piirrd kuva partikkelin
liikkkeesta 200 askeleen aikana.

Ratkaisu.

Pisteiden nimikointi jarjestysnumerolla onnistuu seuraavasti:

x=randn(1,200); y=randn(1,200);

plot(x,y);

%» FILE e205.m begins.

clf;
n =
ypt
xpt
mer
for

15;
=randn(1,n);
randn(1,n);
J;
i=1:n
nro = num2str(i);
if (i<10)
nro =[blanks(1) num2str(i)];
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end;

mer = [mer; nro ];
end;
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
info =[’Normal distribution in x- and y-axis’ 1];
xptl =xpt +0.02*(max(xpt)-min(xpt))*ones(1l,n);
% xptl ohjaa pisteiden numerot (text alla) hieman oikealle niin,
% etteivat numerot osu pisteiden paalle
plti=plot(xpt,ypt,’k.’,xpt, ypt,’MarkerSize’,30);
text (xptl, ypt, mer,’FontSize’,[14]);
title([info °> (E205)°],’FontSize’, [15]);
set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;
%» FILE e205.m ends.

Normal distribution in x— and y—axis (E205)

1.5¢

_2 L L L L L L L |
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

2.6. Vektorin pienin alkio. Etsi vektorin z “pienin komponentti”, ts.
jokin sellainen z:n komponentti z(j) ettd x(j) < x(k) kaikilla k, ja tatd kompo-
nenttia vastaava indeksi.

Ratkaisu.

x=rand (1,1000);
[xmin,imin]=min(x) ;

Talloin ko. pienin arvo on xmin=x(imin). Komento min(y) on méaritelty myos
matriiseille y, ks. help min.
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Vektorin lajittelu suuruusjarjestykseen voidaan tehda seuraavasti:

x=5in(1:0.5:30);
y=sort(x);

2.7. Esimerkki. “Salaperdinen matriisi”. Oletamme ettd olemme kon-
struoineet 5 X 5 -matriisin a, mutta emme voi kirjoittaa sitd suoraan nakyviin.
Tehtévanad on rekonstruoida matriisi a kiyttden apuna pelkistdan tuloja a x x
missd x on vektori.

Ratkaisu.

a=magic(5);

b=ones(5,5);

for j=1:5
e=zeros(5,1); e(j,1)=1; % yksikkovektori e_j
b(:,j)=axe;

end;

Matriisien a ja b samuus voidaan todeta, paljastamatta a:n alkioita, tulosta-
malla

norm(a-b)

jolloin saadaan vastaus 0.

2.8. Funktion minimikohta.  Etsi kunkin funktion f;(z) = (z — j) *
sin(2?) minimikohta vélilld [—3, 5] ja piirrd kuva funktiosta f; (j =1,...,5).

Ratkaisu: Alla olevassa ratkaisussa esiintyy useita hyodyllisid seikkoja, kuten
ohjelmointisilmukka, laskutulosten esittdminen kuvan otsikkotekstissd (num2str
ja title) sekd pause-késky.

%» FILE e208.m begins.

for j=1:5
clf;
x=-3: 0.03: 5;
y = (x-j).*sin(x."j);
[ymin, imin] = min(y);
txt = [’y = (x-’ num2str(j) ’).*sin(x.”’ num2str(j) 1;
txt = [txt ’); ymin = ’> num2str(ymin) ];
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(x,y,x(imin),ymin, ’k.’);
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title(txt, ’FontSize’, [15]);
xlabel([’at x = ’ num2str(x(imin)) °> (E208)°],
’FontSize’, [15] );
set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;
pause;
end;
% FILE e208.m ends.

y = (x=4).*sin(x. 4); ymin = -6.7316

_8 L L L L L L L |
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

at x = -2.76 (E208)

2.9. Muuttujien oletusarvot. MATLABissa on mahdollista antaa funk-
tioiden argumenteille oletusarvoja. Tarkastellaan hypergeometrisen sarjan osa-
summien laskemista siten, ettd kiyttaja voi ilmoittaa mukaan otettavien termien
méaaran, vrt. esimerkki 1.13. Késkylla

y=fabcn(a,b,c,r,nmax)

lasketaan nmax ensimmaisen termin summa. Tama voidaan tehda “systeemimuut-
tujan” nargin avulla, joka ilmoittaa funktiokutsussa olevien argumenttien luku-
maaran.

function y = faben(a,b,c,r,nmax)
% Compute 2F1(a,b;c;r)
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% The Gauss hypergeometric function F(a,b;c;r)

if ( (size(a) "= 1) | (size(b) "= 1) | (size(c) "= 1) )

error (’Parameter error in FABC.m’);
end;
[m,n] =size(r);
one =ones(m,n);
s=one;
g=1.0; p = 100;
if (nargin == b)
p= nmax;
end;
for j=1:p,
g=g*(a+j-1)*(b+j-1)/(G*(c+j-1));
s = st gx(r."j);
end;
y = 8;
return;
% FILE fabcn.m ends.

2.10. Kompleksiluvut. Kompleksilukujen joukon C alkioita merkitaan
z =x +iy, missd i = v/—1 ja x,y € R. Kompleksiluvuille on [LP|:ssid méaaritelty
summa, erotus, tulo ja osaméiéra, joille patevit laskusdannot on myods esitelty

siella. Maaritellaan liittoluku z = x — 1y, jolloin

1
7z =12+, Rezza(z+5), Imz:?(z—z).

Esitys napakoordinaateissa:

|z| = V2Z.

z =r(cos p + isinp) = |z|(cos(arg z) + isin(arg 2)) ,

Palautetaan mieliin perusrelaatiot:

arg(z12z2) = argz + argz

arg(z1/zy) = argz — argz
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2" =r"(cosnp + isinng) (de Moivre'n kaava 1667-1754)

Kompleksilukujen geometrista esitystd xy-tasossa sanotaan Argandin esityk-
seksi (1768-1822).

2.11. Potenssisarjat kompleksialueella.  Teoksessa [LP| funktiot ovat
yleensd méariteltyja R:n osavileilla. Jos funktiolla on esim. Taylor-sarja

(2.12) f(z) = Zan(:c —x9)",

niin voidaan mééritelld ainakin formaalisti (tarkoittaa: varmistumatta siitd, onko
kaava mielekés ja suppeneeko sarja) kompleksiarvoille z

(2.13) F(2) =) an(z —x)".

Monien funktioiden tapauksessa voidaan esittdd perustelu sarjan (2.13) suppe-
nemiselle myos kompleksitason jossakin osa-alueessa; téllaisen funktion méaérit-
telyalue voidaan siis laajentaa reaaliakselin ulkopuolelle. Esimerkkeja ovat mm.
trigonometriset, hyperboliset, eksponentti- ja logaritmifunktiot sekd monet muut
muotoa (2.12) olevat funktiot. Emme kiy néité laajemmin esitteleméén, toteam-
me vain etta

(2.14) logz =log|z| +iargz,

kun z € C, ja etté
(2.15) et = e"(e") = e"(cosy +isiny) (Euler, 1707-1783),

kun z,y € R.
arg z — angle(z);  Re(z) — real(z)
MATLAB-merkinnét: |z| = abs(z);  Im(z) — imag(z)
Z — conj(z);  (angle € (—pi,pi)).

2.16. Kompleksiaritmetiikkaa MATLABissa. MATLABiIn perustie-
totyyppi on kompleksinen matriisi. Téstd seuraa mm., ettd useimmat alkeisfunk-
tiot (esim. sin, asin, cosh) hyvéksyvéit argumentikseen kompleksisen matriisin.
Versiossa 3.5 ennen kompleksilukujen kiyttod on maariteltava i=sqrt(-1). Ny-
kyversiossa sekd i ettd j ovat kiytossd tdhén tarkoitukseen ilman téllaista maa-
rittelyakin.
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2.17. Esimerkki. Tutki satunnaisilla 10 x 10 -matriiseilla, pateekd MAT-
LABissa identiteetti
z=exp(logz) (z€C).

Ratkaisu:

while (1==1)
a=rand(10,10); b=rand(10,10); i=sqrt(-1);
z=2%a+tix*b;
w=z-exp(log z);
check=norm(w), pause;
end;

MATLARBiIssa on useita erilaisia matriisinormeja, ks. komennolla help norm.
Edelld norm(w) on matriisin w suurin singulaariarvo (vrt. luku 4).

2.18. Imnput. Suoran kuvautuminen sin z:ssa. Kompleksitason sinifunktio
kuvaa alueen alueelle (tdmé vaatii perustelun; ks. funktioteorian kurssi) ja suoran
jollekin kayralle. MATLABissa voimme selvittda asiaa seuraavasti.

%» FILE e214.m begins.

i = sqrt(-1);

while(1==1)
clf;
a = input (’Enter a real number a for a*x + b : ?);
b = input(’Enter a real number b for axx + b : ’);
x = -3: 0.03: 3; y = axxtb;
z = Xt 1ixy;
w = sin(z);
plot(x,y);
title([’Suora ’> num2str(a) ’*x + ’> num2str(b) ]), pause;
clf;

x1 = real(w); yl =imag(w);
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(xl,yl);
title([’Kayra sin(z), kun Im(z)= ’ num2str(a)

’%Re(z) + (° num2str(b) ’)°’],’FontSize’, [15]);
xlabel(’Re(z), E214’,’FontSize’,[15]);
ylabel (’Im(z)’,’FontSize’, [15]);
set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;
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%print -deps e214
pause;

end;

%» FILE e214.m ends.

Kayra sin(z), kun Im(z)= 2*Re(z) + (1)
100t

-1001

-2001

Im(z)

-3001

-400F

-500r

_600 Il Il Il Il Il Il Il J
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

Re(z), E214

2.19. Esimerkki. Piirretiin pisteet €% tasoon, kun n=1:30.
Ratkaisu. Huomaa alla olevassa koodissa esiintyva input-kéisky syotteen saa-
miseksi kayttajalta.

% FILE e215.m begins.
i=sqrt(-1); x =[1; y =0J;
phi = input(’Enter phi in (0, 2*pi): ’);
for n=1:30
z = exp(i*n*phi);
[x, real(z)]; y = [y, imag(z)];

X
end;
clf;
axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’), axis equal, hold on;
plti=plot(x,y,’k+’);

title([’z = exp(i*phi*n), phi = ’ num2str(phi)],’FontSize’, [15]);
xlabel(’Re(z), E215’,’FontSize’,[15]);

ylabel (’Im(z)’,’FontSize’, [15]);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed

hold off;
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pause;

% FILE e215.m ends.

z = exp(i*phi*n), phi = 1.4142

* * *
*
0.81 * *
0.6 *

0.41

[=F 3

Re(z), E215

2.20. Kvadraattisen polynomin iterointi. = Olkoon f(z) = 2% + ¢ ja
20 € C, 2,41 = f(2,). Joukkoa {z,} sanotaan pisteen zy radaksi. Radan lasku
kisin on tyoldstd. MATLABIlla saadaan nopeasti kuva tilanteesta.

% FILE e216.m begins.
i = sqrt(-1); orb =[];
z = input(’Enter a complex number z: ’); z0 =z;
input (’Enter a complex number c: ’);
n = input(’Enter a positive integer n: ’);
for k=1:n
zZ = z.72 +c;
orb= [orb z];
end;
orb, pause;

(@]
I
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clf;

axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’); hold on;
txt = [’0rbit of ’ num2str(z0)];

txt = [txt ’ under z°2 + ¢, ¢ = ’ num2str(c)];

plti=plot(real(orb), imag(orb));

title(txt, ’FontSize’, [15]);

xlabel (’E216°,’FontSize’, [15]);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;

pause;
% FILE e216.m ends.

Orbit of 0.1+0.3i under z 2 + ¢, ¢ = 0.2+0.3i
0.391

0.385r
0.381
0.375r
0.37r
0.365r
0.361
0.355r
0.35r

0.345r

0.34 Il Il Il Il Il J
0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12

E216

2.21. Julian joukon piirto. @ Kun ¢ € C on annettu, piirrdamme niiden
pisteiden 2z joukon, joiden rata iteroinnissa z — 2% + ¢ pysyy ympyrin |z| < 2
sisélld. Tallaisten pisteiden joukkoa sanotaan polynomin 22 + ¢ Julian joukoksi.

Ratkaisu: Huomaa alla olevassa ratkaisussa muuttujan jul alustus jul=[].
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% FILE
% Draw

% A vectorized 10 times faster version is in e217vec.m

e217.m begins.

Julia set . From Marcus: Matrices and Matlab p. 74

% The slowness is caused by the nested for loops

% which can be avoided,

if vectorization is used

% Try ¢ = -1 and ¢ = -0.1+ 0.8%1
c = input (’enter a complex number ¢ = cl + i * c2 ?);

tic;
jul = [J;
for x = -2:.05:2
for y = -2:.05:2
z=x+1=xy;
b = z;
n=1;
while ((n <= 20) & (abs(b) <= 2))
b = b"2+ c;
n=n+1,;
end
if n == 21
jul = [jul z];
end
end
end
axis(’square’)
tempus=toc;
txt =[num2str(c)];
if isempty(jul)==
error(’ Your ¢ is not suitable!’);
else
plot(jul, ’+’);
end;
title([’Julia set of z2 + ¢, ¢ = 7 txt]),
xlabel ([’E217 , CPUTIME = ’> num2str(tempus) ]),pause;

% FILE e217.m ends.

Yleisesti voidaan todeta, etta erityisesti kaksinkertaisia ohjelmasilmukoita pi-
taa valttad MATLABissa, koska ne ovat hitaita. Silmukat voidaan usein korvata
kiyttamalld matriisioperaatioita viittaamatta matriisiin alkioihin. Seuraavassa on
nopeampi matriisioperaatioihin pohjautuva versio edellisesta.

% FILE e217vec.m begins.
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% Try ¢ = -1 and ¢ = -0.1+ 0.8%1

clear;

c = input (’Enter a complex number ¢ = cl + i * c2: 7);
tic;

x0 = 0;y0 = 0;

x1 =x0-2.0;x2 =x0+2.0; dx =(x2-x1)/40; =x= x1:dx: x2;
yl =y0-2.0;y2 =y0+2.0; dy =(y2-y1)/40; y= yl:dy: y2;
m = length(y);

n = length(x);

onex = ones(1,n);

one = ones(m,n); i =sqrt(-1);

z=[1;
for p=1:m
z =[z; xt+i*y(m+1-p)*onex];
end;
zsta=z;
for q =1:21
z=z . 2+c*one;
test = (abs(z) <2*one);
zsta = test.x*xzsta;
end;
w = zsta(:); % Tama muuntaa matriisin vektoriksi !
clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
axis(’square’)

txt =[num2str(c)];

plti=plot(w, ’+’);
title([’Julia set of z°2 + ¢, ¢

> txt],’FontSize’, [15]);

xlabel ([’E217VEC.M , CPUTIME = °’ num2str(toc) 1],
’FontSize’, [15]);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed

hold off;

pause;

% FILE e217vec.m ends.
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Julia setof z % + c, ¢ =-0.1+0.8i

1r *
* *
0.8f * *
* FE * *
0.6f *EE FEEE FE
LR XN
0.4+ + ++
LR R *
0.2 I EE R RN
LER XN
o+ IEX RN
IE R X R X
-0.2¢ LIERE RN
* LR
-0.4+ + 4 *
IER RN
-0.61 4+ tEEE EEE
* + LE R X I
-0.8} + 4 *
* *
- L L Lo L L !
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

E217VEC.M , CPUTIME = 0.12732

2.22. Valikko. Tee yksinkertainen tekstipohjainen valikko, jolla voit
toteuttaa jonkin annetuista m-tiedostoista (esim. laskuharjoitustehtévén).

Ratkaisu. Otamme mallia MATLABin omasta demo-ohjelmasta, jonka valik-
ko koostuu seuraavista osista: (a) kiynnistystiedosto, esim. hl.m; (b) valintojen
luettelon siséltéva tiedosto, esim. hllst.m; (c¢) eri valintoja vastaavat m-tiedostot,
esim. h0101.m, h0102.m, h0103.m.

Alla esimerkkeja tiedostoista hl.m, hllst.m, h010*.m.

% FILE hl.m Dbegins.
% Simple menu for Matlab
% Based on MATLAB’s demo.m, demolist.m
help hi
% shows "help lines" of hl.m
pause
help hillst
disp(’Choose from these’)
n = input(’ Enter number 0 .. 6: ’);

41



demos= [’h0101 °

’h0102 °
’h0103
’h0104 °
’h0105
’h0106 ’];
if ((n<= 0) | (n >6) ) break
end;
demos = demos(n,:);
eval (demos) ;
clear

% FILE hl.m ends.

% FILE hllst.m begins.
T
% Mallina MATLABin oma demo: Tiedostot demo.m ja demolist.m

A

ho mmmmee- 0 A —
A

pA 1) Teht.1

yA 2) Teht.2

yA 3) Teht.3

yA 4) Teht.4

pA 5) Teht.5

pA 6) Teht.6

A

b 0) Lopeta

%
% FILE hillst.m ends.

HFILE h0101.m begins.
x = 1:10; y =sin(x);
plot(x,y), pause;
delete h0101.dat

diary h0101.dat
disp([x’ y’1);

diary off;

#FILE h0101.m ends.

2.23. Esimerkki. Kohdassa 2.22 esitetty valikko perustui mm. eval-
kiskyn kiyttoon. Témén kitevin kdskyn toisena sovelluksena on seuraava yk-
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sinkertainen funktion kuvaajan piirto-ohjelma. Komennoilla pic(’tan(sin(x)+
cos(x)) + 1./x ?),pic(’bessely(1,x)’) piirretdédn funktioiden tan(sin(x)+
cos(z)) + 1 ja bessely (1, z) kuvaajat.

function y = pic(fexpr)

% PIC plots the graphs of functions: MATLAB 5.3 (R11)

% USAGE: pic(fexpr) where fexpr is a MATLAB function expression
% Example: pic(’sin(tan(x)) ?)

% N.B. The argument name must be x.

% SAVES data in pic.dat

clf;

disp([’ Enter now argument bounds x1, x2 for ’> fexpr]);
t =’Please enter’; xl=input([ t ’ x1: ’]);

x2=input([ t ’ x2: ’]); x =x1: (x2-x1)/100: x2;

%» N.B. x is a global variable name "sin(x)"

eval([’f = > fexpr ’;’]);
axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’); hold on;
fig=plot(x,f); grid

title([’ y =  fexpr],’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’);
xlabel (’PIC.M’,’FontSize’, [15], ’FontWeight’, bold’) ;

delete pic.dat; diary pic.dat;

disp([’f = ’ fexpr]);

disp( [’ x f 1 )5

disp([’----------m - 1)

disp([lx’ , £°1); diary off;
set(fig,’LineWidth’,2.5);

y =’pic.m completed and data saved in pic.dat’;
% FILE pic.m ends.
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y = tan(sin(x)+cos(x)) + 1./x

PIC.M

Néayte ohjelman pic luoman tiedoston sisallosté:

f = tan(sin(x)+cos(x)) + 1./x

X

~N O OO

3D O O o
(@]
w
'_L
N
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y = bessely(1,x)

0.4

0.3F

0.1F

_02 L

-0.4 I I I ]
0
PIC.M

2.24. Vailinpuolitusmenetelma. Yhden muuttujan jatkuvan funktion
nollakohta voidaan etsid tunnetulla vélinpuolitusmenetelmalld. Alla yksi eval-
kiskyyn pohjautuva toteutus. Kohdassa 5.17 esitetdén virhearvio vélinpuolitus-
menetelmalle.

function y = bisect(fname,a,b,times)
#BISECT a and b must be a bracketing pair of zero

% (that is, f(a) f(b) < 0 )

yA of real numbers or equally long vectors

yA fname is a string such that eval([’y =’ fname ])
yA gives for y the value at x.

[m,n] = size(a); one = ones(m,n);

if nargin ==
count = times;

end;

if nargin ==
count=10;

end;

for i=1:count
¢ = 0.5%x(a+b);

x =c; eval([’fc = ’ fname ’;’]);
x =a; eval([’fa = ’ fname ’;’]);
x =b; eval([’fb = ’ fname ’;’]);
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if any( fa.*fb >0)
disp(’Bracketing error in bisect ’);
disp([’norm = ’> num2str(norm(a-b))]);
break;
end;
booleb = (fa.*xfc > 0);
boolea = one - booleb;
a = boolea.*a + booleb.*c;
b = booleb.*xb + boolea.*c;
a-b;
norm(a-b) ;
y= a3
end;
% FILE bisect.m ends.

Toiminta:

>> bisect(’ cosh(x)-4’,0, 3,45)

ans =
2.0634

>> cosh(ans)-4

ans =
-1.4033e-13
2.25. Parametrin sovitus. Lahtokohtana on mittausaineisto (z;,y;)
(j =1,...,m), johon halutaan sovittaa muotoa y = f(x, \) oleva “malli”, missi
A = (A1,...,Ay). Tavallisesti p on pieni lukuun m verrattuna. Haluamme siis

16ytid vektorin . jolle luvut f(z;, A) liittyviit mahdollisimman hyvin lukuihin y;
pns-mielessd. Muodostamme kohdefunktion

SO = Yy — Flag, V),

m
j=1

jolle halutaan l6ytdd mahdollisimman pieni arvo. Tehtévé on epétriviaali. Taval-
lisimmat minimointimenetelmat 16ytévéit kohdefunktiolle vain lokaalin minimin
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globaalin minimin asemesta. Jos minimiarvoja on olemassa, niiden ei tarvitse
olla yksikésitteisia.

MATLAB-testausta varten tuotamme aluksi “synteettistd” dataa. T&lla hyvin
monikdyttoiselld idealla tarkoitamme seuraavaa. Valitsemme ensin jonkin funk-
tion, esim.

flz,A) = Ae ™ 4+ Xoe ™% A= (A, Ay, A3),

ja generoimme datapisteet valitsemalla ensin Ap:n ja asettamalla sitten x; = 0.05-
js i = f(x5,A0)(1 + 0.1 - rand). Minimointiohjelmalle fminsearch annetaan
argumenteiksi kohdefunktio ja alkuarvaus A parametrivektorille.

% FILE parfit.m begins.
% USES: fmodel, fobj
% MME99
global xdata;
global ydata;
xdata= 0:0.05:1.1;
lam1=[0.2 1.5 0.7];
y=fmodel (laml,xdata); % Generate syntetic data
% with parameters laml
ydata= y.*(0.97+0.05*rand(1,length(xdata)));
% Add some "errors"
hfprintf (°%8.4f° ,xdata); fprintf(’\n’);
hiprintf (°%8.4f° ,ydata);
lamO=[1 1 1]; % Initial guess for lambda
yO=fobj(1lam0) ; % Initial value of object function
% OLD MATLAB:lam=fmins(’fobj’,lam0);
lam=fminsearch(’fobj’,lam0);
% lam is the fitted value for
% the parameter vector

x=0:0.05:1.5;

yfit=fmodel(lam, x);

yfinal=fobj(lam) ; % Final value of the object function

clf;

axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’); hold on;
title([’0Object function values: start =’ num2str(y0) ’, final = °’

num2str (yfinal)])
plt=plot(x,yfit,xdata,ydata,’k.’,’MarkerSize’,30); grid;
txtl=’ {\bf Fitted curve (solid)}’;
text (x(5),yfit(5) ,txtl, ’FontWeight’,’bold’,’FontSize’, [16]);
txt2=’ {\bf Data point (dots)}’;
text (xdata(8),ydata(8),txt2, ’FontWeight’,’bold’, ’FontSize’, [16]);
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ylabel(’ydata ’); xlabel(’xdata (parfit, MME99)’)

set(plt,’LineWidth’,2.5);
% FILE parfit.m ends.

function y=fmodel(lam,x)
y= lam(1)*exp(-x)+lam(2) *exp(-lam(3) *x) ;
% FILE fmodel.m ends.

function y=fobj(lambda)

global xdata;

global ydata;

y=norm(fmodel (lambda,xdata)-ydata) ;
% FILE fobj.m ends.

Object function values: start =0.61593, final = 0.081669

1.8£

1.6

Fitted curve (solid)
1.4r :

®Qata point (dots)
1.2

ydata

0.81

0.61

0.4 :
0 0.5

xdata (parfit, MME99)

2.26. MATLABIn uusia piirteita.

1 15

Uudempiin versioihin on otettu

mukaan C-kielen rakenteista tietotyyppid (struct) vastaava késite, jolle joskus
kiytetddn nimitystd tietue. Se voi siséltdd osanaan useita erityyppisid kenttia.
Kukin kentta on jotakin MATLAB-perustietotyyppia (luku, matriiseja tai merk-
kijono). Tietueen kenttien sisdltod voidaan tutkia ns. pistenotaation avulla kuten
alempana ilmenee. Opastusta tietueiden kiyttoon saa helpdeskin avulla (kdynnis-
td Netscape ja anna MATLAB-komento helpdesk). Seuraava on poimittu sielté.
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struct Examples  See Also
Create structure array
Syntax

s = struct(’fieldl’,valuesl,’field2’,values2,...)
Description
s = struct(’fieldl’,valuesl,’field2’,values2,...)
creates a structure array with the specified
fields and values. The value arrays
valuesl, values2, etc. must be cell arrays of the same size or
scalar cells. Corresponding elements of the value arrays are
placed into corresponding structure array elements. The size of
the resulting structure is the same size as the value cell arrays
or 1-by-1 if none of the values is a cell.
Examples
The command

s = struct(’type’,{’big’,’little’}, ’color’,{’red’},’x’,{3 4})

produces a structure array s:

s =
1x2 struct array with fields:
type
color
X

The value arrays have been distributed among the fields of s:

s(1)
ans =
type: ’big’
color: ’red’
x: 3
s(2)
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type: ’little’
color: ’red’
x: 4

Annamme nyt vihén laajemman esimerkin tietueen kiytosta henkilorekisterin
luomiseksi.

% FILE adrlst.m begins.
% Last modified 01-Sept-1999, Ver. 5.3 (R11)
% Creates an artificial database of persons

clear all;

firstO=’ensi’; flst=perms(first0);
lastO=’alku’; 11st=perms(lastO);
id0="1234"; idlst=perms(id0);
streetO=’yliopistonk 5’; slst=perms(street0(1:4));
city0="helsinki’; clst=perms(city0(1:4));

n=factorial(length(first0));
prs=struct (’First’,first0,’Last’,lastO0,...

’1d’,id0,’Street’,streetO, ...

’City’,city0, ’Data’,fix(100*rand(1,3)))
txt="First Last Id Street City ’;
txt=[txt ’ Data(1:3)  Aver/data’];
disp(txt);
line="--- - - --mmm - -
line=[line line];
disp(line);
s1=0.0;
for j=1:n

prs(j)=struct (’First’,flst(j,:),’Last’,11st(j,:),...

’Id’,idlst(j,:),’Street’,slst(j,:),...
’City’,clst(j,:),’Data’,fix(100*rand(1,3)));
txt=[prs(j) .First];

txt=[txt blanks(5) prs(j).Last];

txt=[txt blanks(5) prs(j).Id];

txt=[txt blanks(5) prs(j).Street];

txt=[txt blanks(5) prs(j).City];

txt=[txt blanks(5) mat2str(prs(j).Data)l;

sl=sl+prs(j) .Data(l);

fprintf([’%s %d\n’ line ’\n’],...

txt,fix(sum(prs(j) .Data)/3));
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end

disp([’Sum of data(l) = ’ num2str(s1)])

% FILE adrlst.m ends.
Toiminta:

>> adrlst
prs =

First: ’ensi’
Last: ’alku’
Id: ’1234°
Street: ’yliopistonk 5°
City: ’helsinki’
Data: [40 15 €]

Aver/data

First Last Id Street
isne ukla 4321 oily
sine kula 3421 ioly
inse ulka 4231 oliy
nise luka 2431 loiy
seni kalu 3124 iylo
esni aklu 1324 yilo
nesi laku 2134 lyio
ensi alku 1234 ylio

Sum of data(l) 1141
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2.27. Matriisien kirjoittaminen tiedostoon. Yksi data-analyysin pe-
rusasioista on tietojen lukeminen tiedostosta /kirjoittaminen tiedostoon. MAT-
LABin késkyt load ja save tekevét juuri néita asioita. Huomaa erityisesti niiden
option -ascii kdyttémahdollisuus.

Alla esitimme ohjelmat putmat, getmat ja showmat matriisien kirjoittamiseksi
tiedostoon, lukemiseksi tiedostosta seké kirjoittamiseksi kuvaruudulle.

function fname=putmat(a,filen,format)

% PUTMAT write a real matrix to a file with

yA the given format

% Last modified 01-Sept-1999

% Example: putmat(a,’al.dat’,’ %12.6e’)

% Warning: There must be at least 2 characters before
pA ".dat"

[d1,d2]=size(a);

j=1

fname=filen;

while ~(exist(fname) == 0)
j=j+1;

fname=strcat (fname(1:2), num2str(j,’%02d’),’.dat’);
end;
fid=fopen(fname,’w’);
f=[’\n’ format];
for j=1:42
f=[f format];
end;
f=[f ’\n’];
fprintf(fid,’ %3d %3d’,d1,d2);
for j=1:41
fprintf(fid,f,a(j,:));
end
fprintf(°\n’)
fclose(fid);
% FILE putmat.m ends.

putmat kirjoittaa matriisin tiedostoon formaatissa

4 2

0.82140 0.92180
0.44470 0.73820
0.61540 0.17620
0.79190 0.40570
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getmat puolestaan lukee yo. tavalla tiedostoon kirjoitetun matriisin.

function a=getmat (fname)

% GETMAT reads a real matrix from a file
% Last modified 24-Sept-1999

% Example: a=getmat(’al.dat’)
fid=fopen(fname,’r’);

d=fscanf (fid,’%d’,2); di1=d(1); d2=d4(2);
a=zeros(d1,d2);

a=fscanf (fid, ’%1f’);

fclose(fid);

b=reshape(a,d2,dl);

a=b’;

% FILE getmat.m ends.

showmat kirjoittaa matriisin kuvaruudulle halutun formaatin mukaisesti.

function a=showmat(a,format)
% SHOWMAT displays a real matrix
% Last modified 01-Sept-1999
% Example: showmat(rand(5,2),’ %7.4f’)
[d1,d2]=size(a);
f=[’\n’ format];
for j=1:42
f=[f format];
end;
f=[f ’\n’];
for j=1:d1
fprintf(f,a(j,:));
end
fprintf(°\n’);
% FILE showmat.m ends.

>> a=rand(4,4)

a=
0.0455 0.0354 0.8031 0.2381
0.0857 0.9796 0.5167 0.9431

0.5131 0.4974 0.5027 0.0886
0.7154 0.7007 0.7547 0.5430
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>> showmat(a,’ %6.4f’);

0.0455 0.0354 0.8031 0.2381
0.0857 0.9796 0.5167 0.9431
0.5131 0.4974 0.5027 0.0886
0.7154 0.7007 0.7547 0.5430

Kuten esimerkisté ilmenee, oletusarvoisesti MATLAB tulostaa matriisit melko
valjélla formaatilla. showmat on yksi mahdollisuus kompaktimpaan tulostukseen.
Ks. myos format-kiskyn optiota.

% FILE mattst.m begins.

% Last modified 01-Sept-1999

% USES: showmat, getmat, putmat

% Test matrix utilities showmat,getmat,putmat
m=input (’Enter pos. integers m in [1,7]: ?);

n=input (’Enter pos. integers m in [1,7]: ’);
al=fix(10000*rand(m,n))/10000;
% Digits 5,6,... will be zero

showmat(al,’ %8.5f’);
fname=putmat(al,’al.dat’, ’ %8.5f%)
a2=getmat (fname) ;
%showmat (al-a2, > %g’);
al-a2
if (norm(al-a2)==0)
disp(’Test error = 0 )
end;
% FILE mattst.m ends.

Ohjelma mattst.m havainnollistaa ylla olevien ohjelmien yhteiskayttoa.
>> mattst

Enter pos. integers m in [1,7]: 4
Enter pos. integers m in [1,7]: 3

0.90340 0.37900 0.53510
0.86130 0.33730 0.70190
0.63140 0.31450 0.87500
0.26230 0.94710 0.98620
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fname =

al.dat

ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Test error
>> type al.dat

4 3

0.90340 0.37900 0.53510
0.86130 0.33730 0.70190
0.63140 0.31450 0.87500
0.26230 0.94710 0.98620

2.28. Tavallisia MATLAB-virheita.  Ohjelmoinnin oppaana on syyta
kdyttda helpid ja tutustua MATLABin omien demojen koodeihin. Esimerkiksi
komento help fzero antaa opastusta funktion fzero kiytostd, ja komennolla
type polyfit ndhdéén, miten polyfit on toteutettu. Sama soveltuu useimpiin
MATLAB-funktioihin (poikkeuksena ns. built-in funktiot, esim. svd).

e nimien sekaantuminen: x on vektori, mutta toisaalta on tehty m-tiedosto
X.m, jossa on ristiriitainen maérittely. Voi johtaa késittaméattomiin virheti-
lanteisiin. Ald my6skddn kiytd tiedostonnimis i.m, j.m, k.m tai *.m, missi
* on MATLABIn funktio

e nimien sekaantuminen voi aiheutua myos siité, etta tyotilassa olevat muut-
tujat hairitsevat. Esim. on méaaritelty

x= 1:100;

x(1:20)=rand(1,20);
y = sin(x(1:20));

Talloin komento plot(x,y) ei toimi, sen sijaan voidaan esim. piirtdd ko-
mennolla plot(x(1:20),y(1:20))
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operaatioiden x~2 ja x.~2 ero, kun x=1:10. Jalkimmaéinen on alkioittainen
potenssiin korotus

axb:n ja a.*b:n vilinen ero, kun a ja b matriiseja
vaakavektori x=[1:10] # pystyvektori x’
dimensiovirhe matriisioperaatioissa

dimensiovirhe MATLAB-funktioiden argumenteissa (esim. plot, polyfit,
spline jne.)

hyvét ohjelmointitottumukset (kommentointi, dokumentointi, tiedostojen
systemaattinen nimeédminen jne.) estavit virheita

versiossa 3.5 on maédriteltdava i=sqrt(-1) ennen kayttoa
indeksin i ja v/—1:n sotkeentuminen

matriisin A konjugaatti-transpoosi on A’ ja AT on conj(A)’
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3 Interpolaatio

Téssé luvussa perehdymme MATLABiIn avulla polynomien kisittelyyn ja inter-
polointiin.

3.1. Polynomit. MATLAB tarjoaa polynomien késittelyyn useita val-
miita funktioita. Tavallisimmat néisté ovat roots, poly, polyval, polyfit.
Polynomeja esitetdin muodossa

- n+1 n—k+1
(3.2) pu(2) = 3 ah):
ja niitd tutkitaan MATLABissa lahinné juurien tai kertoimien a(k) avulla.
Esimerkki. (1) Wilkinsonin polynomi: a=poly(1:20) antaa vektorin
a(1) ... a(21), jota vastaavan polynomin juuret ovat
luvut 1,2, ..., 20.
(2) roots(a) antaa polynomin (1) juuret.
(3) polyval(coef,z) antaa kerroinvektoria coef vastaavan
polynomin arvon z:ssa.

3.3. Kertoimien vaikutus juuriin. Wilkinson totesi, ettd pieni muutos

polynomin
20 1

wao(z) = [[(z = k) =D a(p)*'"
k=1 D
kertoimiin vaikuttaa paljon juuriin. Téssa a(1) = 1, a(2) = —210, a(21) = 2.4329-
1018,
Varioidaan kerrointa a(2) ja piirretdén varioitujen polynomien juuret komplek-
sitasoon.

N

Il
—_

%» FILE e302.m begins.
% Study Wilkinson polynomial
for j=1:10
a=poly(1:20);
a(2)= a(2)-0.1%(j-5);
z =roots(a); x1= real(z); yl= imag(z);

clf;
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
txt=[’Wilkinson polynomial, a(2) = ’> num2str(a(2)) ];

plot(x1l,y1,’k.’, ’MarkerSize’,30);
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title(txt, ’FontSize’, [15]);
xlabel (’E302’,’FontSize’, [15]);
grid;
hold off;
pause;

end;

% FILE e302.m ends.

Wilkinson polynomial, a(2) = -210.5
251

°
20f
15+ )
10+ ®
i )
° ®
o«u{ °
_5— ..
—10t [ ]
-15- )
_20,
°
-25 I I I I I ]
0 10 20 30 40 50 60
E302
Jos esim. a(2) = —210.1, niin vastaavalla polynomiyht&lolla on juuria z, joille

Re z > 20, Im z > 15; ks. kuva. Kuten kuva osoittaa, pieni kertoimen a(2) variointi
muuttaa paljon juurien sijaintia kompleksitasossa. Néain ollen juuret riippuvat
kertoimista epéstabiililla tavalla.

3.4. Hornerin kaava. Polynomin arvojen laskeminen voidaan tehda
suoraan laskemalla termit yhteen. Téma suoraviivainen menettely ei ole tehokas,
jos asteluku on suuri. Hornerin kaava antaa tehokkaamman tavan:

p=a(l);

for j=1:20
p=p*z+ta(j+1);

end;

MATLABiIn p= polyval(a,z) perustuu samaan ideaan, kuten voidaan todeta
ottamalla MATLAB-tiedosto polyval.m editoriin tai antamalla MATLABissa ko-
mento type polyval .
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3.5. Polynomisovitus.  Datapisteistoon (z(i),y(:)) (i =1,...,10) ha-
lutaan sovittaa pns-menetelmélla astetta n oleva polynomi. Yleensé on parasta
valita n pieneksi, esim. n < 4. Polynomisovitus tapahtuu seuraavasti.

% FILE e304.m begins.

% Study polynomial fit

n =3; Ydegree of polynomial

x = 20*sort(abs(rand(1,20))); y = x.*log(x) + 5*sin(x);
a = polyfit(x,y,n);

xmi = min(x); xma= max(x); dx =0.01*(xma-xmi);

xi =xmi:dx:xma; yi = polyval(a,xi);

clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
txt =[’Polynomial fit of degree ’> num2str(n)];
plti=plot(x,y,’k.’,xi,yi, ’MarkerSize’,30);

title(txt, ’FontSize’, [15]);

xlabel (°’E304°,’FontSize’, [15]);
e=0.3*std(y)*ones(size(x));

errorbar(x,y,e);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;

pause;

% FILE e304.m ends.

Polynomial fit of degree 3

E304
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Monet MATLABin perusfunktiot ovat kdyttdjan ndhtévissd m-tiedostoissa.
Edelld kiytetyt funktiot polyfit ja polyval ovat tiedostoissa polyfit.m ja poly-
val.m. Niiden osana on mm. lineaarisen yhtéloryhmaéan ratkaisu. Palautetaan vield
lyhyesti mieleen em. pns-sovituksen matemaattiset ldhtokohdat. Olkoot annettu
n+1

data (z;,y;) (j = 1,...,m), johon sovitetaan polynomi p,(z) = > azz"F,
k=1

missd n + 1 < m. Muodostetaan summa

8((11,...,6Ln+1) = (pn<xj) _yj)27

M

1

J

joka halutaan minimoida. Tapauksessa n + 1 = m saattaa loytyd vektori a =
(a1,...,an41), jolle s(a) = 0, mutta tarkasteltavassa tapauksessa n 4+ 1 < m néin
ei yleensé ole asian laita. Valttamaton ehto vektorin a minimaalisuudelle saadaan
normaaliyhtdldistd aaTsk =0(k=1,...,n+1):

n+1

m
n+1—k n+1—k )
o 3m (S magt ) =0
j=1 k=1

Edelld oleva MATLAB-koodi ratkaisi tdmén yhtaloryhmén pns-mielesséd a:n suh-
teen funktion polyfit avulla.

3.6. Interpolaatiotehtdvi. Funktion arvot y(i) tunnetaan pisteisséd x (i)
(t=1,...,n), missd z(1) < z(2) < --- < z(n). Interpolaatiotehtiviksi kutsutaan
tehtévad madrittad approksimaatio funktion arvolle pisteessé z, z(1) < z < z(n).
Jos z < (1) tai z > x(n), on kysymyksessi ekstrapolaatiotehtivd. Vrt. kohta 1.7.

3.7. Esimerkki. (1) Interpolaatiotehtévién joudutaan mm. logaritmi-
tai trigonometristen funktioiden taulukoita kiytettdessd. Erdéan funktion arvot
tunnetaan pisteissa r; = 7.9 ja xo = 8.0.

il | [
1] 7.9]0.89717 4302
2 | 8.0 | 0.89823 7113

Funktion arvo pisteessa x = 7.9527 saadaan lineaarisella interpolaatiolla kaa-
valla

fx) =1 —=p)f(x1) +pf(x2); p=(r—m1)/(22 —71).
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Nyt p = 0.527 ja
f(x) = (1—0.527) - 0.89717 4302 4 0.527 - 0.89823 7113 = 0.89773 4403

Tama ja muita interpolaatiomenetelmia on esitetty teoksessa [AS, s. X].

(2) USA:n vékiluvun ekstrapolaatio. USA:m vékiluvusta on seuraavat tiedot

vuosi‘1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970
milj. ‘ 70 92 106 123 131 150 180 200

Tehtavana on polynomiekstrapolaation avulla arvioida véakiluku v. 1990.

% FILE e306.m begins.

% Polynomial extrapolation bases on census data

yr= 1900:10:1970;

pop =L 70, 92 , 106, 123, 131, 150, 180, 200];

coef= polyfit(yr,pop,7);

yri 1900:5: 1990;

popi= polyval(coef,yri);

clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;

plti=plot(yr,pop,’k.’, yri,popi,’MarkerSize’, [30]);

c = polyfit(yr, pop,1);

poplin =polyval(c,yri);

pop90=polyval (coef,1990) ;

est = polyval(c,1990);

txt2= [’Lineaarinen extrapolaatio antaa ’ num2str(est,’%6.2f’)];

txt =[’ Astetta 7 oleva polynomiennuste v. 1990: ’
num2str (pop90, *%6.2f°)];

plt2=plot(yr, pop,’wo’,yri, poplin, yri, popi);

title(txt, ’FontSize’, [15]);

text (1910,1500,txt2, >FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’);

xlabel(’vuosi (E306)°’,’FontSize’, [15]);

ylabel (’USA:n vakiluku (milj.)’,’FontSize’, [15]);

grid;

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
set(plt2,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;

% FILE e306.m ends.
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Astetta 7 oleva polynomiennuste v. 1990: 1733.19

Lineaarinen extrapolaatio antaa 229.06

600+
400+
2001 —
oL ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1900 1920 1940 1960 1980 2000

vuosi (E306)

Saadaan jarjeton vastaus (1733 miljoonaa). Opetus: polynomiekstrapolaatiota
kannattaa kiyttad varoen. (Huom. MATLABin demossa tdmé on esitetty varoit-
tavaksi esimerkiksi.)

(3) Interpolaatiota kiytetdan myos differentiaaliyhtédléiden numeerisessa in-
tegroinnissa.

(4) Ekstrapolaatiota kiytetddn numeerisessa integroinnissa ns. Rombergin me-
netelméan yhteydessa.

3.8. Interpolaatiomenetelmii. Interpolaatiomenetelmilld on viimeisten
30 vuoden aikana ollut paljon sovelluksia mm. tietokoneavusteisessa muotoilussa.
Tunnettuja interpolaatiomenetelmia ovat mm.

(a) polynomi-interpolaatio, Lagrangen kaava,

(b) paloittainen polynomi-interpolaatio, erityisesti ns. splini-interpolointi;

(c) Hermiten interpolaatio;

(d) rationaali-interpolaatio (ns. Padé-approksimointi);

(e) Bézier-kéyrét.

3.9. Lagrangen interpolaatiokaava. Interpolaatiotehtaville 3.6 yksi
ratkaisu on astetta n — 1 olevan polynomin sovittaminen pisteistoon. Ratkai-
su voidaan periaatteessa 16ytda esim. madrdaamattomien kertoimien menetelmén
avulla. J. L. Lagrange (1736-1813) on antanut seuraavan eksplisiittisen kaavan
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talle enintddn astetta n — 1 olevalle polynomille

n

poe) = L0y ) =]

USA:mn vékilukuesimerkin 3.7 (2) yhteydesséd ndimme jo, miten n pisteen dataan
((7),y(7)) (j = 1,...,n) sovitetaan astetta n — 1 oleva polynomi MATLAB-
kielessé ja miten polynomin arvot lasketaan pisteissa xi(k) (k=1,...,m):

coef = polyfit(x,y,n-1);
yi = polyval(coef,xi);

3.10. Splini-interpolaatio. Edella on jo viitattu splini-interpolaatio-
menetelmiin, joita on useita. Yhteistd néille kaikille on “paloittain polynominen
luonne”; ts. annettuun dataan sovitetaan kiintedé astelukua (esim. 3) olevia po-
lynomeja siten, ettd polynomin kertoimet ovat samoja esim. véleilld [x(2k — 1),
z(2k+1)] (k=1,...,p) ja derivaatta on jatkuva liitospisteissé =(2k —1). MAT-
LABin funktio spline tekee erdén splinisovituksen késkylla

yi = spline(x,y,xi);

Yleisesti voidaan todeta, ettd splini-interpolaatio on joustavampaa ja luotetta-
vampaa kuin Lagrangen kaavaan perustuva interpolaatio. Taméi ilmenee myos
alla olevasta varoittavasta Rungen esimerkista.

3.11. Rungen (1856-1927) ilmid. Tarkastellaan funktion f(z) =
1/(1 + x?) tasavilistd polynomiapproksimointia vélilla [—5,5]. Kun tukipistei-
den z(i) = =5+ (i — 1) %« 10/(n — 1) (i = 1,...,n) lukumé&éra n kasvaa, alkaa
interpoloiva polynomi heilahdella rajusti lahelld vilin paatepisteitda. Néin ollen
interpoloiva polynomi tuottaa kelvottomia tuloksia.

Opetus: Lagrangen interpolaatiota ei pidd kiyttdéd suurilla n:n arvoilla (n >
6). Jos datapisteitd on paljon, voidaan esim. kiyttda paloittain kvadraattista tai
kuutiollista interpolaatiota.
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Rungen ilmio: funktion 1/(1+x 2) tasavalinen

-0.2 :

polynomiapproksimaatio, 7 tukipistetta

MATLABiIssa Rungen ilmitta voidaan tutkia seuraavasti.

%» FILE e310.m begins.

% Rungen ilmio: Funktion y = 1/(1+x"2) tasavalinen
% polynomiapproksimaatio kun n kasvaa

x1= -5; x2=5;

u= x1 : (x2-x1)/30: x2;

[m,n] = size(u); one = ones(m,n);
v= one./( one + u."2);

for n=3:14,

dx=(x2-x1)/n;

x= x1: dx: x2;

one = ones(size(x));

y = one./(one + x.72);
coeff = polyfit(x,y,n);
xi= x1: dx/20 : x2;

yi= polyval(coeff,xi);
yis = spline(x,y,xi);
clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(x,y,’k.’,u,v,xi,yi, k-, MarkerSize’, [30])

tit =[’Rungen ilmio: funktion 1/(1+x~2) ’];
tit =[ tit ’tasavalinen ’];
title(tit),
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set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
xlabel ([’polynomiapproksimaatio, ’ num2str(n+1)

> tukipistetta’], ’FontSize’,[15]);
pause;
clf;
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plt2=plot(x,y,’k.’,u,v,xi,yis, k-",’MarkerSize’, [30]);
tit =[’Funktion 1/(1+x"2) °’];
tit =[ tit ’tasavalinen ’];
title(tit, ’FontSize’, [15]);
xlabel ([’spliniapproksimaatio, ’ num2str(n+1)

> tukipistetta’], ’FontSize’, [15]);
set(plt2,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
hold off;

pause;
end;

% FILE e310.m ends.

Funktion 1/(1+x 2)tasavalinen

-5 0 5
spliniapproksimaatio, 7 tukipistetta

Jos kiytetdan polynomiapproksimaation sijasta spliniapproksimaatiota, saa-
daan dataan paremmin sopiva kiyra.
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Funktion 1/(1+x 2) tasavalinen

0 I |
0

spliniapproksimaatio, 7 tukipistetta

3.12. Monotoninen data. Jos interpolaatio on tehtdvd monotoniseen
dataan (z;,y;) (i = 1,...,n) ts. ; < ;41 ja y; < Yir1, on luonnollinen kysy-
mys, onko interpoloiva funktio monotoninen esim. valilla [z, x,,]. Néin ei yleensa
tarvitse olla, vaan esim. kuvan ilmi6 voi tapahtua splini-interpoloinnissa.

% FILE e311.m begins.

clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
x=-1:0.05:1;

y=0.1*x.*(x<=0)+ 0.1%((x+10).*(x>0));

xi=-1:0.01:1;

yi=spline(x,y,xi);

pic=plot(x,y,’ko’,xi,yi);

set(pic,’LineWidth’, 2);

title(’Monotone data, nonmonotone interpolant’,’FontSize’,[15])
grid

% FILE e311.m ends.
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Monotone data, nonmonotone interpolant

1.21
1r W
0.8r
0.61
0.4r
0.2r
OM
a

-0.2 I I I i
-1 -0.5 0 0.5 1

On kuitenkin kehitetty interpolaatiomenetelmié, jotka tuottavat monotonisel-
le datalle monotonisen interpoloivan funktion. Ks. [KMN;, s. 112].

3.13. MATLABIn interpolaatiofunktioita. Edella on jo esitelty funk-
tioiden polyval, polyfit ja spline toimintaa. Muita interpolaatioon liittyvia
MATLAB-funktioita ovat mm. interpl, ppval, mkpp, unmkpp, joista saa kuvauk-
sen helpin avulla (ts. help interpl jne.).

3.14. Esimerkki. Lampdtila kolmen ajankohdan vililla on kvadraattinen
funktio. Lampétila illalla klo 21 oli 3°C, aamulla klo 6 2°C ja klo 10 8°C. Oliko
yolla pakkasta?

Ratkaisu. Skaalataan 21,6,10 — —3,6,10. Olkoon ldmpétila L(t) = at® +
bt + c. Mittaukset antavat

L(-3)=9a—-3b+c=3 a = 0.1239
L(6) = 36a + 6b+ ¢ = 2 = { b=-04829 .
L(10) = 100a + 10b+ ¢ = 8 ¢ = 0.4359
L . / b
Minimi hetkelld, jona L'(t) =0 <t = ~5
a
L( b)—( b)2 b2+ = —0.0345
22’ ~ " aq 2 T '

Vastaus: Minimiladmpotila oli —0.0345°C, siis oli pakkasta.
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3.15. Numeerinen derivointi. Funktion f:R — R numeerinen deri-
vointi voidaan perustaa kaavaan
fle+h)— flx—h)

(3.16) f(z) ~ 57 , jos h=0.

Téassa parametri h on valittava sopivasti. Kirjallisuudessa esiintyy mm. peuka-
losiiéntd h = (meps)?, missi d = 0.5 ja meps on kone-epsilon. Liian pieni |A|:n
arvo (3.16):ssé voi johtaa tarkkuuden tuhoavaan merkitsevien numeroiden ku-
moutumiseen. Toisaalta kaavan (3.16) sokea kiytto voi johtaa virheisiin myos
siiné tapauksessa, ettd f “heiluu paljon” vililld (z — h,z + h).

Kaava (3.16) perustuu funktion f approksimointiin lineaarisella funktiolla.
Yhtéd hyvin f:44 voitaisiin approksimoida polynomilla tukeutuen pisteisiin z; =

x+ih (i=-n,—n+1,...,n—1,n), esim. n = 2, kiiyttden Lagrangen inter-
polaatiokaavaa. Jos nyt py, on téllainen approksimaatio, jolloin py,(z;) = f(x;),
kun i = —n, ..., n, niin (3.16):n asemasta voidaan kiyttaa approksimaatiota
(3.17) f'(x0) = Pau (o).

Kaavojen (3.16) ja (3.17) tyyppisid approksimaatioita ja niiden virhearvioita on
tutkittu paljon numeriikan teoksissa, ks. esim. [Na, Ch. V], [AS, Ch. 25]. Tapauk-
sessa n = 2 pétee [AS, 25.3.6]:n nojalla

(a(p)f(z—2) = b(p)f(z-1) + c(p)f (o)

S

(3.18) f(xy) =~

—d(p)f(x1) + e(p)f(22));  @p = w0 + ph,

missé
12a(p) = 20 —3p* —p+1, 6b(p) = 4p® — 3p® —8p+ 4,

2c(p) = 2p* — 5p,  6d(p) = 4p° + 3p* —8p— 4,
12e(p) = 2p® + 3p* —p — 1.

Kaavassa (3.18) muuttuja p saa arvot —2, —1,0, 1, 2. Erityisesti kun p = 0, saa-
daan (3.18):sta

1/1 2 2 1
3.19 / %—(— )= S fr) + 2 () - — )
(3.19) Fwo) = o 5 (@) = g flw-1) + 2 f (1) = 5 f(@2)

Kaavojen (3.16)—(3.19) lisdksi muitakin ideoita numeerisen derivoinnin teke-
miseksi on esitetty. Mm. [NR, s. 188] on Ridderin algoritmi, jossa kiytetaan seu-
raavan kaltaista ideaa: Lasketaan arvoilla h; = 27 (i = 1,...,n — 1) approk-
simaatio kaavasta (3.16). Saatujen derivaatan approksimaatioiden, olkoot ne df;,

68



kautta sovitetaan m-asteinen polynomi dataan (27, df;). Ekstrapolaatio tapauk-
seen h = 0 antaa approksimaation derivaatalle.

Yo. kaavan (3.17) MATLAB-toteutus lienee selvé; joka tapauksessa se on eri-
koistapaus myShemmin esitettavistéd vektoriarvoisen funktion numeerisen Jaco-
bin matriisin laskemisesta. Alla yksi MATLAB-implementointi numeeriselle deri-
voinnille.

3.20. Numeerinen derivointi MATLABissa. Tarkastelemme yhden
muuttujan funktion tapausta. Funktio on esim. tiedostossa f315.m:

function y = £315(x)
y = sin(x) + cos(10%x);

Esitdmme vertailun vuoksi numeerisen derivoinnin toteutuksen seké kaavan (3.16)
ettd (3.19) mukaisesti. Kaavan (3.16) mukainen numeerinen derivointi sijoitetaan
tiedostoon numdif.m:

function df = numdif(f,x,h) % x vector
[m,n] = size(x); one = ones(m,n);
df = (feval(f,x+h*one)-feval(f,x-h*one))/(2%h);

Kaavan (3.19) mukainen numeerinen derivointi sijoitetaan tiedostoon numder.m:

function dy = numder(y,h)
#NUMDER gives numerical approximation of derivative

% of equally spaced data y = y(x+j*h), j=1,...,m, m >=5.
yA The 5-point rule numerical differentiation coefficients,
pA from Abramowitz-Stegun 25.3.6 are used. To compute
yA dyO=£f’(x0) at a single point x0 set e.g. h =0.001
% x=x0-2*%h:h:x0+2*h; y = f(x); dy=numder(y,h); dyO=dy(3);
coe=[];
for p =-2:2
a= (2xp~3-3xp~2-p+1)/12; b= (4%p~3-3*p~2-8*p+4)/6;
c= (2*p~3-5%p)/2;
d= (4*p~3+3*p~2-8*p-4)/6; e= (2%p~3+3*p~2-p-1)/12;
coe=[coe; [a -b c -d e]];

end;

[d1,d2]=size(y);

if ((min(d1,d2)>1) | (max(d1,d2) <5)) % y isn’t 1*n or n*1, n>4
error (’Argument error in numder’);

end;
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dy =y;
dy(1)=(1/h)*sum(coe(1,:) .xy(1:5));
dy(2)=(1/h)*sum(coe(2,:) .*xy(1:5));
for p=3:d2-2

dy(p)=(1/h) *sum(coe(3,:) .*y(p-2:p+2));
end;
dy(d2-1)=(1/h) *sum(coe (4, :) .*y(d2-4:d2));
dy(d2)=(1/h)*sum(coe(5,:) .*xy(d2-4:d42)) ;
%end;
% FILE numder.m ends.

Testaustiedostoa e315.m kiyttéva testaus on suoritettu kahdella eri h:n arvol-
la, h = 0.02 ja h = 0.005. Alla olevista testauksen tuottamista kuvista ndhdaén,
ettd molemmissa tapauksissa numder on vahén tarkempi.

% FILE e315.m begins.

% USES numder.m, numdif.m

clf;

h = input(’Enter h (e.g. = 0.02) : ?);

x=1:h:3;

z1 = numdif (°£315° ,x,h) -cos(x)+10*sin (10*x) ;
axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’, ’bold’) ;
plti=semilogy(x,abs(zl),’k:’);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed
txt=([’Abs. error of numdif’]);
title(txt,’FontSize’, [15]);

pause

clf;

dy = numder(£315(x),h);

z2= dy-cos(x)+10*sin(10%*x) ;
axes(’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’); %hold on;
txt=([’Abs. error of numdif (dotted) and numder (solid)’]);

plt2=semilogy(x,abs(z2),’k-’,x,abs(z1),’k:’); hold on;

title(txt,’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’);

xlabel([’ h= ’ num2str(h) ’ (E315)°],’FontSize’, [15], ...
’FontWeight’,’bold’);

set(plt2,’LineWidth’, 2.5); % Line width is changed

hold off;

% FILE e315.m ends.
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Abs. error of numdif (dotted) and numder (solid)

10 \ \ \

10_6 | | |

1 15 2 25 3

h=0.02 (E315)
5 Abs. error of numdif (dotted) and numder (solid)

10 ‘ ‘ ‘
10} : 1
10°
10°
10_10 ! ! !

1 1.5 2 25 3

h=0.005 (E315)

Sovellamme nyt numder-algoritmia merkitsemalld kiyradn y = sin(z)+sin(7mzx)
ne pisteet, joissa y” > 0.

% FILE e320.m begins.
x= 0.0: 0.01: 5;
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y= sin(x) + sin(pi*x);

clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plti=plot(x,y);

pause

txt=[’y= sin(x) + sin(pi*x)’];

title(txt, ’FontSize’, [15]);

set(pltl,’LineWidth’, 2.5);

dy = numder(y, 0.01);

ddy = numder(dy, 0.01);

plot(x,y, x(ddy>0), y(ddy>0),’k.’,’MarkerSize’,30)
xlabel ([’ (E320)°] );

hold off;

% FILE e320.m ends.

y= sin(x) + sin(pi*x)
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4 Numeerinen lineaarialgebra
Téssd luvussa kertaamme lineaarialgebraa oppikirjan [LP| mukaisesti (Gaussin

eliminointi). Samalla opimme lisd4 lineaarisen yhtaloryhmén numeriikkaa MAT-
LABin avulla. Hyvid perusteoksia: [S2], [CV], [KMN].

4.1. Matriisilaskentaa (kertausta [LP]:std). Yhtéloryhmé

a11T1 + 129 + -+ ATy, = bl
(4 2) a21T1 + A22X9 + *++ + AopTy, = b2
Am1T1 + ApaXe + - - + QppTyp, = bm

voidaan kirjoittaa helpommin matriisimuodossa

aq AT T bl

a ... Qop x b
43) AX=B; A=| mLox=|"7, B=| 1,

Al . Qmn Tn b,

missé a;;, x;, b € R (tai € C). m x n -matriisi A voidaan samastaa lineaariku-
vauksen L: R™ — R™ kanssa. m X n -matriisien joukossa M,, ,, voidaan mééaritella
yhteenlasku + ja (M, , +) on Abelin ryhmé. Jos A € M, , ja B € M,, ,,, voidaan
maaritelld tulo C' € M,, , kaavalla

Cij:Zaikbkj (Zzl,,m,jzl,,p)
k=1

Matriisitulo ei ole vaihdannainen, ts. AB # BA eriilld A, B.

4.4. Esimerkki. Matriisikertolasku (Falk-kaavion avulla). Olkoon

1 350
A:<(1)§_é), B=|(0 -1 2 1
2 1 10

1 3 5 0

0 -1 2 1| B

2 1 1 0

1 2 -1[-1 0 8 2
A035102113AB




4.5. Kaanteismatriisi.  Olkoon A, B € M, ,,. Sanotaan, ettd B on Am
kiinteismatriisi A1, jos
AB=BA=1,
missa [ € M, ,, on yksikkomatriisi.
Huom. Kaikilla matriiseilla M, ,,:ssé ei ole kidnteismatriisia, joten (M, ,-) €
ole ryhmi. Jos on olemassa A~!, sanotaan, ettd A on sddnnéllinen.

4.6. Lineaarisen yhtiloryhmén ratkaisu. Palaamme tarkastelemaan
lineaarista yhtéaloryhméé (4.3) tapauksessa m = n. [LP]:ssé todistetaan

4.7. Lause. Lineaarisella yhtaloryhmélla (4.3), AX = B, on tapauk-
sessa m = n yksi ja vain yksi ratkaisu X = A~!B tdsmiilleen silloin, kun A on
saannollinen.

4.8. Lause. Jos A € M, ,, niin seuraavat ehdot ovat yhtéapitévét:

1) A on sdédnnollinen;

2) det A # 0 (det:n méadritelmé on esitetty [LP]:ssé);

4) yhtalolla AX = B on yksikésitteinen ratkaisu;

5

(1)

(2)

(3) yhtalolla AX = 0 on ainoana ratkaisuna X = 0;

(4)

(5) A:m pystyvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia,;
(6)

6) A:n vaakavektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

4.9. Gaussin eliminointi.  Jos A € M,,, ja det(A) # 0, niin lauseen
4.8 nojalla tiedetddn yhtaloryhmén AX = B ratkaisun olemassaolo ja yksikasit-
teisyys. Ratkaisun 16ytamiseksi voidaan kayttda Gaussin eliminointimenetelméaé

(1777-1855).

Yhtéloryhméan
apnry + -+ apr, = b
(4.10) a1y + -+ a9y, = by
Ap1Z1 + -+ QppTyp, = bn

ratkaisemiseksi toteutetaan ensin eliminointi ja sen jilkeen takaisinsijoitus (back
substitution). Oletamme, ettd a;; # 0.
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Eliminoinnin 1. askel: Riveistd j (j € {2,...,n}) vdhennetdén 1. rivi kerrot-
tuna a;; /aq:114.

Eliminoinnin k. askel: Riveistd j (j € {k + 1,...,n}) vihennetddn rivi k
kerrottuna vakiolla @;j/ak; (missé @;;:t ovat matriisin edellisissé vaiheissa muut-
tuneita kertoimia). Jos agr = 0, lopetetaan.

Eliminoinnin jélkeen matriisi on saatu muotoon

(dlll‘1+d12x2+"'""""""+dlnxn — 131
&22x2++612nxn — b2
(4.11) . 7
An—1,0-1Tn-1 + Gn-12Tn = by

ts. (4.10) on palautettu muotoon (4.11), AX = B, missi a;; # 0 vain, jos j > 1.

Takaisinsijoitus: Ratkaistaan (4.11):n viimeisestd yhtalosté z,,, sijoitetaan z,
viimeista edelliseen, jolloin voidaan ratkaista x,, ; jne. Jatkamalla ndin saadaan
Tn, Tn_1, ... ja lopulta z;.

4.12. Esimerkki. Ratkaise Gaussin eliminoinnilla yhtaloryhma

31’1 — X9+ X3 = 2
(413) —T1 + 3[L‘2 - 2l‘3 = 1.
2.1’1 -+ 2.1’2 + x3 = -3

1
1. eliminointivaihe: 2. rivistd vahennetdan 1. rivi —gzlla kerrottuna ja 3.

2
rivista vahennetaan 1. rivi gzlla kerrottuna: saadaan

3[L‘1 — X9 + T3 = 2
(414) 8l‘2 — 5l‘3 = 5 s
833‘2 + X3 = —13
missd 2. ja 3. yhtdlo on vield sievennetty kertomalla 3:1la.

2. eliminointivaihe: 3. rivistd vahennetéén 2. rivi luvulla 8/8 = 1 kerrottuna;
saadaan

3r1— X9+ x3= 2
(4.15) 8ry —Hrg= 5
6r3 = —18
Takaisinsijoitusvaiheessa ratkaistaan ensin x3 = —3 3. yhtalosté, sitten 2.

yhtélostd xo = —5/4 ja lopuksi z; = 5/4 1. yhtalosta.
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4.16. Gaussin eliminointi MATLA Bissa. Yhtéloryhmén AX = B
ratkaisu MATLABissa tapahtuu kdskylla X=A\B. Katsomme nyt, miten sama teh-
dddn Gaussin eliminoinnilla (joka todennékéisesti on numeerisesti huonompi kuin
A\B -ratkaisu). Pivotointia ei téssi tehda.

n X n -yhtaloryhméaé ratkaistaessa on hyvé laajentaa matriisi A n x (n+ 1)
-matriisiksi C', jonka viimeinen sarake on B, alla b. Eliminoinnin aikana tapah-
tuvat kertoimien paivitykset kohdistuvat siis C:n alkioihin.

% FILE e409.m begins.
% Gauss elimination without pivoting
clear
n = input(’Enter an integer n >= 2 ’);
A = rand(n,n); b = rand(n,1);
disp(® Extended matrix’);
C=1[A, b]
for j=1:n-1,
for i=j+1:n,
if ( abs(C(j,j)) < 1E-10)
disp(’Bad matrix, cond(A) = )
cond(A)
break
end;
C(i,:) = C(i,:) - (€(1,7)/C(G,3)*C(G,:)
pause;
end;
end;
sol(n) = C(n,n+1)/C(n,n) ;
for i=n-1: -1:1,
s=0.0;
for j=i+l:m,
s=s+C(i,j)*s0l(j);

end;

sol(i) = (C(i,n+1) -s)/C(i,i);
end;
disp(’ Solution = ’)
sol

disp(’ A x solution = ?)
bb=(A*(s0l’))’

disp(® Should be = RHS = b ?)
b)
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disp([’Residual = ’ num2str(norm(b’-bb))])
disp(’Difference from Matlab-solution =)
norm(A\b - sol’)

% FILE e409.m ends.

Alla on ohjelman esimerkkiajo.

>> e409
Enter an integer n >= 2 3
Extended matrix

C:
0.0077 0.4175 0.9304 0.0920
0.3834 0.6868 0.8462 0.6539
0.0668 0.5890 0.5269 0.4160

C=
0.0077 0.4175 0.9304 0.0920
0 -20.1065 -45.4951 -3.9265
0.0668 0.5890 0.5269 0.4160

C:
0.0077 0.4175 0.9304 0.0920
0 -20.1065 -45.4951 -3.9265
0 -3.0360 -7.5519 -0.3825

C:
0.0077 0.4175 0.9304 0.0920
0 -20.1065 -45.4951 -3.9265
0 0 -0.6824 0.2104

Solution =
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sol =

0.7866 0.8928 -0.3083
A x solution =
bb =

0.0920 0.6539 0.4160
Should be = RHS = b
ans =

0.0920 0.6539 0.4160

Residual = 5.701e-15
Difference from Matlab-solution =

ans =

1.5688e-14

Huom. C(i,:) on matriisin C i:s vaakarivi.

4.17. Gaussin eliminoinnin epéastabiilisuus.  Kohdassa 4.16 esitetty
Gaussin eliminointimenetelmé toimii huonosti, jos matriisi on ldhes singulaari-
nen. Hilbertin matriisi H;; = 1/(¢ + 7 — 1) on tunnettu esimerkki ldhes singulaa-

risesta matriisista. Oikeaoppinen MATLAB-ratkaisu: [sol=a\b|. Alla esitettivi
pivotointi pyrkii torjumaan haitallisen epéastabiilisuuden.

4.18. Gaussin eliminointi ja pivotointi. @ Tarkka paikka Gaussin eli-
minoinnissa tulee, jos jossakin laskennan vaiheessa jakaja aj; on itseisarvoltaan
pieni. T&ll6in eliminointi voi olla numeerisesti epéstabiili ja pyoOristys- ym. virheet
voimistua tavalla, joka niakyy suurena virheené lopputuloksessa. Téllaista epésta-
biiliutta voidaan yrittaa torjua niin, etta jakajaksi ag:n paikalle valitaankin jokin
muu luvuista ax; (j > k). Sopivan jakajan valintamenetelmié on erilaisia, mutta
yhteisené piirteend on pyrkimys pienentad laskentavirheita.
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Jos nyt on valittu ay;, (jir > k), niin suoritetaan pystyrivien k ja j; vaihto.
Tama merkitsee myos oikealla puolella B:n komponenttien permutointia. Elimi-
nointivaiheen jélkeen saadaan ratkaisu takaisinsijoituksella, kun vield suoritetaan
em. permutointien kddnteispermutoinnit ratkaisuvektoriin. Em. rivien vaihtoja
ratkaisumenetelméan numeeristen ominaisuuksien parantamiseksi kutsutaan pivo-
toinniksi. Muitakin pivotointimenettelyja (mm. sarakkeiden vaihtoja) kiytetéén.

Ks. algoritmi GAUSSJ, [NR, s. 39].

Pivotointi parantaa huomattavasti Gaussin eliminoinnin numeerisia ominai-
suuksia.

4.19. DMatriisihajoitelmista. = Numeerisessa lineaarialgebrassa on tapa-
na kayttda matriisihajoitelmia, joita on useita mm. matriisin rakenteen mukaan.
Matriisihajoitelmat tuovat usein esille matriisin keskeisid numeerisia piirteita, jot-
ka eivat muuten tulisi ndkyviin. Toisaalta matriisihajoitelmat antavat matriisille
moniin jatkokehittelyihin sopivan kompaktin esitysmuodon.

Strang [S2] luettelee yli 10 numeriikassa esiintyvéd matriisihajoitelmaa.

MATLABIssa on valmiina monia matriisien késittelyyn tarvittavia toimintoja,
mm.

e matriisin kddnteismatriisi, determinantti, ominaisarvot, cond(A);
e matriisihajoitelmat: LU, QR, SVD, CHOL;
e versiossa 4.0: harvojen matriisien késittely;

e helppous matriisien muodostamisessa ja laskutoimituksissa (yleensé ei tar-
vita alkioittaisia operaatioita), valmiit “standardimatriisit”, esimerkiksi
zeros(4,5), ones(4,5), hilb(10), invhilb(3) jne.

Massiivisessa numeerisessa laskennassa yhtaloryhmét voivat sisaltda esim. 500
000 muuttujaa. Néin laajojen lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisu vaatii “tasma-
laskentaa”, joka ottaa huomioon yhtéaléryhmén rakenteen (symmetria, lohkomat-
riisi, tridiagonaalimatriisi) ja erityisesti sen, onko matriisi harva. (Matriisi on
harva, jos suurin osa sen alkioista on nollia.)

4.20. Singulaariarvohajoitelma SVD. Esittelemme nyt — ilman to-
distuksia — matriisihajoitelman, jonka avulla saadaan monipuolista tietoa mat-
riisin numeerisista ominaisuuksista. Tamé& matriisihajoitelma, SVD, on tietoko-
neiden yleistyessd noussut keskeiseen asemaan numeerisessa lineaarialgebrassa,
mutta sitd ei valttaméatta esitetd lineaarialgebran peruskurssilla. Késin laskien
SVD:n kiyttd on lilan hidasta jo 4 x 4 -matriiseille, ja sujuva kiytto edellyttaa
tietokoneita.

79



Aluksi palautamme |LP]:std mieliin, ettd m xn -matriisin A = (a;;) transpoosi
AT on n x m -matriisi (AT);; = aj;. Nelidmatriisi B on ortogonaalinen, jos se on
siannollinen (ts. det(B) # 0) ja jos BT = B~

4.21. Lause (SVD, ei tod.). Reaaliselle m x n -matriisille A on olemassa
ortogonaalinen m x m -matriisi U ja ortogonaalinen n X n -matriisi V' s.e.

A=USV,
missé S on sellainen m x n -diagonaalimatriisi, ettéd jos merk. S = diag(sy, ..., sp)
(misséd p = min{m, n}), niin s; > s9 > ... > s, > 0. Jos
51 >8> ...28 >841=...=5,=0

ja jos A:lla on kddnteismatriisi, niin maaritellaan

(4.22) cond(A) = s1/s, .

4.23. Kuntoisuusluku cond(A4). Kaavassa (4.22) méaéritelty cond(A) on
nimeltdén kuntoisuusluku. Aina cond(A) € [1, 00]; cond(A) = 1 yksikkomatriisille
ja cond(A) = oo singulaariselle matriisille, so. matriisille, jonka determinantti
on 0. Tapauksessa det(A) # 0 on cond(A) kvantitatiivinen mitta sille, “kuinka
paha” A on numeerisilta ominaisuuksiltaan. (Valihuomautus: det(A) ei ole hyva
mitta tdhén tarkoitukseen, silla A ja AA ovat numeerisilta ominaisuuksiltaan
samanveroisia, kun taas det(AA) = A" det(A), jos A on n X n -matriisi.)

MATLABIn svd palauttaa kutsulla

[u,s,v] = svd(a);
a:n SVD:n ja kutsulla
b = svd(a)

pelkistadn singulaariarvot.
Seuraavalla pienelld koodinpéatkéilld voimme todeta, ettd MATLAB tosiaan
kiyttad kaavaa (4.22) cond(A):n laskemiseen.

% FILE e416.m begins.

clear;
info =[];
for n = 3:30
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rand(n,n); b = svd(a); c= cond(a);
d= max(b)/min(b)-c;
info = [info d];
end;
ml = max(abs(info)); m2 = min(info);
plot(3:30, info),
title([’Max is ’> num2str(ml) ’, min is ’ num2str(m2)]), pause;
xlabel(’E416°) ,pause;
% FILE e416.m ends.

V)
Il

4.24. Esimerkki. Yhtaloryhman

2.000z 4- 0.6667y = 2.000;
1.000x + 0.3333y 1.000

kerroinmatriisin @ kuntoisuusluku on cond(a) = 5.5556 - 10? ja yhtéléryhméilld on
yksikédsitteinen ratkaisu x = 1.000, y = 0.000. Sen sijaan yhtaloryhmaélla

2.000x + 0.6666y = 2.000
1(2.000z + 0.6666y) = 3 -2.000
on adrettoman monta ratkaisua

r = 1.000— 0.3333k
y = k, keR!

Huomaa, ettd cond(a) on suuri ja siis tehtévé epéstabiili.

4.25. Kuntoisuusluvun muuttaminen. Konstruoi jokin 5 x5 -matriisi,
jolla on ennalta annettu kuntoisuusluku.

Ratkaisu. Ajatuksena on (1) generoida satunnaismatriisin a SVD, a = usv, ja
(2) muuttaa singulaariarvoja s suotuisasti, tuloksena s, niin ettd (3) muokatulla
matriisilla b = usyv on haluttu cond(b).

MATLAB-toteutus:

% FILE e418.m begins.

clear;

n =5;

a= rand(n,n); c = input(’Please enter a number c > 1: ?);
[u, s, v] = svd(a);
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for j=1:n
ss(§,j) = s(1,1)- (G-D*(s(1,1) -s(1,1)/c)/(n-1);
end;
aa = uxss*xv’;
disp(’The matrix ’)
aa
disp([’ has condition number = ’ num2str(cond(aa)) ]), pause;
%» FILE e418.m ends.

4.26. cond(A):n vaikutus tarkkuuteen. Numeerisessa lineaarialgebras-
sa johdetaan virhearvioita lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisun tarkkuudelle kun-
toisuusluvun avulla. Haluamme nyt selvittaa kokeellisesti, miten tarkkuus riippuu
kuntoisuusluvusta. Toteutusidea:

(1) generoidaan kuten 4.18:ssa 10 x 10 -matriisi a, jolle cond(a) = 107;
(2) merkitdin b= a[l,1,...,1]7, jolloin yhtéléryhmén ax = b ratkaisu on

zo=[1,1,...,1]";

(3) ratkaistaan ax = b numeerisesti ja verrataan numeerista ratkaisua z; xo:aan.
Erotusvektorin pituus |21 — xo| on ratkaisun virhe.

MATLAB-toteutus:

% FILE e419.m begins.
clf;
data = [];
n =20;
a= rand(n,n);
[u, s, v] = svd(a);
for p =1:2:15
c= 107p;
for j=1:n
ss(3,3) = s(1,1)- (G-D=*(s(1,1) -s(1,1)/c)/(n-1);
end;
aa = uxss*xv’;
b =aa*ones(n,1);
numsol=aa\b;
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d = abs(norm(numsol-ones(n,1)));
data = [data; [c dll;
end;
x = data(:,1); vy = data(:,2);
haxes (’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’); hold on;

pic=loglog(x,y,x,y,’k.’,’MarkerSize’,30); grid;
xlabel(’ Condition number of the matrix ’, ’FontSize’,[15],...
’FontWeight’,’bold’);
ylabel(’ Error ’, ’FontSize’,[15],...
’FontWeight’, ’bold’);
title(’Error as a function of the condition number’,...
’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’);
set(pic,’LineWidth’,2.5);
% FILE e419.m ends.

Error as a function of the condition number
10 T T

100

Error

10k

107 1 1

10 10° 10% 10
Condition number of the matrix

15
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5 Epalineaariset yhtalot

Perehdymme téssé luvussa epilineaaristen yhtéldiden ja yhtéléryhmien ratkai-
sujen numeeriseen approksimointiin. Perusongelma: Etsi z = (zq,...,z,) € R"
siten, ettd yhtéloryhma

(5.1)

f1<.§L’1, Ce ,.Tn) = bl

fn<$1,...,$n) = bn

toteutuu. Yhtéaloryhmén (5.1) toteuttava vektori x on yhtaloryhmén juuri. Edel-
lisessé luvussa tarkasteltiin tapausta, missa f;:t ovat lineaarisia funktioita. Nyt
on padpaino tapauksessa, missd f;:t ovat epalineaarisia.

5.2. Huomautuksia.

(1)

(2)

(3)

(4)

()

Ennen numeeriseen ratkaisuun ryhtymisté on ratkaisun olemassaolo ja yk-
sikésitteisyys selvitettavi. Lineaarisen yhtaloryhméan tapauksessa nama sei-
kat saatiin lineaarialgebrasta.

Mitéén yleispatevad ratkaisumenetelméd ei tunneta epélineaariselle yhtéalo-
ryhmaélle (5.1), jos dimensio n > 1. Tapauksessa n = 1 vélinpuolitusmene-
telmé on yleiskdyttoinen. Melko yleisin oletuksin funktioista f; on olemassa
iteratiivisia menetelmié, jotka suppenevat kohti juurta, mikéali alkuarvaus
on kyllin hyva.

Yhtéaloryhmén (5.1) tarkkaa ratkaisua ei yleensé voida saavuttaa, ja numee-
rista ratkaisua etsittdessa on kiytettavé jotain sopivaa katkaisukriteeri.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisun kompleksisuus Gaussin eliminoinnilla
on luokkaa n?. Epilineaarisessa tapauksessa kompleksisuutta on mahdoton
arvioida.

Ratkaisua etsittdessd voidaan erdisséa tapauksissa kayttad Newtonin algorit-
mia. Newtonin algoritmin suppeneminen riippuu erittdin monimutkaisella
tavalla alkuarvosta (ks. kohta 5.33 ja kuva [NR]:n sivulla 368).

5.3. Banachin kiintopistelause (1892-1945).  Suuri joukko iteraatio-
menetelmia voidaan kirjoittaa muotoon

(5.4)

karl:F(.rk) (]{IIO,LQ,...),
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missd zj voi olla luku, vektori tai jopa funktio. Jos jono x; suppenee kohti arvoa
Zo, niin F:n jatkuvuuden nojalla péatee, etta

(5.5) zo = F(x) -

Ts. yo. perdkkdisten approksimaatioiden menetelmdlld (5.4) 10ydetaan yhtalon
(5.5) juuri, jos jono (xp) suppenee. Seuraavassa esitetddn riittdva ehto suppe-
nemiselle. Pistettd xy sanotaan F':n kiintopisteeksi ja iteraatiota (5.4) myos kiin-
topisteiteraatiokst.

5.6. Maaritelma. Vektoriavaruus B kerroinkuntana C on Banachin
avaruus, jos on madritelty normi || || s.e.

(1) [zl =20 VzeB,

2) llzll=0s2=0,

B3) el =l lzll vzeB vyeC,
@) llz+yl <llzll + Iyl V2yeB

ja liséksi jokainen Cauchy-jono B:n alkioita suppenee kohti B:n alkiota.
Palautetaan mieleen, ettd B:n jono (x) on Cauchy-jono, jos jokaiselle € > 0
on olemassa luku n, siten, etté

|Tm —xn|| <e, kun m,n >n..

5.7. Esimerkki. (1) Reaalilukujen joukko normina |z| on Banachin ava-
ruus.

(2) Euklidinen avaruus R™ normina ||z|| = (3 2?)!/? on Banachin avaruus.
(R™ ~. {0} ei ole Banachin avaruus.)

(3) Vililla I = [0, 1] médriteltyjen jatkuvien funktioiden joukko C'(I) normina
If]] = max{ [f(z) -z €I}

on Banachin avaruus.

5.8. Maairitelma. Olkoon A Banach-avaruuden B suljettu osajoukko
ja F: A — B kuvaus. Sanomme, ettd F' on Lipschitz-jatkuva A:ssa vakiolla L €
(0,00), jos

[F(z) = F(y)ll < Lllz =yl VzyeA.
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Sanotaan, ettd F' on kutistava, jos L < 1.

5.9. Lause (Banachin kiintopistelause).  Olkoon A Banach-avaruuden B
suljettu osajoukko ja F: A — A kutistava kuvaus. Silloin

(1) on olemassa tésmaélleen yksi piste s € B, jolle F'(s) = s (kiintopiste);
(2) jokaisella alkuarvolla xy jono (5.4) suppenee kohden kiintopistetta s;

(3) jos L on kuten 5.8:ssa, pétee arvio

k—1

— <
s — ol < ——

[ — @l (0<T<k).
Todistus. Mééritelmésta (5.4) saamme

[2x1 = 2kl = | (2x) = F(zp)|| < Lllzg = zpall =

L||F(zg—1) — F(ap-2)|| < L2||$k—1 —Tpaf =,

josta edelleen induktiolla
s = anll < LMo — @l (0< 1< k).

Osoitamme, etté (z) on Cauchy-jono:

Hfb’k+m — Jka = Hl’k+m = Thtm—1 T Thpm—1 — =" — xk”
k+m—1
(5.10) < > lajer —ayll S LME™T L2+ Lt 1)l — |
j=k
1—-L™

Koska L € (0, 1), ndhdédén ettd (xy) on Cauchy-jono. Néin ollen suljettu osajoukko
A siséltaa raja-arvon
s=limz,, se€A,

ja F(s) = F(limzyg) = lim F(zg) = limx,, = s, joten olemme osoittaneet, etti
jokaisella alkuarvolla jono () suppenee kohti kiintopistetta s € A.

Osoitamme nyt, ettd kiintopisteitd on tésmaélleen yksi. Jos s; € A (j = 1,2)
ovat kiintopisteitd ja [|s; — so|| > 0, saadaan

st = sall = | F(s1) = F(s2)]| < Lfls1 — sl
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josta seuraa L > 1, joka on ristiriita. Siis s; = ss.
Kaavan (5.10) johto antaa myos kaavan

1-Lm

1-L

ks — ]| < L 2142 = ll - (m > 1),

Pidetddn k ja [ kiinteind ja annetaan m — oo. Silloin x4, — s, ja arvio 5.9 (5)
seuraa. o

5.11. Esimerkki. Etsitdén yhtdlon 2 = e~* ratkaisu. Merkitdan F(z) =
e~*. Valitaan A = [0.5, 0.69], jolloin F: A — A ja viliarvolause implikoi

|[F(2) = F(y)| < Lle —y|; L=max|—e"[=e""
S

Koska L ~ 0.607 < 1, saadaan 5.9:n nojalla kiintopiste esimerkiksi iteraatiosta
xo = 0.55, xx11 = F(xy). Ratkaisuksi saadaan s = 0.5671439.

5.12. Esimerkki. Kiintopisteiteraatiota (5.4) voidaan kéyttdd, ainakin
periaatteessa, myos lineaaristen yhtéloryhmien ratkaisemiseen (mikéli tarvittavat
oletukset ovat voimassa). Palautetaan ensin mieleen m X n -matriisin a normi ||al|:

1/2
lall = sup{lac] : ol =1}, Jz = (3 a?)
Lineaarinen yhtéloryhmé ax = b voidaan aina kirjoittaa muotoon
r=x+ar—b x=(v,...,1,)7.

Merkitddn F(x) = = + ax. Jos nyt ||F|| < 1, niin Banachin kiintopistelausetta
voidaan soveltaa.
Yhtaloryhma

8r1+ 19— 23— 8=0
1+ 18x9 — 6x3+10=0
2l‘1+ $2+16[L‘3+ 2:0

voidaan muuntaa ekvivalenttiin muotoon

r = 02.’171 - 01.1’2 + 02.1’3 + 0.8
xo = —0.002; + 0.1z + 0323 — 05 & X =AX+B;
T3 = —011‘1 - 005l‘2 + 021‘3 —0.1 F(X)
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02 —0.1 02
A=|-005 01 03| "M 4| =04126.
—0.1 —0.05 0.2

Koska ||F(X) — F(Y)| = ||[AX — AY|| < |[A|[|X =Y ja F:R?® - R3 ja R?
on Banach-avaruus, niin ehdosta ||A|| < 1 seuraa, ettd kiintopisteiteraatio (5.4)
suppenee kaikilla alkuarvoilla.

Esitetty menetelméa soveltuu vain sellaisille lineaarisille yhtaloryhmille, jotka
voidaan kirjoittaa muotoon X = AX + B, missd ||A]| < 1, eli (I — A)X = B,
misséd [ on yksikkomatriisi ja || Al < 1.

% FILE e510.m begins.
% Fixed point iteration for a linear system.

T

h 8x+y-2z-8 =0
h x + 18y - 6z + 10 = 0
h 2x +y+ 16z +2 =0

pA
% or Fu=G; F=[81-2;118 -6; 2 1 16]
yA G = [8 -10 -2]°
yA
% 1is equivalent to:
h x = .2x -.1y +.2z + .8
h y=-.06x + .1y +.3z -.5
h z=-.1x -.05y +.2z - .1
x0 =0.55; yO = 0.1; z0 =1;
v =[x0 y0 z0]’;
a=[.2-.1.2; -.06 .1 .3; -.1 -.056 .2]; b=1[.8 -.5 -.1]7;
data =[];
for k =1:10
vold =v;
v =a*v+tb;
data = [data; v’];
end;
disp(’Fixed point iteration  (E510) ’);
disp([> «x y z ’]);
fprintf(1, > %12.8f %12.8f %12.8f \n’,data(1:10,1:3)°);
Hdisp([’1x(30) -x(31)| = ’ num2str(abs(xold-x))]);
F=[81-2;118 -6; 2 1 16];
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G=[8 -10 -2]°;

u = F\G;

disp([’MATLAB solution =’ mat2str(u’,5) ])
disp([’Error = ’ num2str(norm(data(10,:)’> -u) )1)

% FILE e510.m ends.

>> e510

Fixed point iteration  (E510)
X y z
1.10000000 -0.21750000 0.04000000
1.04975000 -0.56475000 -0.19112500
1.02820000 -0.66630000 -0.21496250
1.02927750 -0.68252875 -0.21249750
1.03160888 -0.68346600 -0.21130081
1.03240821 -0.68331729 -0.21124775
1.03256382 -0.68332646 -0.21132451
1.03258051 -0.68335819 -0.21135496
1.03258093 -0.68337133 -0.21136113
1.03258109 -0.68337452 -0.21136175

MATLAB solution =[1.0326 -0.68338 -0.21136]
Error = 6.875e-07

5.13. Polynomiyhtilon juuret. Polynomiyhtalot muodostavat téarkedn
alaluokan epélineaarisista yhden muuttujan yhtéloista. Niiden ratkaisemiseksi on
kehitetty polynomien erityisluonteen huomioon ottavia ratkaisumenetelmié, ks.
esim. [NR, s. 369]. MATLABissa polynomiyhtilon p(z) = 0 juuret saadaan ko-
mennolla “roots(c)”, kun p(z) = E?;l c(j)z"7. Ks. 2.3.

5.14. Juurien haarukointi (bracketing). Tarkastelemme nyt yhden re-
aalimuuttujan funktiota f(x), jonka nollakohtaa etsimme. Sanomme, etté f:n nol-
lakohta on haarukoitu vélille [a, b], jos f on télla vélilld jatkuva ja jos f(a)f(b) < 0.
T#ll6in nimittdin Bolzanon lauseen (1781-1848) nojalla f:114 on ainakin yksi nol-
lakohta vélill& [a, b].

5.15. Huomautus. (1) Nollakohtia voi olla useita, jopa dédreton méaara,
kuten funktiolla f, missi f(x) = 2?sin(1/x), kun = € [—1,1] ~ {0} ja f(0) = 0,

on vililld [—-2, 2].
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(2) Bolzanon lause ei sovellu funktiolle g(z) = 1/x (z € [—1,1]~{0}), vaikka
g(—1) = —1ja g(1) = 1. Syy: sitd ei voida jatkaa jatkuvasti pisteeseen z = 0.

5.16. Juuren tarkkuudesta. Liukulukuaritmetiikan luonteesta johtuen
funktion nollakohta ei valttamétta ole laskettavissa mepsin tarkkuudella. Tarkas-
telemme esimerkiksi funktion y = (z — 1) kiiyttiytymistd juuren x = 1 ympéris-
tossa.

function y =gg(x)

% Analytically gg(x) = (x-1)"5

y = x.75 -b*x.74 +10*x.73 -10%*x.72 +b*x-1;
% FILE gg.m ends.

Funktion kuvaaja saadaan piirretyksi seuraavilla komennoilla:

% FILE tst.m begins.

x1=0.9985; x2= 1.0015; dx=(x2-x1)/1000;

x=x1:dx:x2; y=gg(x);

clf;

axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
txt=[’Funktio y=(x-1)"5 juuren x=1 ymparistossid’ ];
title(txt,’FontSize’, [15]);

plot(x,y), grid on % + ADJUST MANUALLY

hold off;

% FILE tst.m ends.

-14 Funktio y=(x-1) 5 juuren x=1 ymparistdssa
1 x 10

0.8r
0.61 Il
0.4r
0.21
of : ‘ L fl I | |
—02t
—0.4F
-0.6

-0.8

-1 I I I I I ]
0.9985 0.999 0.9995 1 1.0005 1.001 1.0015 1.002

90



Tallainen kiayttaytyminen on syyta pitdd mielessé juuria numeerisesti etsiessa.

5.17. Vailinpuolitusmenetelmé juuren haussa. Bolzanon lauseeseen
perustuu vélinpuolitusmenetelmén kiyttd juuren haussa, kun juuri (eli nollakoh-
ta) on haarukoitu vilille [a,b] (a <b). Aseta a; = a, by = b.

Don=1,..., NMAX

— (an +by)/
Jos flan) f(w) <0, niin a,.1 < ay, byr1 < w.
Jos f( n)f( ) < 07 niin Ap41 < W, bn+1 < bn

[\]

Juuren s approksimaatio on %(aNMA x+1 + bymaxs:) ja approksimaation virhe
< (b—a)-27NVMAX=1 Ts jos halutaan virhe < ¢, valitaan NMAX s.e.

NMAX =min{n € N: (b—a) <e-2""}.

Algoritmin implementointi on esim. rtbis teoksessa [NR, s. 354|. Ks. myos kohta
2.24.

5.18. Muita menetelmii juuren hakuun. Vilipuolitusmenetelmé ei
vaadi funktion derivoituvuutta, vaan se soveltuu kaikille jatkuville funktioille.
Muita jatkuville funktioille soveltuvia menetelmié on useita, mm.

e Brentin menetelmé [NR, s. 361],
e false position ja sekanttimenetelmét [NR, s. 356-7],
e MATLABIn fzero.

5.19. Newtonin menetelmi (1642-1727).  Kenties kuuluisin juurenha-
kumenetelmé on Newtonin menetelmé, joka tunnetaan myos Newtonin—Raphsonin
menetelmin nimelld. Menetelmé vaatii funktion derivoituvuuden, kun taas koh-
dissa 5.17 ja 5.18 esitellyt menetelmit eiviat vaadi. Menetelmén johto perustuu
Taylorin kaavaan (1685-1731)

(5.20) flx+0) =~ f(x)+ fl(z)6 + f”( ))52

Vaatimus f(z + ) = 0 (5.20):ssé johtaa kaavaan

/()
f'(x)’
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kun ¢ on pieni. Jos xy on alkuarvo, niin x,; maéritelldan kaavalla

fl(xn)

Kaavaa (5.21) johdettaessa oli x reaalimuuttuja, mutta samaa kaavaa (5.21) voi-
daan kiyttda myos kompleksimuuttujalle z. Kaavalla (5.21) on luonnollinen vasti-
neensa myos tapauksessa, missd x € R" on vektori ja f: R™ — R”, johon jatkossa
palataan. Kysymys jonon (5.21) suppenemisesta on epétriviaali ja nykyisin tun-
nettavat vastaukset ovat osin monimutkaisia: kompleksialueen yhtilod z3 = 1
Newtonin menetelmalld ratkaistaessa johdutaan iteraatioon

(5.21) Tpil = Tp + 0p = Ty —

22—1 1+223

(5.22) Zntl = Zn — 3.2 = 3.2

Jonon (5.22) suppenemiseen johtavat alkuarvot muodostavat fraktaali-joukon,
jonka rakenne on geometrisesti mielenkiintoinen (ks. kohta 5.33 ja kuva |[NR,
s. 368]). Vrt. [SB.

Ns. Newtonin—Kantorovitshin lause antaa yleisessa n-ulotteisessa tapauksessa
erdan riittavan ehdon sille, kuinka ldheltd juurta s alkuarvo zy on valittava. To-
distuksen idea perustuu Banachin kiintopistelauseen kiyttoon apufunktiolle, joka
1-ulotteisessa tapauksessa on

(5.23) Fz) =2 — f(z)/f(z).

Banachin kiintopistelauseen soveltamista varten tarvitaan mm. vaatimuksen
|F'(x)]| < k < 1 voimassaolo. Newtonin iteraatio palautuu nyt kiintopisteiteraa-
tioon

(5.24) Tpr1 = F(x,),

jonka kiintopiste s on yhtélon f(x) = 0 juuri.
Ilman todistusta esitimme seuraavan lauseen.

5.25. Lause. Olkoon f kolmesti jatkuvasti derivoituva valilla (a, b), joka
siséltad yhtdlon f(z) = 0 juuren s; oletamme, ettd f'(s) # 0 (ts. juuri s on
yksinkertainen). Silloin on olemassa 6 > 0 s.e. funktio F:I — I, missid [ =
[s—0,s+0d] C (a,b)ja F(x) =x— f(x)/f (x), on kutistava. Jokaisella alkuarvolla
xo € I Newtonin jono (5.21) suppenee kohti juurta s.

Lauseessa 5.25 esiintyvan funktion F' derivaatta on

Fl(w) = 1= (f'(2)* = f(2)f"())/ f'(2)* = f(2)f"(2)/ f'(2)*,
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joten selvisti F'(s) = 0 ja tehtyjen jatkuvuusoletusten nojalla 16ytyy s:n ympé-
ristd, jossa |F'(z)| < 1. Yo. lauseen todistus seuraa helposti téstd huomiosta ja
Banachin kiintopistelauseesta.

5.26. Newtonin menetelma n-ulotteisessa tapauksessa. Yhtaloryh-

mé
Fz,...z) = 0
(5.27) fal@,. o am) =0
Ful@r,. o 2) = 0
voidaan merkinnéin z = (z1,. .., 2.)7, f(z) = (fi(@),. .., fo(x))T kirjoittaa
(5.28) flz) =

Olettamalla, ettd f on differentioituva, voidaan kirjoittaa
(5.29)  f(z+h) = f(@)+ f(x)h+ O = f(z) + Jr(x)h + O(R?),
missé Jy(x) on Jacobin (1804-1851) n x n -matriisi

(5.30) Jy(@)ij = agg) :

Kaava (5.29) on tuttu [LP|:std; laajemmin kaava (5.29) tulee kiytt66n useamman
muuttujan funktioiden differentiaalilaskennassa. Usein merkitadan myos f/'(z) =
J¢(z). Newtonin menetelmén johto n-ulotteisessa tapauksessa etenee nyt samoin
kuin 1-ulotteisessa tapauksessa: vaaditaan ettd h on pieni ja f(x+ h) = 0, jolloin
ehdosta O(h) — 0, kun h — 0, ja kaavasta (5.29) seuraa, etté

(5.31) J@h=~f2) & h=—Jx)" f(a).

Siis saadaan iteraatio
(5.32) Thr = xp — (o) T f ()

joka on Newtonin iteraatio n-ulotteisessa tapauksessa.

Yhden iteraatioaskeleen (5.32) suorittamiseksi joudutaan néin ollen laskemaan
f:n kaikki 1. kertaluvun osittaisderivaatat ja lisdksi kddntdmasan ndiden muodos-
tama matriisi J;(z). Numeerisesti iteraatioaskel on siis melko raskas, sen komplek-
sisuus on luokkaa n?.

5.33. Huomautuksia. (1) Newtonin iteraatioissa (5.21) ja (5.32) joudu-
taan vaikeuksiin, jos f’(z,) = 0 tai J¢(x,) on singulaarinen.
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(2) Yhden kompleksimuuttujan yhtalé f(z) = 0 voidaan palauttaa kahden re-
aalimuuttujan yhtaloryhmén tapaukseen tarkastelemalla erikseen reaali- ja ima-
ginaariosia.

(3) Yhtélén 23 = 1 ratkaisu Newtonin menetelmélld johtaa iteraatioon

14228
et = ;: n (vrt. [NR, s. 368]).
Zn

Seuraavassa ohjelmassa piirrdmme tasoon ne pisteet, jotka pysyvit em. Newtonin
iteraatiossa rajoitettuina.

% FILE e0519.m begins.
w =[];
for r= 0.1: 0.1: 1.2;
the = 0: 0.2: 2xpi;
zsta = rxexp(i*the); z=zsta;
for k =1:30
z =(1+ 2*z.73)./(3*z."2);
end;
tst=abs(z-1)<1;
w= [w; tst.x*xzstal;
end;
clf;
axes(’FontSize’, [15],’FontWeight’,’bold’); hold on;
plt=plot(w,’k+’);
grid;
txt=[’> Study the iteration z -> (1+ 2%z.73)./(3%z."2)°];
title(txt, ’FontSize’, [15]);
ylabel (’E5197),
xlabel(’ Points marked by + remain bounded under 30 iterations’);
set(plt,’LineWidth’, 2.5);
hold off;
% FILE e0519.m ends.
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Study the iteration z —> (1+ 2*z. 3)./(3*2.2)

1.2r
17 *
+*
0.81 *
+* * *
+*
0.61 PR
* -
0.4r : Y. * +F
+ * +*
2 +*
o 0.2r " o -
w * e o4 L et
0 * b, - : i !1 + ¥
F MEEEE N EE Il
SRS AL 2P OSSR
-0.2F - * * . .
" * .
T T
-0.4r . +,
+* - .
-0.6 «
* * *
-0.8 1 I I L * * ]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Points marked by + remain bounded under 30 iterations
5.34. Numeerinen Jacobin matriisi. Edella kohdissa 3.15-3.20 esi-

tettiin joitakin menetelmia reaaliarvoisen yhden muuttujan funktion derivaatan
numeeriselle approksimoinnille. Periaatteessa samoin voidaan n muuttujan funk-
tiolle f:R™ — R™ muodostaa numeerinen Jacobin matriisi f'(z) = J¢(z),

3J(;1 (z) o aJacl(l“)
r1 Tn
Jr(x) = : : Ve = (x1,...,2,),
Ofm(z) Ofm(x)
oz T OTn

missé kukin 0f;(z)/0x; lasketaan jollakin 3.15-3.20:ssd esitetyistd tavoista. Yksi
tapa muodostaa J; numeerisesti funktiolle f: R" — R™ on seuraava.

function Jf = numjaco(f,m,x,n)
% f is a function with m components,
% x is a vector with n components,
% the result is an m by n matrix.
Jf = ones(m,n); h = 10~(-4);
for j =1:n
e = zeros(1,n); e(j) = 1;
J£(:,j) = (feval(f,x+th*e)-feval(f,x-h*xe) )/(2xh);
end;
% FILE numjaco.m ends.
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Funktiota numjaco voidaan soveltaa esim. seuraavasti maariteltyyn funktioon:

function y = £520(x)

y(1,1) = 3*x(1) -cos(x(2)*x(3)) -0.5;

y(2,1) x(1)"2 -81*x(x(2)+ 0.1)"2 +sin(x(3)) +10.6;
y(3,1) exp(-x(1)*x(2)) + 20*x(3) + (10*pi -3)/3;
% FILE £520.m ends.

Yhtéaloryhmén £520(x)=0 ratkaisu alkuarvolla x0=[3 4 5] sujuu seuraa-
vasti:

(1) x0=3:5;
Toistetaan (yldnuolindppéainta painaen) rivid
(2) x1=x0’ -numjaco (’£520’,3,x0,3)\£520(x0) ; x0=x1’,£520(x0)’

seitseméan kertaa, jolloin saadaan
x0=[0.4970 0.2575 -0.5176] ,

ja funktion arvo x0:ssa on luokkaa 10711
Johtopdités: Kun numjaco.m ja f520.m on luotu, voidaan epélineaarinen
yhtaloryhmé £520(x) =0 ratkaista kirjoittamalla rivi (1) ja toistamalla rivid (2).
Esitdmme vield m-tiedostoon perustuvan ratkaisun.

% FILE e520.m begins.

% USES numjaco.m, £520.m

x0 = 3:5; hold off;

data =[0, x0, norm(£f520(x0)’)];

for j =1:9
x1= x0’ -numjaco(’£520’, 3,x0,3)\f520(x0); x0=x1’;
data =[data; [j x1’ norm(£f520(x1’)) 1];

end;

x = data(:,2); y = data(:,3); z = data(:,4);

x1= data(10,2); yl= data(10,3); zl= data(10,4);

clf;

plt3=plot3(x,y,z);

txt=[’Newton iteration, start = * , end = . (E520)’];
title(txt,’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’);

hold on;

plot3(x1l,yl,z1,°k.’, 3,4,5,’k*’,’MarkerSize’,30), grid on;
set(plt3,’LineWidth’, 2.5);
pause;
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print -deps figh20a;

hold off;

clf;

splt=semilogy(1:10,data(:,5)), grid on;

txt=[’Function norm’];

title(txt,’FontSize’, [15], ’FontWeight’,’bold’);

xlabel (’Number of Newton iteration (E520)’,’FontSize’,[15],...
’FontWeight’,’bold’);

set(splt,’LineWidth’, 2.5);

print -deps figh20b;

delete e520.dat;

diary eb20.dat;

disp(® Newton iteration: ’);

disp(® i X y z norm(f) );
fprintf(1,’ %2d %8.5f ¥%8.5f %8.5f %12.5e \n’,data’);
diary off;

% FILE e520.m ends.

Newton iteration, start =* , end = . (E520)

97



Function norm
10 T T

-5

10°% 1

10_15 I I I I
0 2 4 6 8 10

Number of Newton iteration (E520)

Ohjelman €520 tuottamat kuvat ylld ja sen tuottama datatiedosto alla.

Newton iteration:
X y z norm(f)

-

0 3.00000 4.00000 5.00000 1.34745e+03
1 9.95003 2.03851 -0.47359 2.62865e+02
2 0.52454 0.74289  -0.47360 4.71338e+01
3 0.49491 0.39726 -0.51435 9.67536e+00
4 0.49717 0.27715 -0.51708 1.16853e+00
5 0.49705 0.25801 -0.51758 2.96571e-02
6 0.49704 0.25750 -0.51759 2.12010e-05
7 0.49704 0.25750 -0.51759 1.08642e-11
8 0.49704 0.25750 -0.51759 1.77636e-15
9 0.49704 0.25750 -0.51759 1.77636e-15
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6 Ortogonaaliset funktiot

Tarkoituksemme on esitelld funktioavaruuksien lineaarialgebraa. Euklidisen ava-
ruuden R” lineaarialgebrasta tutut késitteet kohtisuoruus, projektio ja kanta yleis-
tetddn nyt tapaukseen, missd R™:n vektoreiden paikalla on reaaliakselin suljetulla
valillda méaaritellyt jatkuvat reaali- tai kompleksiarvoiset funktiot. Rajoitumme
funktioavaruuksien lineaarialgebran perusteoriaan, jota jatkossa sovelletaan mm.
Fourier-sarjoihin. Pidemmaélle menevéssé kirjallisuudessa on tapana kayttaa pe-
rustyovélineend Lebesguen integraalia (1875-1941), mutta meille riittda matema-
titkan approbaturista tuttu Riemannin integraali (1826—-1866).

6.1. Funktioavaruuden (0, 1] laskutoimitukset. Merkitsemme C[0, 1]
={f:[0,1] - R : fjatkuva}. Kun A € Rja f, g € C[0, 1], miarittelemme funk-
tiot Af, f + g ja fg asettamalla

(1) (AN)(x) = Af(z) Va;
2) (f +9)(@) = f(x) +g(z) Vi
3) (f-9)(x) = f(x)g(x) V.

Jatkuvien funktioiden perusominaisuuksien nojalla ndin méaritellyt funktiot
Af, f+gja f-g ovat myos jatkuvia, joten kukin méaritellyistd operaatioista
tuottaa uuden C0, 1]:n alkion eli on C[0, 1]:n laskutoimitus. Vastaavasti mééri-
telladn avaruus Cla, b], kun a,b € R ja a < b. Jos taas k = 1,2,..., niin avaruus
C*[a,b] on niiden vililli [a, b] jatkuvien funktioiden avaruus, joiden kertalukuja
p, missé p < k, olevat derivaatat ovat jatkuvia avoimella vélilla (a, b).

6.2. Lineaarisen vektoriavaruuden maéaritelma. Olkoon V' joukko
alkioita ja K skalaarien joukko (kdytdnnossé joko R tai C), ja olkoon médritelty
operaatiot + ja - siten, ettd f,geV = f+geVijaaec K, feV =>afecV.
Sanotaan, ettd V' on lineaarinen vektoriavaruus, jos seuraavat kolme ominaisuutta
ovat voimassa:

(1) (V,+) on Abelin ryhmé;
2) alf+9)=af +agja(a+f)f =af +5f Vo, feKjafgeV;
3) (aB)f=a(Bf),1-f=f VaBeKjafeV.

Kirjallisuudessa kaytettavit nimitykset vaihtelevat jossain méadrin, ja téllaista

avaruutta kutsutaan myos lineaariseksi avaruudeksi tai vektoriavaruudeksi.
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6.3. Esimerkkeja. (1) C[0,1] on lineaarinen vektoriavaruus.

(2) Differentiaaliyhtalon y” + a1y’ 4+ asy = 0 ratkaisujen joukko on lineaarinen
vektoriavaruus.

(3) Rajoitettujen lukujonojen joukko

{(an): M se. la,|]<M ¥Vn=1,2,...}
on lineaarinen vektoriavaruus, kun asetetaan (a,) + (b,) = (a, + by), AMa,) =

(Aay,).

6.4. Maaritelma.  Lineaarisen vektoriavaruuden V' joukko {z1,...,z,}

n
on vapaa, jos ehdosta > ¢;x; = 0 seuraa ¢; = 0 jokaisella i; muuten se on sidottu.
i=1

Vapaa joukko {zy,...,z,} on V:n kanta, jos jokainen y € V voidaan esittda
muodossa y = Y ;.
i=1
6.5. Maaritelma. Jos f ja g ovat valilla [0, 1] Riemann-integroituvia,

sanotaan integraalia

(6.6) /f(x)g(x) dx (kompleksiarvoisille: /f(x)@d:p)

niiden sisdtuloksi ja sitd merkitaan (f, g) (tai (flg), (f,9), f - ¢g). Ei-negatiivista
lukua (f, f)'/? merkitédn || f|| ja sanotaan f:n normiksi. Lineaarista vektoriava-
ruutta, jossa on madritelty sisdtulo, sanotaan sisatuloavaruudekss.

Koska integrointi on lineaarinen operaatio, nahdaén oikeiksi seuraavat sisatu-
lon ominaisuudet reaaliarvoisille funktioille:

(67) { <f7g):(g7f)7 (Cf,g):(f,Cg>IC<f,g>
. (fi+ fo.9) = (f1,9)+ (f2,9), (f,o1+92) =(f,91)+ (f,92)

Kompleksiarvoisille funktioille patevit vastaavat ominaisuudet; tosin kaavoissa
talloin esiintyy kompleksikonjugaatteja (esim. (¢f,g) = ¢(f,g) = (f,¢g)).

6.8. Normiepayhtal6ita. Sisdtuloavaruuden V funktioille f ja g patevit
seuraavat epéayhtalot:

(6.9) Cauchyn—Schwarzin epayhtdlo (1787-1857 ja 1843-1921):
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(Ll < I fIHgll
(6.10) Minkowskin epayhtdlo (1864-1909):

1F+gll < 1711+ llgll -

Molemmat epayhtalct ovat tuttuja R™:n tapauksesta. Minkowskin epayhtalo vas-
taa kolmioepayhtéloéd vektoreille. Epayhtalon vasen puoli voidaan kirjoittaa sisi-
tulon lineaarisuuden nojalla

If+9l?P=(+g.f+9) =) +20f9)+ (g.9) = I FII>+ lgl* +2(f,9),

joten ||f + glI* = || f1I* + llgll* joss (f,g) = 0. Analogisesti Pythagoraan lauseen
kanssa sanotaan, ettd f ja g ovat kohtisuorassa 1. ortogonaaliset jos (f,g) = 0.
Talloin kidytdmme merkintdd f L g.

6.11. Masritelma.  Valilla [a, b] maariteltyjen funktioiden joukko S =
{¢0, &1, b2, ...} on ortogonaalinen (1. kohtisuora), jos

((bna(bm)zo vm?'én

Jos lisdksi ||¢,|| = 1 kaikille n = 1,2, ..., sanotaan ettd S on ortonormaali.
Jos S on ortogonaalinen ja ||¢|| # 0 jokaiselle ¢ € S, niin {do/||®ol|, #1/|¢1|}

on ortonormaali.

6.12. Esimerkki. Onko funktiojoukko S = {¢g, ¢1,. ..}, missi

1 COS NI sin nx

Po(x) = TS Pon—1(x) = 7 Gon(x) = NG (n=1,2,...),

ortonormaali valilla [0, 27]?
Nyt 2sinnz cos mx = cos(nx — (5 —mx)) — cos(nx + § — mx) ja

2

/Cos(px+c)d:p:() Vp=+1,42,... VceR,

0
27
/COS(O cx+ g) dr =27 cos(j:g) =0.
0

21
Siis (¢on—1, P2 )™ = [ cosnzsinmaz dx
0

=0, josm #n;
=0, josm =n.
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2
Liséksi (@om—1, pon—1)m = [ cos(mz) cos(nz) dz = 0, jos m # n, ja
0

27 27
1 + cos2mzx

(P2m—1, Pam—1)T = /0082 mz dx :/fdx =,

0 0

2

(Pam, am)m™ = /sin2 mzdr =7,
0
2m

(D2m, Pon)T = /sinnx sinmxzdr =0, josm #n.
0

Siis S on ortonormaali.

6.13. Maaritelma. Olkoon f,¢:[a,b] — R Riemann-integroituvia ja
|o|l = 1. Silloin f:n projektio ¢:n suuntaan on

proj(f: ¢) = (f,¢) .

6.14. Lause. proj(f:¢)=f & JceR:f=co.

Todistus. =: proj(f : ¢)=[f = (f,0)p=cop. o
< f=cp = proj(f:¢)=(cp,9)p=c(g,9)p=co. o

6.15. Lause. f—proj(f:¢) L ¢.
=1

Todistus. (f - (fv ¢)¢, gb) = (f7 ¢) - (f7 ¢) (gbv gb) =0. o

6.16. Masritelma. Olkoon S,, = {¢1, ¢o, ..., ¢, } ortonormaali systeemi
ja f:]a,b] = R integroituva. Silloin f:n projektio S,:n virittamdlle aliavaruudelle
V,, méaaritellaan kaavalla

proj(f : 1. i) = Y (S8

Lauseet 6.14 ja 6.15 yleistyvét helposti myo6s 6.16:n mielessé otetuille projek-
tioille. Lauseiden 6.17 ja 6.18 todistukset jatetdan harjoitustehtaviksi.
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6.17. Lause. proj(f:¢1,...,00)=f & (feV,).
6.18. Lause. f—proj(f:¢1,...,0,) Lg VgeV,.

6.19. Esimerkki. Olkoon f:[0,27] — R integroituva, n kokonaisluku ja

o1(z) = Si“ﬁ, ¢o(x) = <2~ Johda lauscke proj(f : ¢1, ¢2):lle.

Nyt 6.12:sta seuraa, ettd {¢1, @2} on ortonormaali, jolloin 6.16:n mukaan
2
sin nt sin nx cosnt COS NI
dt | ——— t dt
i) S ([ s ) <
0
2m

27
1
/ f(t)(sinntsinnz + cos nt cosnx) dt = — / f(t)cosn(x —t)dt.
7r
0

0

proj(f : 61, 02) = (7f(t)

1
T

6.20. Huomautus. Maiaritelmésté 6.4 seuraa valittomasti, etté lineaari-

sen vektoriavaruuden V' joukko {fi,..., f.} on sidottu (l. lineaarisesti riippuva)
n
joss jokin alkioista f; on muiden lineaarikombinaatio, f; = > a;f;.
i=1,i%]

6.21. Esimerkki. Onko {f1, f2, f3} vapaa, kun fi(z) =1, fo(x) = cos®z,

f3(x) = cos 2z7?
Nyt

fo(z) = cos® z = %(1 + cos2z) = %(fl(x) + f3(x)),

joten {f1, f2, f3} on sidottu 6.20:n perusteella.

6.22. Lause. Jokainen ortogonaalinen jono on vapaa.
Todistus. Olkoon ¢1, ¢o, ..., ¢, ortogonaalinen. Pitdéd osoittaa, ettd ehdosta

> agpdr = 0 seuraa ay, = 0. Mutta kaikille j pétee:
k=1

Zouubk =0 = (Zakqﬁk, qu) =(0,¢,) =0
k=1 k=1
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6.23. Gramin—Schmidtin ortogonalisointi.  Selventden lausetta 6.22
toteamme, ettd jokainen vapaa jono ei ole ortogonaalinen. Kuitenkin jokaises-
ta vapaasta jonosta voidaan konstruoida Gramin—Schmidtin (1850-1916, 1876—
1959) menettelylla ortogonaalinen jono siten, ettd uuden jonon alkiot numero
1,..., k virittdvit saman aliavaruuden kuin vanhan jonon alkiot numero 1, ..., k.
Jos joukko {z,} on vapaa, niin uusi joukko {y, } méaritellaan asettamalla y; =
ja

n—1
(6.24) Yo = 20— Y ((@uyn) /(g y)yn (R=2,3,..).
k=1
6.25. Lause. Jos {¢y,...,¢,} on ortonormaali kanta lineaarisen avaruu-

den V' n-ulotteiselle aliavaruudelle H,, ja jos f € V, niin on olemassa h € H,
s.e. ||f — h||* saa pienimmén arvon ja h = > ;_, aydr, kun oy = (f, k). Toisin

sanoen, on h = proj(f : ¢1,...,¢,). Ko. pienin arvo on || f||* — > |ax|?.

k=1
Todistus. Olkoon g € H,. Silloin g = > Brp¢x ja

If=gl?=(—9.f—9) = F)—(9./)=(f,9)+(9,9)
= IFIP =D Bl £) = D Bilfrdw) + > Bebh
= F17 =D B — > Bk + > 1Bl
= 1P+ D (B — ) (Be — @) — > _ o

n n n
=117 =D ol + D 18 — P 2 117 = D low?.
k=1 k=1 k=1

/]\
= kun By =ap VEk.

Siis kun Sy = ag, saa ||f — ¢|| pienimmén arvonsa ja talloin g = h = > agpdp. o

6.26. Lause. Olkoon {¢1, ¢s,...} ortonormaali vililla [a, b] ja f integroi-
tuva. Silloin jos ¢, = (f, ¢x),

(1) Y Jerl> < |IfII* (Besselin epéyhtils, 1784-1846);
k=1
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2) Y lal? = IfII? & lim ||f — 3 crén]| = 0 (Parsevalin kaava, 1755-1836).
k=1 nreo k=1

Todistus. (1) Kaavan 6.25 nojalla saadaan

o< |- aa =1 =S lak va,
k=1

joten
n

dYolalP <P Y,

k=1

mistd kohdan (1) véite seuraa. o
(2) Kdyta samaa kaavaa kuin (1):ssd. o

6.27. Hilbertin avaruuden maéaritelma. Hilbertin avaruus (1862
1943) ¢ on sellaisten skalaarijonojen (o, as,...) joukko, joille 77 Jay|* < oc.
Tama varustetaan sisdtuloavaruuden operaatioilla seuraavasti:

(Oél,OéQ, .- ) + (617/827 .. ) = (al + 61,0[2 + 627 .- ')7
k(Ozl,OéQ, .. ) = (kal,kOéQ, .. .),

(0,8) = 3 B llall = (o, 0)'7.

k=1

Hilbertin avaruus ¢* esiintyy usein approksimaatioteoriassa.

Hilbertin avaruus #? on kuitenkin erikoistapaus yleisemmisté kisitteest, joka
voidaan maaritelld ndin: Hilbertin avaruus on Banachin avaruus, jonka normi on
sisatulon méarittelema. Nain myos funktiot f : [0, 1] — R, joille

1
/|f\2d:c<oo,
0

muodostavat, kun integroituvuus sopivasti tulkitaan ja sisdtulo maaritelladn kaa-
valla

(f.9) = / f(2)g(@) dr,

Hilbert-avaruuden, jota merkitiin L?(0,1). (Hilbertin avaruuksien teoriassa kiy-
tetaan tavallisesti Lebesguen integraalia.)
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6.28. Ortogonaaliset polynomit. Potenssit P = {1,x,2%,...} ovat
lineaarisesti riippumattomia Cfa, b]:ssé, silld ehdosta

a+amzr+---+a2" =0 Vaelab

seuraa, ettd a; = 0 kaikille : = 0, 1,...,n. Jos w on [a, b]:114 integroituva funktio,

kaava
b

(19) = [ w@)f@)gla) da
méérittelee sisdtulon mikéli w(x) > 0 kaikille x. Néin ollen P voidaan ortonormee-
rata tdmén sisitulon suhteen, ja saamme tulokseksi joukon P* = {p(z), pi(z) ...},

jolle
b

/w(x)pfn(x)p;(:c) dx = 6, kun m,n =0,1,2,...,

a

missé 0,,, on Kroneckerin (1823-1891) delta: d,,, = 0 jos m # n ja pm = 1

kaikille m = 0,1, 2, . ... Painofunktion w on oltava sellainen, etta integraalit
b
/ w(z)x" dx
ovat olemassa, kun n =0, 1,2, ... . (Huomaa myos tapaus |a| tai |b| = cc.)
Erikoistapauksia:

(1) a=—1,b=1, w(x) = 1: Legendren polynomit (1752-1833);

(2) a =—-1,b=1, w(x) = 1/v/1 — z?: TSebySevin polynomit, 1. laji (1821—
1894);

(3) a=—-1,b=1, w(z) = V1 — 2% T8ebysevin polynomit, 2. laji;

(4) a=—-1,b=1,wx) = (1+2)1—-2)" a B > —1: Jacobin polynomit
(1804-1851);

(5) a=0,b= 00, w(x)=x%"* a > —1: Laguerren polynomit (1834-1886);
(6) a = —o0, b= 00, w(z) = e *": Hermiten polynomit (1822-1901).

Ks. [AS, s. 773 ja s. 332].
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6.29. Huomautus. Jos f € L*(a,b) (ks. 6.27), lauseesta 6.25 seuraa,
ettd lausekkeella

b

I(ag,...,a,) = /(f(x) —iaixi)de

a

on yksikésitteinen minimi. Minimi voidaan 16ytaa kahdella eri tavalla:
(1) Muodostetaan {z° z,z% ... 2"} virittdmille aliavaruudelle Gramin—
Schmidtin menettelylld 6.23 ortonormaali kanta, johon sovelletaan lausetta 6.25.
(2) Sovelletaan lauseen 6.25 yksikésitteisyyspuolta ja etsitdén lausekkeen

I(ao, . .., a,) minimié vaatimalla 2~ = 0 (normaaliyht&lot).
Sovellamme nyt tapaa (2) ja etsimme siis sellaiset luvut ¢y, ..., ¢,, jotka mi-

nimoivat funktion

T
2 n

fler, .. en) = /(g(x) — chxn—k>2d$,

r k=1

kun g(z) = exp(z) ja n = 2,3,4. Normaaliyhtalot 0f /dc; =0 (j = 1,...,n)
johtavat ehtoihin

ro
5 o
,}02n k—j+1

— i g .
;;%/Qn—k—j+1 /g@n v

1 r

Oikean puolen integrointiin voidaan kiyttda esim. quadia.

% FILE e626.m begins.

% Let f(cl,...,cn) =

yA int_{r1}~{ r2}{ [exp(x) - sum_{k= 1}"{n}(c_k x~{n-k}) 1°2 dx}
% To minimize f find c1,...,cn such that df/dcj = O,

% or equivalently -2 int_{ri1}~{ r2}{exp(x) x~{n-j} dx} +

% 2 int_{r1}~{ r2¥sum_{k= 1}~{ n} (c_k x~{n-k}) x~{n-j} dx }
yA = -2 int_{ri}~{r2H{exp(x) x~{n-j} dx} +

% 2 sum_{k= 1} n ((c_k /(2*(n)-k-j+1)) ((r2)~{2*(n)-k-j+1}-

T (r)~{2x(n)-k-j+1} ) )} =0

hold off, clf, clear; nmax =4;
data =zeros(nmax,nmax) ;

rl = input(’Enter rl : ’);

r2 = input(’Enter r2 > r1 : ’);
for n = 2:nmax;

for j = 1:n
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for k =1:n
a(j,k) = ((r2).~(2x(n)-k-j+1) -(r1).~(2*(n)-k-j+1))/...
(2% (n)-k-j+1);

end;
% The coefficients of c_j are entries of a_{i,j}
xx=r1:0.001:r2;
yy=exp (xx) . *(xx.~(n-j));
% Use trapezoidal rule to compute b_j
b(j,1)=0.001*(sum(yy)-0.5*(yy (1) +yy(length(yy))));
end;
disp([’a, b=="])
disp([a bl)
c = a\b;
data(n,1:n) =c’;
disp([’c=="1)

disp(c?);
h=(r2-r1)/40;
Xx =rl:h:r2;

y1 = exp(x);

y2 = polyval(c,x);
erhe = abs(y2-y1);
le = length(erhe);
maxer = max(erhe);
% Use trapezoidal rule to compute error:
intl = h*(sum(erhe)-0.5%(erhe(1)+erhe(le)));
int2 = h*(sum(erhe."2)-0.5%(erhe(1)~2+erhe(le)~2));
txt =[’Abs.error = ’ num2str(maxer) J];
txt2 =[? L2 error = ’ num2str(int2) 1;
subplot(2,2,n-1);
plot(x,yl,x,y2,%k:?), title(txt),
text (min(x) ,max(yl) ,txt2),
ylabel([’n = ’> num2str(n) ’ (E626)°]);
end;
x =rl: h :r2;
for j =2:nmax

y(j,:) = polyval(data(j,1:j),x);
end;
subplot(2,2,4);
for j =2:mmax

plot(x,y(j,:)), pause;

hold on;
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end;

subplot(2,2,4);

title(’Degree 1,2,3 polynomial’);

plot(x,exp(x),’k+’),

xlabel(’ L2-approximation of exp(x) ’),pause; hold off;
% FILE e626.m ends.

Abs.error = 0.43944 Abs.error = 0.081625
3 3
L2 error = 0.053039 L2 error = 0.0014676
Q2 Q2
[(e} [{e}
w u
N ™
1 1
[ [
0 0
-1 0 1 -1 0 1
Abs.error =0.011164 Degree 1,2,3 polynomial
3 3
L2 error = 2.3152e-05
2 2
w
<
1 1
[
0 0
-1 0 1 -1 0 1

L2—-approximation of exp(x)

Tasta esimerkista lahtien pyrimme noudattamaan kiytantoa, ettd MATLABin
kdynnistyshakemistossa olevan tiedoston startup.m sisaltdmét komennot saétéa-
vat automaattisesti (MATLABIin kiiynnistyessd) kuvaotsikoiden fonttikoot yms.
sopiviksi, jolloin niihin ei tarvitse puuttua joka esimerkkitiedostossa.

% FILE startup.m begins.

set (0, ’DefaultAxesFontWeight’, ’bold’)
set (0, ’DefaultAxesFontSize’, [15])

set (0, ’DefaultTextFontSize’, [15])

% FILE startup.m ends.

6.30. Reuna-arvotehtédvid (RAT). Ortogonaaliset funktiot esiintyvét
erdiden tavallisten differentiaaliyhtéloiden teoriaan kuuluvien tehtévien ratkai-
sussa, joita nyt tarkastelemme esimerkein.

(1) Milla A:n arvoilla DY:114 (%) y” + Ay = 0 on ei-triviaaleja RAT:n y(0) = 0,
y(m) = 0 toteuttavia ratkaisuja? Etsi ne.
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Ratkaisu. (x):n yleinen ratkaisu on
y(z) = ¢1 sin(vVAz) + ¢5 cos(VAx) .

Nyt 4(0) = 0= ¢, = 0 ja y(7) = 0 = VAr = n - m. Nihdiin ettd kysytyt arvot
ovat A\=n? (n=1,2,3,...)eli A\ =1,4,9,... ja ettd vastaavat ratkaisut ovat

sinx, sin2z, sin3dx, ...

vakiolla kerrottuina.

(2) Milla A:n arvoilla kohdan (1) yhtélolla (x) on RAT:n 4/(0) =0, ¢/(7) =0
toteuttavia ratkaisuja? Etsi ne.

Ratkaisu. Ratkaisut ovat

1, cosz, cos2zx, cos3z, ...

vakiolla kerrottuna. Namé vastaavat A:n arvoja 0,1,4,9,....

(3) Milla A:n arvolla kohdan (1) yhtalolla (x) on RAT:m y(0) = y(27), v'(0) =
y'(27) toteuttavia ratkaisuja? Etsi ne.

Ratkaisu. Kelvolliset A\:n arvot ovat samat kuin (2):ssa, ja arvoa A = n? vas-
taavina ratkaisuina ovat sin nz:n ja cosnx:n lineaarikombinaatiot.

Kohdan (1) funktiojoukko {sin nz} on ortogonaalinen valilla (0, 7); vastaavasti

kohdassa (2). Kohdan (3) jono
1,sinx, cos z, sin 2z, cos 2z, . . .

on ortogonaalinen valilla (0, 27). Yo. esimerkit (1)—(3) ovat esimerkkeja yleisesta
Sturmin—Liouvillen yhtalosta (1803-1855, 1809-1882)

d

(6.31) p

d :
(p(a)22) + (al@) + Mr(@))y =0 (A vakio),
missé p, ¢, ovat jatkuvia valilla [a, b], p(x),r(x) > 0 kaikille x ja p’ on jatkuva.
Sturmin—Liouvillen tehtdva on (6.31):n ratkaiseminen pian méériteltavin reu-
na-arvoin. Vastaavia funktioita y kutsutaan ominaisfunktioiksi ja vastaavia A:n

arvoja ominaisarvoiksi. Merkitaan

(6.32) Ly =3 (p(0) ) + )y,

jolloin L vie C*(a,b):n funktion C(a, b):han. Reuna-arvot halutaan méirita niin,
etté ratkaisujoukko on C?(a, b):n lineaarinen aliavaruus, jota merkitaan BC?(a, b).
Merkinté on vahén huono, silld siitéd ei ilmene, ettd kutakin reuna-arvotehtavaa
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voi vastata mahdollisesti eri avaruus BC?(a,b). Toiseksi oletamme, ettd L on
BC?(a, b):ssd itseadjungoitu, ts. etta

(6.33) (Lf,9)=(f.Lg) ¥ f.g€ BC*a,b).

Nyt on aika madratd Sturmin—Liouvillen tehtavaén liittyvéat reuna-arvot, ja
teemme tdmén vaatimalla, ettd reuna-arvot tekevét erotuksen (Lf,g) — (f, Lg)
nollaksi. Saamme

b b
631)  (Lf.g) - (f.Lg) = / Lf(2)g(x) di — / f(2)Tg(@) du

b

= / [(pf") + aflgdz — / [(pg')" + qg] f dx

a

b

b
— (o5 +01'9 951 ~ 05" fdz = [ pl1'5 -7

joten Sturmin-Liouvillen tehtévé on ratkaista (6.31) reunaehdoin

(6.35) (Lf,g) = (f, Lg) = p(b) [f'(b)g(b) — g'(b) f (D)]
—p(a) [f'(a)g(a) — g'(a) f(a)] = 0.

Huomautus. (6.35) toteutuu, jos funktiot f ja g molemmat toteuttavat vilin
[a, b] molemmissa padtepisteissd jonkin seuraavista ehdoista:

(4) y(z) =0 (z=a,b);
(5) Y(z) =0 (x=a,b);
6) y(z)+ay'(x) =0 (z=a,b) (avakio).

Liséksi (6.35) toteutuu, jos p(a) = p(b) ja seké f ettd g toteuttavat ehdot
(6.36) yla) =y(b) ja y'(a)=y'(b).

Ehtojen (4)—(6) nojalla nihdéiin, ettd merkintd BC?(a, b) voi liittyd hyvinkin
erilaisiin reunaehtoihin.

6.37. Lemma. Itseadjungoidun operaattorin L (ks. (6.32)) ominaisarvot
ovat reaalisia.
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Todistus. Oletetaan, ettd Ay on ominaisarvo, jolloin on olemassa y #Z 0 s.e.
Ly + Agry = 0. Kun L on itseadjungoitu, on (Ly,y) = (y, Ly) eli (Aory,y) =

o b . b
(y, Aory), jolloin Ao(ry, y) = Ao(y,ry) eli Ao [ r(x)|y(z) > dz = No [ r(z)|y(x)|? dx,

jOHOIl )\0 = XO ts. )\0 eR. o

6.38. Lemma. Itseadjungoidun operaattorin L (ks. (6.32)) eri ominais-
arvoihin liittyvit ominaisfunktiot ovat ortogonaalisia painofunktion r suhteen.
Todistus. Olkoon \; # As ja Lfy, + M\erfe =0 (k= 1,2). Koska L on itsead-

jungoitu, on

b
(=Airfu, fa) = (f1, —Aerfa)  eli (A — >\2)/7’(56)f1(:c)g2(x) de =0,
josta ortogonaalisuus seuraa, silld \; # \.

6.39. Lause. (Sturm-Liouville) Jos BC?(a,b):n méérittelevit reunaeh-
dot ovat sellaisia, ettd L on itseadjungoitu BC?(a,b):ssi, ts. (Lf,g) = (f, Lg)
kaikille f, g € BC?(a,b), on olemassa diretén jono ominaisfunktioita

(6.40) b1, P2, Pz, -,

jotka ovat keskenédén ortogonaalisia r:n suhteen:

b

(6.41) /r(x)gb](x)de =0 Viji#k.

a

Jokainen rajoitettu vélilld [a, b] integroituva funktio voidaan kehittaa sarjaksi
(6.42) f@) =Y cutnlx),

n=1
joka suppenee pns-mielessé kohti f:44, ts.

-0 kunn — 0.

103t

k=1

Jos lisiksi f € BC?(a,b), sarja suppenee jopa tasaisesti ja itseisesti kohti funk-
tiota f koko vililla [a, b].
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Todistus. Sivuutetaan. o

6.43. Trigonometriset sarjat. Esimerkissd 6.12 todettiin, ettd funktio-
joukko {¢q, @1, @2, ...}, missa

o) = %2_7? ban1(2) = —=sinnz,  dan(c) = % cosnz,

S =

on ortonormaali vélilla [0, 27]. Lauseen 6.25 mukaan funktion f € C[0, 27| paras

approksimaatio {¢g, @1, P2, . . ., Pan_1, P2, }:1 virittdmassa aliavaruudessa on
( 27
Qo = %ff( x)sinnrxdr (n=1,2,...)
2n (2]
Zakgbk, missa oy = bef( x)cosnzdr (n=1,2,...) ,
k=0 o
apy = \/%? of f(z)dx
\
joten approksimaatio voidaan kirjoittaa muotoon
(6.44) Ag+ Ajcosx + Bysinx +---+ A, cosnx + B, sinnz,
missa
2 2
Ao =5 [ f(z)dx, A,=1[ f(z)cosnzdz,
(6.45) o 0

B, =1 [ f(z)sinnzdz.
0

Approksimaatio (6.44) on fn Fourier-sarjan osasumma.
Tapa, jolla kertoimet A, ja B, muodostetaan f:sté, ansaitsee lahempéaé tar-
kastelua. Néin johdutaan konvoluution késitteeseen.

6.46. Konvoluutio. Kahden funktion f,g € C(R) konvoluutio on

(6.47) (f % g)() = / fx— )g(t) dt = / F(t)g(x — 1) di

(Yleisemmin: Riittdi etté f2 ja g% ovat integroituvia.) Kaavan (6.47) toinen yhtilo
seuraa helposti muuttujanvaihtokaavasta. Konvoluution perusominaisuuksia:

(af +Bg)*h=a(f=h)+B(g=h),
6.5  (ag + 8h) = a(f +.) + BT *h).
' f+xg=gxf (kommutatiivisuus),
(fxg)*xh=fx(gxh) (assosiatiivisuus).
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Konvoluutiolla on seuraava yhteys Fourier-kertoimiin. Olkoon S vakiofunk-
tioiden (l-ulotteinen) avaruus ja Sy {coskz,sinkz}m virittdmé (2-ulotteinen)
avaruus. Avaruuksilla Sy ja Si on vastaavasti kantoina {¢o} ja {¢or_1, Por }-

Esimerkin 6.19 nojalla

proj(f : Gak—1,2x) = [ * gk, missé gi(x) = %cos(lm) .

6.49. Esimerkki. Edella esitetty Gramin—Schmidtin ortogonalisointi
R™:n vektorijoukolle {z1,...,x,} voidaan toteuttaa seuraavasti. Muodostetaan
n X n -matriisi z, jonka j:nnella vaakarivilla on x;, ja annetaan x syotteeksi
funktiolle gram, joka tuottaa matriisin y, jonka j:s vaakarivi on ortogonalisoidun
vektorijoukon {yi,...,y,} j:s vektori y;. Funktion gram toimintaa testataan alla
ohjelmassa e633, jossa kriteerind on, ettd satunnaismatriisista x tuotetulle y:lle
pétee, ettd norm(y-gram(y)) on pieni.

function gr = gram(x)
% Given n by n real matrix x containing xj on row j
% orthogonal vectors yj are constructed by Gram-Schmidt process
[ml1,nl1]= size(x);
if ( m1 "= nl1)
disp(’Argument error in gram’);
break;
end;
dim = mi;
y = zeros(dim,dim);
y(1,:) = x(,:);
for n =2:dim
s= zeros(1,dim);

for k =1:n-1
s = s +sum(x(n,:).*xy(k,:))*y(k,:)/(norm(y(k,:))"2);
end;
y(n,:) = x(n,:)-s;
end;
gr =Y;

% FILE gram.m ends.

% FILE e633.m begins.
% USES: gram.m
for dim = 2:10
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x = rand(dim,dim) ;
y = zeros(dim,dim);
y(1,:) = x(1,:);
for n =2:dim
s= zeros(1,dim);
for k =1:n-1
s = s +sum(x(n,:).*xy(k,:))*y(k,:)/(norm(y(k, :))"2);
end;
y(n,:) = x(n,:)-s;
end;
end;
disp(’Tarkistus y:n ortogonaalisuudelle’);
disp(’on etta norm(y - gram(y)) = 0 ’)
z =gram(y);
norm(z-y)
% FILE e633.m ends.

Ohjelman e633 tulostama norm(z-y) on luokkaa 10715
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7 Fourier-sarjat

Muotoa
1 [e.e]
(7.1) 500 + Z(an cosnz + by, sin nx)
n=1
olevaa sarjaa kutsutaan trigonometriseksi sarjaksi. Sitd sanotaan Fourier-sarjaksi,

jos kertoimet a,, ja b, on saatu integroituvasta funktiosta f seuraavasti:

2m
an ==+ [ f(z)cosnzdr, kunn=0,1,2,...

(7.2) o
bn:%ff(x)sinnxd:p, kunn=1,2,3,...

0

Matematiikan alaa, joka tutkii trigonometrisia sarjoja ja niiden yleistyksid, kut-
sutaan harmoniseksi analyysiksi tai Fourier-analyysiksi. Trigonometristen funk-
tioiden jaksollisuus kuvastuu luonnollisella tavalla myos Fourier-analyysissa.

Téssé luvussa kertaamme ldhinné [LP]:ssé esitettyjd Fourier-sarjojen ominai-
suuksia ja tutkimme mm. seuraavia kysymyksia:

o Esittddko f:n Fourier-sarja funktiota f7
e Mita tapahtuu, jos funktio f on yhdessé pisteessid epédjatkuva?
e Mité tapahtuu, jos [0, 27] vaihdetaan toiseksi véliksi?
Samaan alueeseen liittyviat mm. aihepiirit
e Fourier-integraalit ja -muunnokset,
e diskreetti Fourier-analyysi,

joihin myo0s tulemme viittaamaan.
Merkittavia sovelluksia Fourier-analyysilld on mm.

e osittaisdifferentiaaliyhtéldiden teoriaan,
e signaalianalyysiin.

Kirjallisuutta: [D], [S1], [LI].
Sovellettua Fourier-analyysié: [?], [Be|, [K].

7.3. Madéritelma.  Funktion f jakso on T, jos f(x + T) = f(x) kaikille
a+T T

x ja T on pienin tillainen luku. Jos f:n jakso on T, niin [ f(z)dz = [ f(z)dx

0

kaikille a. ’
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Edelld kohdassa 6.43 johdettiin funktion f € C]0,2n| Fourier-sarjan kertoi-
met:

1 n
(7.4)  Si(z) = S0+ E (ay coskx + bysinkx); Sp(x) = li_)m S% () ;
k=1

21
1 1 /
—an = —
2% 9

0

Ortogonaalifunktioita koskeva Parsevalin kaava 6.26 (2) antaa tietoa siitd, missa
mielessé f(7):44 voidaan approksimoida S%(z):1ld (ks. my6s 6.25), vertailusuu-
reena

2 2m
1 1
f(z)dzx, ak:—/f(a:)cosk:cda:, bk:—/f(:v)sink:cda:.
T T
0 0

on(f) = IIF =S¥l

Siitd, etta ||f — fn]] = 0, ei voida péadtelld, ettd f(x) — f,(x) jossakin pistees-
sd = € [0,1]. Néin ollen ei voida odottaa, ettd ehto 0,(f) — 0 kertoisi jotain
Fourier-sarjan pisteittiisestd suppenemisesta. On mm. olemassa jatkuvia funk-
tioita, joiden Fourier-sarja hajaantuu &érellisen monessa pisteessi. (Ei tiedeté,
voiko integroituvan funktion Fourier-sarja divergoida joka pisteessi.) Seuraava
lause antaa valaistusta Fourier-sarjan suppenemiseen.

7.5. Lause. Jos f on integroituva funktio, jolla on jaksona 27, niin Sy(x)
suppenee kohti lukua (f(xz+) + f(z—))/2 jokaisessa pisteessd z, jossa f:ll4 on
oikean- ja vasemmanpuoleinen derivaatta. Tassa

flz+) =1lim f(y), f(r—)=lim f(y).

y%z y—»z
y>x y<zx

Todistus. Sivuutetaan (Ks. [D, s. 94]). o

7.6. Maaritelma. Funktio f:R — R on parillinen, jos f(x) = f(—x)
kaikille = € R, ja pariton, jos f(x) = —f(—x) kaikille x € R.

7.7. Esimerkki. (1) cos on parillinen, sin pariton.
(2) f parillinen, g pariton = fg pariton.

(3) f parillinen, g parillinen = fg parillinen.

(4)

4) f parillinen = } f(z)dx = Z}f(:p) dx .
0

-T

(5) f pariton = ff(x) dr =0.

-T

117



7.8. Lemma. (1) Jos f on parillinen, niin Sy sisiltédéd vain cos-termejé
(missé vakiotermi luetaan kosinitermiksi: 1 = cos 0z).

(2) Jos f on pariton, niin Sy sisdltédé vain sin-termeja.

Todistus. (1) Kaavan 7.7 (2) nojalla ndhdéén, ettd f(z)sinnz on pariton,
jolloin

2m ™
1 1
bk:—/f(x)sinkxda::—/f(:v)sink:cdxzo.
T T
0 -7

(2) Samoin. o

7.9. Fourier-sarja vililla (—

méérittelyssé (7.4) on mielivaltainen.
[—T/2,T/2). Talléin (wo = 27/T)

%, %) Vilin [0, 27| valinta Fourier-sarjan
h

td hyvin voidaan muodostaa sarja valilla

F(t) = %ao + Z<ak cos(kwot) + by sin(kwot)) ;
k=1
T/2
a, = % / f(t) cos(nwot)dt (n=0,1,2,...),
~T/2
T/2
b, = % / f(t)sin(nwet)dt (n=1,2,...).
~T/2

7.10. Esimerkkeja Fourier-sarjoista.

(7.11) Zsmnm - W;x (0 <z <2m).
n=1

Olkoon annettu funktio

@i g0 ={ e TREISY e = s,

Etsi f:n Fourier-sarja. Nyt (wo = 27/T)

T/2 0 T/2
2 2
—T/2 ~T/2 0
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0 /2
= %(L / cos(nwot) — e COS(nwot)) = i(l — cos(nm)) .

nwO_T nwo 5 nm
Koska cos(nm) = (—1)", saamme etta

0, kun n parillinen
b, = : ;
— . kun n pariton

nm

£(t) = % 3 2k1+ sin((2 + Laot).
k=0

(Kertoimet a,, havidvit automaattisesti, koska (7.12):n funktio f on pariton.)
Olkoon kolmanneksi

(7.13) f(z) =cos’z.

Koska f(x) = § + 3 cos 2z, on ag = 1, ap = 3, kun taas muut kertoimet ovat 0.

7.14. Huomautus. Fourier-sarjojen yhteydessd on tapana automaat-
tisesti laajentaa funktio perusjaksovélin (esim. (0,27]) ulkopuolelle jaksollisesti,
jolloin f(x) = f(x 4 2m) kaikille z (juuri mainitussa esimerkissi).

7.15. Fourier-sarjan kompleksinen muoto. FEulerin kaavan (2.15) no-
jalla e = cosy+isiny, joten on odotettavissa, etti Fourier-sarja voidaan esittii
vaihtoehtoisesti e?:n avulla. Kompleksinen muoto on yleinen esim. signaaliana-
lyysissa.

Lahtokohtana on ortogonaalisuus e?**:ille:

27
(7.16) / eke=hT dy = 0 kaikille k, h € Z, joille k # h.

0

Kéyttien myos tulosta fo% eFre~ke dr — 27 voidaan periaatteessa samaan ta-
paan kuin em. trigonometristen sarjojen tapauksessa nytkin johtaa integroituvan
funktion Fourier-sarjan kertoimet:

2 g
4 1 . 1 4
1 — ik . - —ikx _ = —ikx .
(17) fa) = 30 acs a=g- [ e tar= oo [ et
0 -7
Yhteys kertoimiin ay, ja by yhtaloissd (7.2) saadaan FEulerin kaavasta:

/f(a:)eikmdx:/f(x)cosk:xd:c—i/f(:c)sink:cda:,
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joten

1 1 1 1 1
(7.18) ¢ = S — §ibk, Co= 500, Cok = 50 + §ibk (k=1,2,...).

Kéantaen
ap = Ck + C— (k?:O,l,Q,...), bk:i(ck—c_k) (k?zl,Q,)

Huomattakoon, ettd Fourier-sarjan kompleksiversion johtamiseksi olisimme
myo6s voineet lahted suoraan muodosta (7.1)—(7.2), kiyttdéd kaavoja

1, . ‘ 1 . ,
coskr = (™ 4+ e7*) | sinkx = — (e — e7)
2 21
ja termeja jarjestden — paadttymattomia summia varovasti késitellen — padtya
muotoon (7.17).

7.19. Huomautus. Tarked ero Taylor- ja Fourier-sarjojen valilla on,
ettd Taylor-sarja kiyttdd hyvikseen vain tietoja funktiosta yhdessi pisteessi (de-
rivaatat), kun taas Fourier-sarja kiyttda tietoja funktion arvoista vélilla [0, 27]
(integraalit).

7.20. Fourier-sarjan suppenemisesta. Lauseessa 7.5 todettiin, etté
Fourier-sarja pisteessi, o suppenee ko. chdoin kohti arvoa 3(f(zo+) + f(zo—))
(joka on f(zg), jos f on jatkuva kohdassa xg). Jos f on epédjatkuva kohdassa xo,
esiintyy Fourier-sarjojen osasummilla S?(x) kohdassa x( erikoinen “hyppyilmic”,
ns. Gibbsin ilmid, joka voidaan helposti kokeellisesti todentaa MATLAB-testein.

Gibbsin ilmi6 on ehké yllattavé, kun ajatellaan tavanomaista suppenemiské-
sitettd. Toisaalta on hyvi tietdd, ettd jatkuville funktioille, joiden derivaatta on
my0s jatkuva paitsi ddrellisen monessa pisteessd, péatee Fourier-sarjan tasainen

suppeneminen.

7.21. Lause. Jos f:[0,27] — Ron jatkuvaja f: [0, 2x|~{ay,...,a,} = R
on myds jatkuva, niin S} — f vililld [0, 27] tasaisesti: kaikille ¢ > 0 on sellainen
no, ettd |f(z) — SH(z)| < e aina kun n > ng ja € [0,27]. o

Tasaisesti suppenevan sarjan kiateva ominaisuus on, ettd sen voi integroida
termeittain.

7.22. Diskreetti Fourier-sarja. Kaytannon harmonisessa analyysissé
tarkastellaan diskreettejd z:n arvoja zp = 2wk/n (k=0,1,...,n—1) ja vastaavia
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funktion arvoja f;. Esimerkiksi x voi vastata aikamuuttujaa ja f signaalin arvoja,
ja johdumme seuraavaan perustehtavaan.

Tehtava: Etsi luvut o, ..., c,_1 s.e. yhtalo
(7.23) f(x) =co+ 14 -+ ey DT
toteutuu pisteissd v =z, (k=0,1,...,n—1).

Er1ko1stapaus n =4 Ja f(:pk) = 2 + 2k, x, = 2nk/4 (k = 0,1,2,3). Nyt
eV =1,¢e% =i " =—1,¢ T = jne., joten yo. tehtdvéd antaa yhtaloryhmén
To : co+cy+cg+c3=2
(7.24) Ty Co+icp —cg —ic3 =4

Iy . CO—Cl+CQ—03:6
T3 . Co—i01—02+i03:8
Kerroinmatriisi on
11 1 1
1 ¢ 2 43
1 @3 5 P
Tehtava (7.23) saa siis nyt muodon
(7.26) Ac=f.

Yhtilon (7.26) ratkaisemiseksi tarvitaan A~ Kiytdmme hyviksi A:mn erityisti
muotoa (7.25), jolloin A~! 16ytyy seuraavasti. Muodostetaan kompleksikonjugoitu
matriisi

1 1 1 1
T _ |1 =i (=) (=)
7.27 A= ) . .
(720 (i (i) (i
L (=) (=1)° (—9)°
Télloin lasku osoittaa, etté
(7.28) AA =4I, joten A™'= iz.

Saadaan (7.24):n ratkaisu ¢ = 1Af eli
(729) 00:5, 01:—1+i, 02:—1, 032—1—’i.

Yleinen tapaus. Yo. ratkaisumenettely soveltuu ongelmaan (7.23) myds ylei-
sesti. Merkitdin w = e?™/", jolloin (7.24):44 vastaava yhtiléryhmé saa muodon

Zo : cotert-tce1=fo
I . CQ+C1U}+"'+Cn71U}n 1 f1

Tpo1:  Co+ow 4 4otV = f
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Vastaava matriisi on nyt (F — Fourier)

1 1 1 1
1w w? . wn !

(730) Fn = 1 w2 w4 e wQ(N—l) ,
1 ,wﬁfl 1U%ﬁ*D Uﬂn;DQ

joten tehtdva (7.23) palautuu muotoon
(7.31) Fue=f.

Matriisin F;, kidanteismatriisi on %Fn, ja patee seuraava.

7.32. Lause. Yhtélon (7.23) ratkaisun antaa

c= (L Fu)f = (N

FFT:n avulla tulemme osoittamaan, miten lauseen 7.32 matriisikertolasku on
tehokkainta tehda.

7.33. Esimerkki. Haluamme vakuuttua MATLAB-kokein, ettd lauseen
7.32 kaava patee. Teemme seuraavan ohjelman.

% FILE e718.m begins.
% This experiment shows that the inverse of the n x n
% Fourier matrix Fw is: (1/n)Fconj(w).
% Here: Fw(p,q) = w~((p-1)(q-1)) and w is the nth root of unity.
clear;
data =[];
i = sqrt(-1);
for n=2:2:12
w =exp(i*2xpi/n);
clear F;
for p=1:n
for g=1:n
F(p,q) = w ((p-1)*(g-1));
end;
end;
wc =exp(-i*2*pi/n);
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clear FC;
for p=1:n
for g=1:n
FC(p,q) = wc~((p-1)*(g-1));
end;
end;
c=norm((1/n)*FCxF- eye(n));
data =[data; [n c]];
% F, pause;
end;
x= data(:,1); y = data(:,2);
semilogy(x,y), xlabel(’E718.M’);
% FILE e718.m ends.

Ohjelman tulostama alla oleva kuva osoittaa, ettd lause 7.32 pitee numeeri-
sestikin lahes kone-epsilonin tarkkuudella.

10
10
10
10_17 I I I I
2 4 6 8 10 12
E718.M
7.34. Nopea Fourier-muunnos (FFT). Tarkastellaan matriisia F,,,
joka esiintyy n:n pisteen diskreetin Fourier-muunnoksen yhteydessé:
1 1 1 e 1
1 w w? R T
Fn — 1 w2 w4 . w2(n71) eli (Fn)l_] — wgfl)(jfl) )
1 zudil lumﬁfl) u#n;lf
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missi w, = e>™/™ = cos 27”+i sin %’r Luvun w? (p =0, 1,2,...) mahdollisia arvoja
on n kpl, joten matriisissa F), toistuvat samat luvut alkioina useita kertoja eri
paikoissa. Tatd seikkaa kdytetdan matriisitulon £,z laskemisen nopeuttamiseksi

seuraavasti.
Olkoon n = 2m. Silloin w? = w,,. Kirjoitetaan

Tr = (l’o, T1y- - 7$n—27xn—1) )
v = (.To, T2y Tn—ya, 'ran) )
1" = <1’17I3, SRRE) xnf?nxnfl) .

Merkitdan v’ = F,,2’ ja y” = F,,2”. Matriisin koko on alkuperéisesta n x n:sté

muuttunut m x m = % X 2 kSl Kuitenkin néistd saadaan F,x.

7.35. Lause. Jos n = 2m, matriisin y = F,x komponentit ovat

y —y]+wjny] (j:O7"'7m )
Yjrm = Y; — wiY5 (j=0,...,m—1).

Todistus:

n—1
kj 2%k
= E wlr, = E w ki gorn + E w( ]x% 1
k=0

m—1 m—1
_ kj ./ j kj .
= g W, Ty, + Wy, E W, Ty -
k=0 k=0
m __ j+m j .
=1, w™ = —w!

Sijoitetaan tulokseen j:m paikalle j+m ja huomataan, ettd w’ J

m—1 m—1
o = 3w, S kg
k=0 k=0

7.36. Huomautus. Lauseen 7.35 merkitys on siing, etté lausekkeen F,x
kompleksisuus vihenee. Lausekkeen Fl,x laskeminen vaatii n? operaatiota tavan-
mukaisesti tehtyné. Lause 7.35 palauttaa tilanteen F,,2’:n ja F,,z”:n laskemiseen,
joista kumpikin on kompleksisuutta m? = (2)2 sekd lauseessa esiintyviin kerto- ja
yhteenlaskuihin, joiden kompleksisuus on 4m = 2n. Siis F,x saadaan lasketuksi
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4 peraatiolla, joka on << n* jos n on suurl. Siina tapauksessa, etta n = 2P,
voidaan lausetta soveltaa toistuvasti, jolloin kompleksisuus edelleen alenee.

7.37. Esimerkki. Haluamme vakuuttua MATLAB-kokein, ettd lauseen
7.35 kaava patee. Teemme seuraavan ohjelman.

% FILE e722.m begins.
% Given a positive integer m = 1,2,3,.. let n = 2m, i = sqrt(-1),
% w = exp(i*2*pi/n), wm = exp(i*2*pi/m), and let F be the n by n
% and Fm the m by m Fourier matrices. Let x be a n by 1 column
% vector and x1 its odd components and x2 its even components,
% x1 = x(1:2:n-1), x2 = x(2:2:n), y = Fx, yl = Fm*x1, y2 = Fm*x2.
% Note that for big n, computation of y is much more tedious
% than the computation of yl since it requires n by n matrices
% while the latter one only needs (n/2) by (n/2) matrices.
% FFT tells us that y can be obtained as ym
% from yl and y2 in a simple way, thus:
% for j =1:m
% ym(j,1) = y1(j,1) + (W (G-1))*y2(j,1);
yA ym(m+j,1) = y1(j,1) -(w~(G-1))*y2(j,1);
% end;
h
clear;
i = sqrt(-1);
info = [];
for n=2:10:60

i = sqrt(-1);
rand(n,1);
clear y;
w =exp(i*2*pi/n);
clear F;
flol = flops;

for p=1:n

for g=1:n
F(p,q) = w ((p-1)*(g-1));
end;

end;
y = Fxx; ¥ Tassa tehdaan raaka lasku
flol = flops-flol;
m =n/2;

X
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flo2 = flops;
wm =exp (i*2*pi/m) ;

clear Fm;
for p=1:m
for g=1:m
Fm(p,q) = wm~((p-1)*(g-1));
end;
end;
x1 = x(1:2:n-1,1);
x2 = x(2:2:n,1);
yl = Fmxx1;
y2 = Fm*x2; 7 Tassa tehdaan FFT:n mukainen
% lasku
for j =1:m

ym(j,1) = y1(j,1) + (w(G-1))*xy2(j,1);
ym(mt+j,1) = y1(5,1) -@w (G-1))*y2(j,1);

end;

flo2 = flops -flo2;

info = [info; n flol flo2 (norm(y-ym))];
end;

plot(info(:,1),info(:,2),info(:,1),info(:,3),’k+’), grid,
title(’nxn-Fourier-muunnos. Maaritelma (--) , FFT (+) ),
ylabel (’Flops’),

xlabel(’n (E722A) ’), pause;

print -deps fig722a;

plot(info(:,1),info(:,4)), grid,

title(’n x n -matriisin FFT:n tarkkuus’),

%ylabel (°FFT - tarkka’), xlabel(’n (E722B) ’), pause;
print -deps fig722b

% FILE e722.m ends.
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2.

Flops

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4
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x 10

5 nxn—-Fourier-muunnos. Maaritelma (--) , FFT (+)

5

+

-13

x 10

30
n (E722A)

40
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0 10
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8 Maplen perusteet

Maple on alun perin kanadalaisen Waterloon yliopiston ja ziirichldisen ETH:n
vuodesta 1980 kehittdmé& symbolisen ja numeerisen laskennan ohjelmisto (ks.
[IMAPLE]), nykymuodossaan tarkemmalta nimeltdén Maple V (ks. [MplV]). Se
on vakiinnuttanut asemansa muiden symbolisten ohjelmistojen (mm. Mathema-
tica, Macsyma, Reduce, Derive) joukossa. Maplen kéyttdjille on mm. oma séh-
kopostilistansa (MUG), ja tétd ohjelmistoa kiytetain matematiikan opetuksessa
esim. useimmissa USA:n huippuyliopistoista. Téaysin akateeminen alkupera hei-
jastuu ohjelmiston avoimessa luonteessa: yli 80% Maple V:n tuhansista komen-
noista (funktioista) on ohjelmoitu helppotajuisella Maple-kielelld ja on kiyttdjan
luettavissa ja muutettavissa. (Maplen ydin on sen sijaan C-kielestd konekielelle
kiddnnettyna. )

Kuten MATLAB, my6s Maple on tulkki ja silla tyoskentely muistuttaa MAT-
LABilla tyoskentelyd. Maple-kieli on kuitenkin luonteeltaan varsin toisenlainen
kuin MATLAB-kieli. Maplen ja Maple-kielen peruspiirteitd on kuvattu ohjelmis-
ton mukana toimitettavissa “virallisissa” oppaissa [Mpl/L|, [Mpl/P| ja [Mpl/H|,
graafisen Maple-version opastusjirjestelméssi (esim. Help-valikon New User’s
Tour) sekéd suomenkielisessé kirjassa [A]. Lukijan oletetaan perehtyvédn johon-
kin néistd, lahinnd [Mpl/L|:48n, New User’s Touriin tai [A]:han, ja kdyttévin
omatoimisesti Maplen help-komentoja rinnakkain tdmén luvun opiskelun kanssa.
Muusta kirjallisuudesta voidaan mainita [SK].

Laaja lista ja linkkikokoelma erilaisista Maple V -lahteistd on osoitteessa

http://www.maplesoft.com/www/cybermath/sh_resources.html

Maple on kielend hyvin laaja ja sithen on liséksi kehitetty monia erityistar-
koituksiin soveltuvia ohjelmapaketteja, jotka tulevat itse ohjelman mukana. Nu-
meerisessa laskennassa Maple on usein tuskallisen hidas MATLABIin verrattuna
eiké sitd kannata kayttdd ongelmiin, jotka voidaan ratkaista MATLABIlla.

Perehdymme nyt esimerkkien avulla Maplen kiyton peruspiirteisiin DOS/Win-
dows- (tai NT-) ympéristossid. Unix/XWindows-ympéristossia kiytté on pienin
eroin samanlaista. Kummassakin voidaan kayttaa seké tekstipohjaista etté graa-
fista kayttoliittyméa, mutta kurssilla esiintyvit todenndkoisimmin yhdistelmét
NT-ymparisto & graafinen kiyttoliittymé ja Unix-ympéristo & tekstipohjainen
kiyttoliittyma. Edellisessa kdynnistys tapahtuu kuvakkeesta, jalkimmaéisessa ko-
mennolla maple. (XWindows-ympéristossa kiynnistetddn graafinen versio komen-
nolla xmaple.) Tekstipohjainen versio lopetetaan komennolla quit, done tai stop.
Graafisessa liittyméssé ovat kiytossa ns. tydarkit (Maple WorkSheet — talletet-
tuina .mws-tiedostot), joissa viimeksi mainitut komennot lopettavat (tallettamat-
ta ja varoittamattal) ko. tyoarkin.
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Ohjelman sy6terivin normaali hopute on muotoa “> 7. Muut paitsi help- ja
lopetuskomennot on péaitettava tiettyyn loppumerkkiin: jos komennon lopussa
on puolipiste, komennon antama tulos néytetdéan (normaali tilanne); jos komento
loppuu kaksoispisteeseen, komento suoritetaan, mutta sen palauttama arvo jaa
piiloon. Loppumerkkejé ei typografisista syista téssa tekstissd aina nayteta.

Kéyttojarjestelméan komento, esim. dir/p, voidaan Maplessa toteuttaa ko-
mentamalla system("dir/p") — tekstipohjaisessa kayttoliittyméssa myds huu-
tomerkkitekniikalla (kuten MATLABIssa), esim. !'dir *.mws. Oletushakemistos-
sa sijaitsevan tiedoston test.1st sisilto saadaan kuvaruudulle komennolla !type
test.1lst tms., ja se saadaan luetuksi tyotilaan komennolla read "test.1lst";
— talloin suoritetaan kaikki tiedostossa olevat Maple-komennot (ensimméiseen
virheeseen asti). Muuttujan a arvo saadaan talletetuksi tiedostoon info.txt ko-
mennolla save a, "info.txt". Lainausmerkit tiedostojen nimisséd ovat Maplen
sisalla tarpeen vain, mikali niissd on sellaisia “komentomerkkeja” kuin *.” tai °/’.
Niinpé lukukésky voi vaihdella muodosta read test aina muotoon read "/home/
okanerva/maple/test.mpl". Huomattakoon, ettd téssd on myos DOS/Windows-
jarjestelméan alla kiytettava vinoviivaa — tai sitten koodattava kenoviiva muo-
dossa ‘\\'.

Yhtena erityispiirteend on sulkujen (), [1, {} kiytto. Toinen térked seikka
on isojen ja pienten kirjaimien erottelu: esim. a ja A ovat eri symboleita, ja kirjai-
men kokoa voi kiyttdd ilmaisemaan (ihmiselle) esimerkiksi haluamaansa sévyé.

Symboli Kaytto

O termien ryhmittely ja argumenttien merkitseminen;
esim. (a+b)*sqrt(3)

(] listojen merkinta ja listan alkion poiminta;
esim. L:=[1,2,3,4]; ja L[2]

{3} joukkojen merkintéd; esim. S:={1,2,3,4};

yA viittaa edellisen késkyn tulokseen
(ennen Release 5:ttd merkki " oli varattu tahén)

Opastusta kiskyjen kiytostd saadaan seuraavaan tyyliin:

?

?plot

?7plot

?plot,options

Graafisen kayttoliittymén tapauksessa kiytettéavissd on lisdksi monipuolinen
hiiren avulla toimiva helppi, jossa on mm. hypertekstiominaisuudet.

Esitdamme alla pikakurssimaisesti Maplen kiyttoéd esimerkkien valossa. Teem-
me esimerkit tavallisesti tiedostoiksi, jolloin niiden muokkaus on helppoa ja uudel-
leenkirjoituksen vaiva toistettaessa sdéstyy. (Toisaalta tekstipohjaisessa Maplessa
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on kiytossa komentopino, ja tyoarkeilla taas voi vapaasti liikkua ylos, alas muut-
tamassa ja uudelleen suorittamassa komentojaan — jolloin on muistettava esimer-
kiksi, ettd merkki ‘%’ viittaa aina viimeksi suoritetun komennon tulokseen, eika
ensisijaisesti ylapuolella nakyvaéan tulokseen, ja ettd kuva tapahtumien kulusta
voi muutenkin héiriintya. )

Kuten jo edelld todettiin, tiedoston luku tyotilaan tapahtuu esim. komennolla
read "e801.mpl", jolloin myds tiedoston sisaltamét Maple-kiskyt toteutetaan.
(Néiden tiedostojen nimien loppuosaksi olemme valinneet selvyyden vuoksi mpl:n
— sillé ei sinédnsé ole vélid (poikkeuksena ovat kuitenkin Maplen siséisen esitys-
muodon .m-tiedostot). Jos nimessi ei ole erikoismerkkejé, ei tarvita lainausmerk-
kejd: read e801.) Tydtila on syytd ajoittain puhdistaa komennolla restart .
Yksittdinen muuttuja a voidaan puhdistaa komentamalla a:=’a’ .

8.1. Funktion maarittely. Maplessa funktion méarittely tapahtuu toisin
kuin monissa muissa ohjelmointikielissd, nimittdin nuolimerkintaéd kayttden. Tu-
loksena on erikoistyyppinen proseduuri; ldhes sama tulos saataisiin Maplen ylei-
sempéad proseduuriméérittelyd normaaliin tapaan suoraviivaisesti kiyttden. Alla
olevassa tiedostossa méaritellaan erds funktio ja sen n:s derivaatta.

+H+

FILE e801.mpl begins.
Funktion maarittely ja derivointi, for-lause

+*+

X:1='x7; y:=’y’: # Variables for ‘diff’ and ‘plot’
# must be cleared.

f:= x-> tan(sin(x) + cos(x));

# Huomaa nuolimerkinnan kaytto funktion maarittelyssa!

#

# Kirjoittamalla f(x):= sin(x) EI saada aikaan funktiota f,

# vaan ainoastaan symbolinen nimi lausekkeelle sin(x):

# funktionaalista yhteytta x:n ja sin(x) valille ei synny.

#

# Toinen toimiva, ehka suositeltavampi, tapa Maplessa olisi seuraava:
# f:= tan@(sin + cos);

g:= (y,n) -> eval( diff(f(x),x$n), x=y);

# Derivointi n kertaa. ! Tallainen eval ei toimi Release 4:ssa.
# ! Siina voisi kayttaa eval@subs tms.

#
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Toinen tapa olisi
g:= (y,n) -> (De@n) (f) (y);

Mutta myos seuraava toimii!

#
#
#
#
# g:= (x,n) -> diff(f(x),x$n);

1

for p to 3 do print(p,‘. derivaatta : ¢, g(y,p)) od;
plot(g(y,1), y=0..5, axes=BOXED, title=" Funktio g(x,1), E801 ");
# FILE e801.mpl ends.

X 1= X
f := x -> tan(sin(x) + cos(x))

g = (y, n) -> diff(f(x), x $ n)|
|x

1]
<

2
1, . derivaatta : , (1 + tan(sin(y) + cos(y)) ) (cos(y) - sin(y))

2, . derivaatta : ,

2 2
2 tan(sin(y) + cos(y)) (1 + tan(sin(y) + cos(y)) ) (cos(y) - sin(y))

2
+ (1 + tan(sin(y) + cos(y)) ) (-sin(y) - cos(y))

2 2 3
3, . derivaatta : , 2 (1 + %1 ) (cos(y) - sin(y))

2 2 3
+4 %1 (1 + %1 ) (cos(y) - sin(y))

2
+6 %1 (1 + %1 ) (cos(y) - sin(y)) (-sin(y) - cos(y))

2
+ (1 + %1 ) (-cos(y) + sin(y))

%1 := tan(sin(y) + cos(y))
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Funktio g(x,1), ES801

—4
—6

s

8.2. Piirtokaskyt. Kuten komennolla ?plots voidaan todeta, on Maples-
sa (plots-paketissa) lukuisia plot- eli piirtokéskyja ja nédiden kiyttoon liittyvia
apukéskyja — peruskéskyjen plot ja plot3d lisdksi. Kaskyt liittyvét funktioiden
ja pintojen piirtoon; myo6s lyhyitd “elokuvia” eli animaatioita saadaan helposti
aikaan (7animate). Alla oleva tiedosto antaa viitteitd ndiden késkyjen kdytosté.

# FILE e802.mpl begins.

x:=’x’: y:="y: # plot3d-muuttujien oltava vapaita.

g:= (x,y)->sin(sin(x)+y);

a:= plot3d( g(x,y), x=-5..5, y=-4..4, axes=BOXED): # Huomaa kaksoipiste!
with(plots):

for j to 3 do display(a,orientation=[135-90%j, 60-15%j]) od;

# Seuraavakin onnistuu:

for j in [BOXED,NORMAL,FRAMED,NONE] do display(a,axes=j) od;

# Tasa-arvo- eli korkeuskayria askeiselle funktiolle:
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contourplot(g(x,y), x=-5..5, y=-4..4, axes=boxed,

filled=true, coloring=[black,white]);
contourplot(g(x,y), x=-5..5, y=-4..4, axes=boxed, filled=true);
# FILE e802.mpl ends.
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a

8.3. Erikoisfunktiot. Useimmat matemaattisen fysiikan erikoisfunk-
tiot ja ortogonaalifunktiot ovat helposti kédytettavissd Maplessa. Usein esiintyvil-
le funktioille on kitevdd ottaa kiyttoon sopivat lyhenteet, mitd kuitenkaan alla
ei oikeastaan tarvitsisi tehda.

# FILE e803a.mpl begins.
TT:= orthopoly[T];

Toinen vaihtoehto on komentaa ensin with(orthopoly,T);
jolloin ladataan Chebyshevin polynomin T maaritelma
orthopoly-paketista

(komennolla with(orthopoly) koko paketti).

Silloin T merkitsee samaa kuin TT ylta.

H H H H H

plot([seq(TT(n,x), n=1..5)], x=-1..1,
axes=boxed, title="Tsebyshevin polynomit T(n,x), n=1..5",
labels=["E803", " "1);

# Huomaa, etta samaan kuvaan haluttavista funktiolausekkeista
# muodostettiin lista plot:n ensimmaiselle argumenttipaikalle!
# FILE e803a.mpl ends.
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Tsebyshevin polynomit T(n,x), n=1..5

—0.5

—0.8 —0.6 —0.4 —-0.2 O 0.2 o.4 0.6 0.8 a1
E803

# FILE e803b.mpl begins.

F:=(a,b,c,z) -> hypergeom([a,b], [c],z);

kl:= plot({seq(F(0.2%n,0.5,1,x),n=-2..2)}, x=0..1,
title="F(0.2%n,0.5,1,x) (n=-2,..,2)"):

k2:= plot(GAMMA(r), r=-1.99..3, title="Gamma(r)"):

k3:= plot(LegendreP(6,r), r=-1..1, title="LegendreP(6,r)"):

k4:= plot(BesselJ(6,r), r=1..25, title="BesselJ(6,r)"):

k5:= plots[display] (array(1..2,1..2,[[k1,k2], [k3,k4]]1)):

k5;

# Huomaa kaksois- ja puolipisteiden kaytto.

# Talla kertaa (kl:ssa) kaytettiin joukkoa

# wusean kuvaajan saamiseksi yhteen kuvaan.

# FILE e803b.mpl ends.
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F(0.2*n,0.5,1,x) (n=-2,..,2) Gammay(r)

3.50] .50e3
3.00 1.9 1. 2. 3.
2.50] -.50e3
1 X r
2.00 -.100e4
1.50]
=0 /J// -.15pe4
1.
, , , ; -.20e4
0O .20 .40 .60 .80 1.00
LegendreP(6,r) BesselJ(6,r)
1.00
.80 30
60 207

r X X r, ,
/\\ZOA O 5. 10. 15.120. 25.
—i\/.SO g .50 \1/(')0 _10°t
- -.207
-.40
Muita tarpeellisia funktioita ovat mm. Zeta(z), ithprime(i), GAMMA(z),
irem(m,n).

8.4. Tyoarkit ja tallettaminen. Kuten aiemmin on sanottu, graafisen
Maple-version tyoarkit (joita voi avata useita; kaikissa samaan Maple-istuntoon
kuuluvissa tydarkeissa ovat voimassa samat médritelmét ja asetukset) voidaan
tallettaa mws-tiedostoiksi. Jos tillainen avataan myohemmaéssa Maple-istunnossa,
nidhdaan kaikki sellaisena kuin se oli viimeksi ennen talletusta. Yhtéaan komen-
toa ei kuitenkaan nyt ole suoritettu eikd mééaritelméa asetettu. Komennot voi
tarvittaessa suorittaa yksitellen uudelleen.

Muistamme, etta read-komennolla luetun, tosin aivan eri tyyppisen tiedoston,
sisaltdmét komennot suoritetaan automaattisesti.

Tyoarkki graafisena oliona voidaan File-valikon Export As -alavalikosta késin
tallettaa myos HTEX- ja HTML-muodossa. Niin ikdédn yksittédiset kuvat voidaan
saattaa esim. ps- tai gif-muotoon, mistd hieman enemmén myohemmin.

Laskutulosten dokumentoimiseksi ASCII-tiedostoon voidaan kiyttdd save-
kiskyd, kuten alla olevassa tiedostossa ndytetdan. Talletetut tulokset saadaan
myOhemmin kiyttoon read-kaskya kayttaen.
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# FILE e804.mpl begins.

system("del e804");
system("del a:/maple/e804.txt");

# Yo. ei ole tarpeellista ennen save-kaskya (joka ei ole append).

a:= [seq(ithprime(n), n=1..200)];
save a, "a:/maple/e804.txt";

# A text file containing the definition (assigment statement)
# of a is now on your diskette.

# In a later session it can be read in (and performed) by

# read "a:/maple/e804.txt";

save e804;

# Ei toimi Rb:ssa, vaikka helpin mukaan pitaisi toimia!
# FILE e804.mpl ends.

8.5. Imput-kidsky. Ohjelmoinnin yksi perusmekanismi on syotteen saa-
minen kiyttajaltd. Maplessa on MATLAB- ja BASIC-kielten komentoa ‘Input’
vastaava komento readstat. Alla esimerkki sen kiyttomahdollisuuksista.

# FILE e805.mpl begins.
# proc, readstat, nimettoman proseduurin suoritus, pointplot, eval

x:=’x": # Plotting variable
for i to 2 do
proc() local a,b,x;
a:=readstat("Enter a number a in (0,1): ");
b:=readstat ("Enter a number b > a : ");
plot(sin(x), x=a..b, axes=BOXED, title="sin(x)")
end ()
od;

Talla proseduurilla ei ollut nimea

eika myoskaan argumentteja (sulkujen valissa).

Proseduurin kutsu saatettiin suorittaa heti sen maaritelman peraan
(mista sulut end:n jalkeen)!

H H HF R
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c:=readstat(
"Enter n by 2 matrix \n (e.g., [seq([n, ithprime(n)], n=1..20)1; ): "
)

# Not a matrix technically...

with(plots):

fig805a:=pointplot (c,axes=BOXED,title="Your table"):

fig805a;

readstat("Define a function f, e.g., f:= x-> sin(tan(x)); : ");
f:=eval(f);

fig806b:=plot(f, 0..3, title="Your function f (E805)"):
£ig805b;

f:=2f’;, «c:=’¢c’;
# FILE e805.mpl ends.

Your table

70{
60{
50{
a0
30{
20

10
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Your function f (E805)

i
0.5
0 05 1 1
—0.5
1
8.6. Funktion taulukointi. = Funktioiden taulukointi ja kuvaajien piir-

tdminen on helppo tehda seuraavan ohjelman avulla.

# FILE e806.mpl begins.

# series, lprint ! Parempi tulos saataisiin printf:aa tms.
# ! kayttamalla.
x:=’x": # plotting variable

readstat("Define a function f on (-1,1), ".

"e.g., f:= x-> sin(17*tan(x)); : "):
f:= eval(f);
print(‘£(0.5) = ¢, £(0.5));
fig806:= plot(f(x), x=-1..1, title="Your function f (E806)"):
£1g806;
print(¢¢);

lprint (‘The series at x = 0 is : ¢);
a:= series(f(x), x=0,9):
print(a);
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print(¢¢);

#print (¢ x f(x) \n);
dat:= lprint(‘ x f(x) ),
seq(lprint (.100000%j, evalf(f(.1%xj), 6)), j=1..10):
dat;
f:=2f":
a:=’a’:

# FILE e806.mpl ends.

f := sin@(17 tan)

£(0.5) =, .1372014935

Your function f (E806)

The series at x = 0 is :

3 440623 5 313970467 7 9
17 x - 4879/6 x + --———- > x + 0(x )
40 5040

140



X f(x)

.100000 .990914
.200000 -.299795
.300000 -.854442
.400000 . 785989
.500000 .137214
.600000 -.805234
.700000 .983532
.800000 -.974763
.900000 .538325
1.000000 .974225
8.7. Paketteja. Maplessa on mukana useita standardipaketteja, jotka

pitéa erikseen lukea tyotilaan, mikéli niitd tarvitaan (with). (Itse asiassa paketista
voidaan myos lukea yksittdinen funktio tai viitata sellaiseen nimeé lataamatta.)
Liséiksi on sellaisia kirjastofunktioita, jotka luetaan komennolla readlib.

Alla on komennon ?index,package tuottama luettelo Maplen paketeista.

DEtools differential equations tools

Domains create domains of computation

GF Galois Fields

GaussInt Gaussian Integers

LREtools manipulate linear recurrence relations
Matlab Matlab Link

algcurves  Algebraic Curves

codegen Code Generation

combinat combinatorial functions

combstruct combinatorial structures

diffalg differential algebra

difforms differential forms

finance financial mathematics

genfunc rational generating functions

geom3d Euclidean three-dimensional geometry
geometry Euclidean geometry

grobner Grobner bases

group permutation and finitely-presented groups
inttrans integral transforms

liesymm Lie symmetries
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linalg Linear algebra

logic Boolean logic

networks graph networks
numapprox numerical approximation
numtheory  number theory

orthopoly  orthogonal polynomials
padic p-adic numbers

plots graphics package
plottools  basic graphical objects
powseries formal power series

process (Unix) -multi-processing

simplex linear optimization

stats statistics

student student calculus

sumtools indefinite and definite sums

tensor tensor computations and General Relativity
totorder total orders on names

Olemme jo nédhneet, miten esimerkissd 8.2 kidytettiin yhtd téllaista paket-
tia hyviksi funktioiden kuvaamisessa ja esimerkissd 8.3 ortogonaalipolynomien
kiyttoonotossa. Alla valaisemme ensin pakettien DEtools ja linalg seka lopuksi
Maplen MATLAB-linkin kiyttod. Viimeksi mainitussa voidaan paketin Matlab
avulla kdynnistad Maplesta kisin MATLAB, ajaa silla ohjelmia ja valittda tietoa
sen ja Maple-prosessin kesken (jos linkki on koneeseen asennettu)!

Olkoon annettu alkuarvotehtava

1 2 -1 —1
X@®=1|1 0 1|XxX¢), X(©0=]0
4 —4 5 0

Ratkaisemme tamén ensin DEtools-paketin matrixDE-funktion avulla.

restart;

interface(echo=2);

read "e807a.mpl";

FILE e807a.mpl begins.
with(DEtools) :

with(linalg):

Warning, new definition for adjoint
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

>

V V % V VvV V
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> A := matrix(3,3,[1,2,-1, 1,0,1, 4,-4,5]);
[1 2 -1]
[ ]
A =11 0 1]
[ ]
[4 -4 5]
> B := matrix(3,1,[-1,0,01);

> sol := matrixDE(A,t);
bytes used=1000168, alloc=851812, time=0.14
bytes used=2098172, alloc=1244956, time=0.32

[ exp(t) exp(2 t) exp(3 t) ]
[ ]
sol := [[ -exp(t) - 1/2 exp(2 t) -exp(3 t) 1, [0, 0, 0]]
[ ]
[-2 exp(t) -2 exp(2 t) -4 exp(3 t)]
>
# C := matrix(3,1);
# Yleinen ratkaisu on nyt muotoa X = sol[1]*C + sol[2].
# Ratkaistaan C alkuehdosta ja sijoitetaan (tassa sol[2]=0):
>
> sol[1];
[ exp(t) exp(2 t) exp(3 t) ]
[ ]
[ -exp(t) - 1/2 exp(2 t) -exp(3 t) ]
[ ]
[-2 exp(t) -2 exp(2 t) -4 exp(3 t)]
> eval(%,t=0); # R4:ssa subs(t=0,%) samantapainen
[ 1 1 1]
[ ]
[-1 -1/2 -1]
[ ]
[-2 -2 -4]

> C:= evalm(inverse(%)&*B);
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> evalm(sol[1]&x*C);
[-2 exp(2 t) + exp(3 t) ]

[ ]
[ exp(2 t) - exp(8 t) 1]
[ ]

[4 exp(2 t) - 4 exp(3 t)]
# FILE e807a.mpl ends.

(Asetimme Maplen kdyttoliittymamuuttujan echo arvon sellaiseksi, ettd read-
kéiskya kaytettdessd myos itse komennot, jotka tiedostosta luettiin, “kaiutettiin”
nakyviin.)

Funktion matrixDE yms. laajoista kidyttomahdollisuuksista katso tarkemmin
helpistd. Ratkaisemme nyt saman alkuarvotehtdvin ilman paketteja, funktion
dsolve avulla.

> interface(echo=2);

> read "e807b.mpl";

# FILE e807b.mpl begins.
> yhtalot:= {diff(x(t),t)

x(t) +2xy(t)- z(t),

> diff(y(t),t) = x(t) + z(t),
> diff(z(t),t) = 4*x(t)-4*xy(t)+5%z(t)};
d d
yhtalot := {-- x(t) = x(t) + 2 y(t) - z(®), -- y(t) = x(t) + z(t),
dt dt
d
--z(t) =4 x() - 4y) +5z®)}
dt

> alkuehto:= {x(0)=-1, y(0)=0, z(0)=0};
alkuehto := {x(0) = -1, y(0) = 0, z(0) = 0}

> dsolve(yhtalot union alkuehto, {x(t),y(t),z(t)});
bytes used=1004652, alloc=786288, time=0.18
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bytes used=2092088, alloc=1638100, time=0.54
{y(t) = -exp(3 t) + exp(2 t), z(t) = 4 exp(2 t) - 4 exp(3 t),

x(t) = exp(3 t) - 2 exp(2 t)}
# FILE e807b.mpl ends.

Kuten huomataan, saimme saman (eksaktin) tuloksen kuin edelliselld mene-
telmalla.

Lopuksi katsomme lyhyesti kolmea asiaa yhdessé esimerkissd: MATLAB-linkin
kiyttod, nopeaa Fourier-muunnosta ja erityisesti sen soveltamista numeerisessa
data-analyysissd, tarkemmin frekvenssianalyysissd. Maplessakin on FFT-funktio,
mutta demonstroimme tdssd MATLAB-linkin kautta kiyttoon saatavan fft:n
(nimi Maplen sisélld) periaatteessa tehokkaampaa numeerista toimintaa.

Olkoon annettu tiedosto oaanne.dat, joka sisdltdd mikrofoniin lausutusta O-
aanteestd digitalisoitua dataa:

.03
.03
.520E-02
.360E-02

w N O O

.600E-03
4.200E-03

o

Tehtévana on selvittdd, mitd osadéneksia ko. dédneen sisiltyy: mité frekvens-
sejd millakin painolla. Aineisto ladataan Mapleen fscanf-funktiolla “hardware
float” -muotoon, jollaista MATLABIssa kiytetddn. (Téssé on huomattava, etté
— helpin antamaa informaatiota ajatellen hieman yllattavasti — fscanf tulkitsee
tiedostossa olevat ‘+’-merkit lopetusmerkeiksi, joten riveistd 0.000E+00 on ensin
poistettava nuo plussat.) Nopeasta Fourier-muunnoksesta saadaan kompleksinen
vektori Y, jolle (Y;Y;)1%%* kuvaa energian jakautumista alkuperiiisen datan eri
frekvensseille.

Tehtéava oli alun perin ratkaistu MATLABilla. M-tiedoston aani.m pohjalle
on rakennettu Maple-komentoja sisaltava tiedosto aani.mpl, johon on jétetty al-
kuperéiisia MATLAB-komentoja “kommenteiksi”. Asiaa ei pidéd sekoittaa siihen,

ettd aani.mpl:a Maplessa ajettaessa osa tietojenkésittelysté itse asiassa tapahtuu
MATLAB:;ssa.
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> interface(echo=2);
> read "aani_a.mpl";
# FILE aani_a.mpl begins.

# Tassa esimerkissa kaytetaan Maplen Matlab-linkin kautta
# MATLABin fft-funktiota spektraalianalyysiin.

# Aineistona on Fysiikan laitoksella aanitetty 0O-aanne

# digitaaliseen muotoon saatettuna.

+*+

A common use of FFT’s is to find the frequency
components of a signal buried in a noisy time domain signal.

+H+

# Kaynnistetaan Matlab-linkki ja ladataan tarpeellisia paketteja:

restart:
with(Matlab):
with(plots):

vV V V V V

#load oaanne.dat

#y = oaanne;

> data:=fscanf ("oaanne.dat",’%hf):
fclose("oaanne.dat"):

t:= [seq(i*.001,i=0..1023)]:

#pituus= length(y);

#clf

# Let’s take a look at our noisy signal y by plotting it.
#plot(y(1:pituus)), title(’0O-aanne’), xlabel(’Aika’), pause, clf

> pointplot([seq([t[i],op(data)[i]],i=1..nops(t))],style=LINE,
> axes=FRAME, title="0O-aanne", labels=["Aika"," "1);
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O-aanne

0.06;
0.04;
0.02;
H
o
—0.02 ;
—0.04 ]
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Aika
>
# Clearly, it is difficult to identify the frequency components
# from looking at the original signal; that’s why spectral analysis
# is so popular.
# Finding the discrete Fourier transform of the noisy signal y
# is easy; we just take the fast-Fourier transform (FFT)
#Y = fft(y,pituus);
> Y:=fft(op(data)):
>
> real_Y:= op(1,Y)[1]:
> complex_Y:= op(2,Y)[1]:
>
# The power spectral density, a measurement of the energy at
# various frequencies, is found with:

#Pyy = Y.*conj(Y)/pituus;
> Pyy:= [seq((real_Y[i] + complex_Y[i])=*

> conjugate(real _Y[i] + complex_Y[i]) / 1024, i=1..1024)]:
bytes used=1000140, alloc=851812, time=0.27

>

# To plot the power spectral density, we must first form a
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# frequency axis:
#f = 4000/ (2*pituus)*(0:pituus);

> freq:= [seq(4000%i/2048., i=0..1023)]:
>

# We can now plot the power spectral density:

#plot(f(1:pituus-1),Pyy(1l:pituus-1)°’),

# title(’Power spectral density’),

# xlabel (’Frequency (Hz)’)

> pointplot([seq([freq[i],Pyy[i]],i=1..1024)],style=LINE,
> title="Power spectral density",

> labels=["Frequency (Hz)"," "1);

Power spectral density

0.06{
0.05{
0.04{
0.03{
0.02{

0.01+

Ll Ll

o 500 1000 1500 2000
Frequency (Hz)

—_—

# FILE aani_a.mpl ends.

Tehd&dn sama uudestaan Maplesta késin, mutta kiyttden ldhes kokonaan
MATLABIn syntaksia. Kuva energiajakaumasta poikkeaa jonkin verran &sken
saadusta:

interface(echo=2);

read "aani_b.mpl";

FILE aani_b.mpl begins.
restart:

with(Matlab):

vV V % VvV V
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with(plots):

evalM("load oaanne.dat");
evalM("t=0:0.001:1.023");
t:=convert(getvar("t") ,array):
data:=convert(getvar("oaanne") ,array) :

pointplot ([seq([t[1,i],op(data) [i]],i=1..0p(2,size(t)))],style=LINE,
axes=FRAME, title="0O-aanne", labels=["Aika"," "]1);

V V V V V V V Vv V

O-aanne

0.06
0.04

0.02 +

—0.02 -

—0.04

evalM("Y=fft (oaanne,1024)");

>
>
>
> evalM("Pyy=Y.*conj(Y)/1024");

> Pyy:=convert (getvar("Pyy") ,array):
>

>

>

>

>

evalM("£=4000%(0:1023)/2048") ;
freq:=convert(getvar("f") ,array):

size(data);
bytes used=2053356, alloc=1507052, time=0.64
[1, 1024]

> size(freq);
[1, 1024]
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> size(Pyy);

[1, 1024]
>
> pointplot([seq([freq[1,i],Pyy[il],i=1..1024)],style=LINE,
> title="Power spectral density",
> labels=["Frequency (Hz)"," "1);

Power spectral density

0.034 -
0.032 -
0.03
o.028 -
0.026
0.024 -
0.022 -
0.02
0.018 -
0.016 -
0.014 -
0.012 -
0.01
0.008 -
0.006 -
0.004 -

Qoozéﬂ l I | ﬂ I

o 500 1000 1500 2000
Frequency (Hz)

# FILE aani_b.mpl ends.

8.8. Pns-sovitus. Polynomimallin sovitus pisteistoon on usein esiintyva
ongelma. Interaktiivisessa Maple-tyoskentelyssa sovitus voidaan tehda esimerkiksi
funktion fit avulla seuraavasti.

> dt:= [seq( sum(p*x~p, p=0..4), x=1..10)];
dt := [10, 98, 426, 1252, 2930, 5910, 10738, 18056, 28602, 43210]

> with(stats);
[anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, statplots, transform]

> a,b,c,d,e;

> fit[leastsquare[[x,y], y=a*x~4+bxx~3+c*x~2+d*x+e,{a,b,c,d,e}]]
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([[$1..10],dt]);
4 3 2
y=4x +3x +2x +x

Néin ollen saatiin odotettu tulos. Alla vield kaksi samaan aihepiiriin liittyvaa
sovitustehtavaé tiedostoina.

# FILE e808a.mpl begins.

with(stats):

with(plots):

xy := [[-1,10],[0,9],(1,7],[2,5],[3,4]1,[4,3],[5,0],[6,-111;

x:=x’: y:=y’:

lineq := fit[leastsquare[ [x,y] ]]([map(a->al[l],xy),
map(a->a[2],xy)1);

dots := pointplot(xy,symbol=B0X):

gr := plot(rhs(lineq), x=-1..6):

print(‘The least squares line: ¢,lineq);
fig808a:=display([gr, dots], labels = ["x","y"],

title = " PNS-suora (E808A)"):
£ig808a;

# FILE e808a.mpl ends.

PNS-suora (E808A)
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# FILE e808b.mpl begins.

x:=x’: y:=y’:

with(stats):

with(orthopoly) :

plot ({seq(T(n,x),n=1..5)}, x=-1..1);
Xvalues:=[seq(k/10, k=-10..10)]:
Yvalues:=[seq(evalf (sin(k/10)), k=-10..10)]:

appr_eq := fit[leastsquare[ [x,y], y=sum(a[n]*T(n,x), n=1..5)]]
([Xvalues,Yvalues]);

fig808b := plot({sin(x), rhs(appr_eq)}, x=-1..1):

£ig808b;

plot(sin(x) - rhs(appr_eq), x=-1..1);
# FILE e808b.mpl ends.

|

- /Lo.s —0\6 —0.4 —0.2 oz 0a ole /os 1

—0/5
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-1 “0.8 —0.6 —0.4 —0.2 9] o2z 0la 06 o8 1
Z0.2
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—0.6 |
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4e—06 -

2e—06
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2e—06 -

—4e—06 -

8.9. Konformikuvaukset. Komennolla with(plots) luetaan tyotilaan
mm. funktio conformal, jonka avulla voidaan piirtdd koordinaatistoverkon ku-
vautuminen konformikuvauksessa. Voidaan asettaa

# FILE e809.mpl begins.
with(plots):
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g:= z->(1-2)/(1+2) ;

fig809a:= conformal(g,0..1+2%I):

£ig809a;

fig809b:= conformal (g@( Rex(exp@(I*Im)) ), O..1+PixI,
0..3-3%I): # view adjusted by hand

£ig809b;

# FILE e809.mpl ends.
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8.10. Kaanteisfunktion arvon laskeminen. Seuraava ohjelma laskee
funktion kaanteisfunktion arvon annetussa pisteessa.

# FILE invfnc.mpl begins.

# invfnc(£0,a0,b0,y) gives an inverse x of f0 at y,
# for which a0<x<bO0:

invfnc:=proc(£0,a0,b0,y)
local f,a,b,c,fa,fb,fc, k,tst,MaxIter,NonBracket;
if type(evalf(y),numeric) then
f:= £0-y;
a:= evalf(a0);
b:= evalf (b0);
if b<a then c:=b; b:=a; b:=c fi;
k:= 0;
fa:= evalf(f(a));
fb:= evalf(f(b));
tst:= false;
MaxIter:= 45; # 2°{-45} \approx 3e-14
if faxfb>0 then do
print ("NonBracketing error in invfnc, a = ",a,
", b=",b);
RETURN (NonBracket)
od
fi;
while tst=false and k<MaxIter do
c:= (atb)/2.;
fc:= evalf(f(c));
if fc=0 then a:=c; b:=c; tst:=true fi;
if fb*xfc>0 then b:=c; fb:=fc else a:=c; fa:=fc fi;
k:= k+1
od;
RETURN (evalf(c))
else ’invfnc’ (args) # To enable plotting normally
fi
end;

# invfnc2 does the same, using the built-in fsolve;
# the extra argument controlling the precision:
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invfnc2:=proc(£0,a0,b0,y,d)
if nargs>4 then Digits:=d fi;
if type(evalf(y),numeric) then fsolve(f0(x)=y,x,a0..b0)
else ’invfnc2’ (args)
fi
end;

# FILE invfnc.mpl ends.
Lasketaan esimerkiksi polynomin z? — 2 nollakohta vélilla (0, 2).

> read "invfnc.mpl":
> invfnc(x->x"2-2,0,2,0);
1.414213563

> invfnc2(x->x~2-2,0,2,0);
1.414213562

Téssa tapauksessa valmis fsolve oli tarkempi, kuten voidaan osoittaa.

8.11. Lineaarialgebraa.  Komennolla with(linalg) saadaan kidyttoon
mm. Gramin—-Schmidtin ortogonalisointi, jota kiytetdan seuraavasti.

> with(linalg,GramSchmidt):  # tai yleisemmin with(linalg):
> GramSchmidt ({vector([3,4,2]), vector([2,5,2]), vector([1,2,6])3});

-32 26 -2 -24 -24 84
{3, 4, 21, [---, —, -1, [, ---, -1}
29 29 29 19 19 19

8.12. Kuvan tallettaminen PostScript-tiedostoon. Maplen kuvat
voidaan tallettaa esimerkiksi seuraavasti:

> plot(sin@(17*tan),-1..1);
(Kuva leikattu pois.)
> kuva:=j: # Huom. kaksoispiste tassal!
> plotsetup(ps, plotoutput="kuva.ps",
plotoptions="portrait,noborder");
> kuva; # Huom. puolipiste tassa!
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Taméa tekee PostScript-tiedoston kuva.ps oletushakemistoon. Nyt kuitenkin
myos kaikki seuraavat plottaukset ohjautuvat tuohon samaan tiedostoon (eivét-
kd néy ruudulla millddn tavoin). Tilanteen palauttamiseksi normaaliksi voidaan
antaa komento

> plotsetup(default);

jonka pitdisi palauttaa oletusarvot. Joissakin Maplen versioissa tdméa ei toimi
aivan oikein; komennolla plotsetup() ; ndhdéén, mitké asetukset ovat voimassa,
ja niitd voi tarvittaessa saataa lisaa “késin”.
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9 Tavalliset differentiaaliyhtalot

Differentiaaliyhtéloitd esiintyy monenlaisia luonnontieteellisid ongelmia mallin-
nettaessa:

e mekaniikka (esim. liikeyht&lot);
e kemialliset reaktiot;

e populaatioiden kehitys (esim. flunssaepidemian levidminen).

Lyhenteitd: DY = differentiaaliyhtalo,
ODY = osittaisdifferentiaaliyht&ld,
AAT = alkuarvotehtéva,
RAT = reuna-arvotehtava.

9.1. Malliongelma. Etsi jatkuvasti derivoituva funktio y(t), joka toteut-
taa AAT:n

(9.2) y'(t) = fty(0);  y(to) =vo,
missi f:R* — R on jatkuva.

t
Ratkaisu. y(t) = yo + [ f(s,y(s)) ds.

to
Koska ratkaisussa esiintyvaa maarattya integraalia ei yleensd voida ilmaista

analyyttiselld lausekkeella edes kaikille sdannollisille funktioille f, on selvéa, ettéa
numeerisia menetelmia tarvitaan DY:iden kiyténnon sovelluksissa.

9.3. Esimerkki. Newtonin jadhtymislain mukaan kappaleen lampétila
T(t) toteuttaa DY:n (missd T, = ympériston lampotila)

T'(t) = —k(T(t) — Tw) .
Nyt
T'(t)
T(t) — T
& T(t) =T+ e™ & T(t) =Ty + Coe™ .
AAT: T(to) =Ty = (Cy= (TO — Too)ekto. Siis

DY & =—k & log|T(t) — Tw| = —kt+ C}

T(t) = Too 4 (Ty — Too)e Ht710)

Maplen avulla ratkaisu voidaan tehda esim. seuraavalla kahdella tavalla:
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(a) Analyyttinen ratkaisu:
> dsolve({diff(y(t),t) = -kx(y(t) - 20), y(0) = 95}, y(t));
y(t) = 20 + 75 exp(-k t)
(b) Numeerinen ratkaisu:
> yi=lyl oti=t0:
> dsolve( {diff(y(t),t) = sin(t)*y(t), y(0)

numeric, startinit = true );
> plots[odeplot] (%, 0..20);

1}, y®),

Tama tapaus voidaan tosin ratkaista myos eksaktisti:
> dsolve( {diff(y(t),t) = sin(t)*y(t), y(0) = 1}, y(t));
exp(-cos (%))

) = —mmmmmeeeeo
cosh(1) - sinh(1)

AAT:n (9.2) ohella my6s yleisempi tehtavd, missd y = (y1,...,yn) ja f =

(f1,-.., fn), on tarked, silld korkeamman kertaluvun differentiaaliyhtalét palau-
tuvat tdhén: Tarkastellaan yhtaloa

(*) y "= fltyy Yy

Jos téssd merkitddn y;(t) = y(t) ja vastaavasti yo = 3/, ..., yp = y™ Y, niin (%)

voidaan kirjoittaa muotoon

p

Y1 = Yo
Yy = Y3 B
eli y/:f(tvy)a mlssay: (ylv'--ayn)'
Yn-1="Yn
\ y;L = f<t7y17y27 B 7yn)

Differentiaaliyhtéldiden teorian paétehtéavid ovat olemassaolo- ja yksikésittei-
syyskysymysten selvittdminen seké yhtalotyyppien luokittelu. Mm. toisen kerta-
luvun vakiokertoimisen DY:n

y//+ay/+by:0
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ratkaiseminen on esitetty [LP]:ssi. MATLAB-ratkaisu oli esilld kohdassa 1.5.

Ennen numeerisen ratkaisun aloittamista tulisi varmistua, ettd ratkaisu on
olemassa ja yksikasitteinen. Vaikka niin tehtéisiin, voi algoritmin numeerisessa
toiminnassa silti ilmeta vaikeuksia mm. seuraavista syisté:

e diskretointiaskeleen pituuden valinta voi olla vaikeaa;

e cpistabiilit probleemat (pieni muutos AAT:ssd = iso muutos ratkaisussa).

9.4. Esimerkki. Kettujen ja janisten lukuméédrat k(t) ja j(t) riippuvat
toisistaan yhtaloryhmén

{ J'(t) = 2j(t) — aj(t)k(t)
K(t) = k(1) + ag(t)k(?)

mukaisesti. Tama on esimerkki ns. Lotkan—Volterran differentiaaliyhtéloistd. Nu-
meerinen ratkaisu voidaan tehdd mm. seuraavin eri tavoin.

(a) Luodaan MATLABissa am. tiedostot €904dy.m ja e904a.m, ja annetaan
kisky e904a.

% FILE e904dy.m begins.

% dj/dt = a(1)*j(t) + a(3)*j(t)*k(t);

% dk/dt = a(2)*k(t) + a(4)x*j(t)*k(t);

function z = e904dy(t,y)

j=y(D); k = y(2);

z= zeros(2,1); a= zeros(1,4);

a(1l) =2; a(2) = -1;

a(3) = -0.01; a(4) = 0.01;

z= [(a(1)*j+ a(3)*j*k), (a(2)xk + a(4)*j*k)]’;
% FILE e904dy.m ends.

%» FILE e904a.m Dbegins.

[t,y] = ode23(’e904dy’, [0 201, [200 100]’);
plot(t,y), title(’Lotkan--Volterran yhtalo, E904A’);
gtext (Pketut’); gtext(’janikset’);

% FILE e904a.m ends.
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Lotkan——Volterran yhtalo, E904A
450 T T T
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(b) Maple-ratkaisu puolestaan saadaan lukemalla sisdén tiedosto €904b.mpl,
jonka sisdltd nédytetadn alla kaiuttamalla se kuvaruudulle.

interface(echo=2) ;

read "e904b.mpl";

FILE e904b.mpl begins.

sol:= dsolve( {diff(j(t),t) = 2xj(t) - 0.01xj(t)*k(t),
diff(k(t),t) -k(t) + 0.01%j(t)*k(t),
j(0) = 200, k(0) = 100},
[j(t), k(t)], numeric, startinit = true );

vV V. V V # V V

sol := proc(rkf45_x) ... end

> s01(0); sol(1);

[t =0, j(t) = 200., k(t) = 100.]

[t =1, j(t) = 162.6842642344886, k(t) 387.6534376198975]

> with(plots):

> odeplot(sol, [[t,j(t)], [t,k(t)]], 0..20, numpoints = 500,
> title = "Lotkan--Volterran yhtalo, E904B");
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vV V V V

Lotkan--VVolterran yhtalo, E9QO04B

400

300

200 -

100

o 5 10 is5 20

J:=t -> rhs( op(2,s01(t)) ):
K:=t -> rhs( op(3,s0l(t)) ):

plot([J,K,0..5], # Ks. 7plot[parametric]
labels = ["Janikset","Ketut"]);

4201
400
380
3601
340
320
300
280
260
Ketut,, |
220
200
1801
160 1
1401
1201
1001
80

50 100 150 200 250
Janikset
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# FILE e904b.mpl ends.

Alempi kuva esittad kettujen ja janisten maédrien keskindistéd riippuvuutta.

9.5. AAT:n (9.2) diskretointi. Halutaan l6ytad (9.2):m ratkaisu arvolla
t =T. Valitaan ty < t; <ty <--- <t, <tpy1 =T ja etsitdén ratkaisun arvo y;
naissa pisteissé. Yleisesti y; riippuu arvoista y;_1, ..., Y. Jos k = 1, on kyseessa
yksiaskel-menetelma, jos k > 1, moniaskel-menetelma.

Yksiaskelmenetelmé voidaan esittdéd joko muodossa

(96) Yn+1 = Yn + ¢1(tna Yn, h) 5

jolloin kyseesséa on eksplisiittinen menetelmé, tai muodossa

(97) Yn+1 = Yn + q)2<tn7 Yns Yn+1, h’) )

jolloin menetelmé on implisiittinen. Tassa ®; on ns. lisdysfunktio.
Numeerisia ratkaisumenetelmid (9.2):1le:
FEulerin menetelmd. Tasavalinen pisteisto: h = ¢, — t;,

(9.8) Yir1 = yi + hf(ti,vi) -

Runge—Kutta -menetelmdt.
(a) Modifioitu Euler:

h h
Vi1 = Yi + hf(t: + 5,?/1‘ + §f(tz‘,yz‘)) .

(b) Rungen—Kuttan 4. asteen menetelmdi:

h h
kv = f(t, i), kng(ti+§,yl-+§k1),

h h
ks = f(ti + 5 ¥t 57%‘2) s ks = f(tiva,yi + hk3);
1
Yivrl1 = Y -+ éh(kl —+ 2]{Z2 -+ 2]€3 —+ k4) .
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Kaytannossa yo. menetelmiin on usein liitetty askelpituuden adaptiivinen sdd-
to laskennan aikana kerédtyn informaation avulla. Esim. NR:n ODEINT perustuu
4. asteen Runge-Kutta -menetelméan adaptiivisella askelpituuden saadolla.

MATLABissa on ODE23 ja ODE45, jotka samaten ratkaisevat differentiaa-
liyhtaloryhmid Runge-Kutta -menetelmélld. Maplen dsolve:ssa on oletusarvona
Runge-Kutta -menetelmé (mutta erinéisié vaihtoehtojakin on tarjolla).

9.9. Esimerkki. FEulerin menetelma Maplessa.

# FILE e909.mpl begins.
f:= (t,y) -> 1+y~2:

eta:= 0:

a:= 0.: b:= evalf(Pi/4):

n:= 4:

h:= (b-a)/n: t:= a: y:= eta:
printf ("\n n = %d\n", n);

printf (" h = %10.8f\n\n", h);
printf (" t y\n") ;
printf (" %10.8f  %10.8f\n",t,y);

for i to n do
y:i=y + hxf(t,y);
t:=t + h;
printf (" %10.8f  %10.8f\n",t,y)
od:
# FILE e909.mpl ends.

Komennon read "e909.mpl" tuloste on seuraava:

n=4
h = .19634954
t y

0.00000000 0.00000000
.19634954 .19634954
.39269908 .40026897
.58904862 .62807671
.78539816 .90188228
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9.10. Esimerkki. (1) Epéistabiili ongelma [KMN, s. 282|: /(t) =
—10(¢t — 1)y(t). Ratkaisu on y = cexp(—5(t — 1)?). Tarkastellaan kahta AAT:44:

Yo =0.01 = y(1)~1.5;
yo=0.1 = y(1)=15.

(2) DYm y/(t) = y(t) — 100e~ ' ratkaisu on y(t) = Ce’ + 1019 Alkuch-
dolla y(0) = 102 on ratkaisu yo(t) = 109 1°". Alkuehdolla y(0) = 12 +4 (6 > 0)

on ratkaisu ys(t) = de’ + 1001 Nyt |yo(t) — ys(t)| = de’, jolloin ratkaisut

loittonevat eksponentiaalisesti, kun ¢ — oo. Néin ollen tehtéava on hdirioaltis.

(3) AAT: ¢/'(t) =e ' —y; y(0) = yo. Ratkaisu on y(t) = (t + yo)e "
Alkuehdolla y(0) = yo + ¢ ratkaisu ys(t) = (t + yo + )e". Siis

ly(t) —ys(t)] = [6le " = 0, kunt— oco.
Tama tehtava on stabiili.

Jos em. numeerisia ratkaisumenetelmii sovelletaan epéstabiiliin ongelmaan,
voidaan saada epéluotettavia tuloksia. Seuraava differentiaaliyhtéloiden kurssilla
esitettéva lause antaa yhden riittdvin ehdon ratkaisun olemassaololle ja yksiké-
sitteisyydelle. Liséksi ndhdéén, ettd lauseen oletuksin AAT:m (9.2) ratkaiseminen
on tietyssd mielessd stabiili ongelma.

9.11. Lause. Olkoon f jatkuva nauhassa S ={(t,y):a<t<b, yeR},
ja olkoon olemassa vakio L s.e.
‘f(tvyl) - f(tva)‘ < L|y1 - y2‘
aina, kun ¢ € [a,b] ja y1,y2 € R. [Viimeksi mainittu ehto toteutuu esim., jos g—]yc
on olemassa ja rajoitettu nauhassa S.] Talloin: jos (tp, yo) € S, on AAT:14 (9.2)
yksikésitteinen ratkaisu y valilla [a, b]. Lisdksi: jos ys on alkuehtoa y(tg) = yo + 9
vastaava (9.2):n ratkaisu, on kaikille ¢ € [a, b] voimassa epayht&lo

[y(1) — ys(1)] < [d]eH .

9.12. Differenssimenetelma. Tarkastelemme seuraavanlaista reuna-
arvotehtévad (RAT):

(9.13) 2"(t) = p(t)2'(t) + q(t)x(t) + r(t) (a <t <b); z(a) =, z(b) =F.
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Merkitddn h = (b — a)/N jat; = a + jh, kun j = 0,1,..., N. Derivaatoille
kiytetadn approksimaatioita

(L) = x<tj+1>2_hx(tjfl) +O(h?)

(9.14)

(1) = W) 22 2l) 4o

Perustelemme x”:n lausekkeen (z":n lauseke samoin): Taylorin kaavasta saadaan

2t + h) = (t) + ha' (8) + 2 () + O (1)

2
w(t —h) = 2(t) — ha'(t) + L (1) + O(h?)
ja laskemalla puolittain yhteen
z(t+h) +x(t — h) = 2z(t) + h*2"(t) + O(h%),

st (t+ h) + x(t — h) — 22(1)
z(t+hn)+zxt—h)—2x
2'(t) = 12 +O(h).
Differenssimenetelmi RAT:n (9.13) ratkaisemiseksi:
(1) Diskretointi. Merkitdén x; = x(¢;), jolloin saadaan

h
(9.15) i1 = 205+ xj-1 = plty) 5 (@5 — j-1) +
R (q(ty)a; +r(t;) (G=1,...,N—1).
(2) Lineaaristen yhtaloryhmien muodostus muuttujille z1, . .., xy. Ottamalla

huomioon (9.13):sta g = a, xy =  saadaan eo. yhtélét muotoon

aq C1 0 I w1
by ay Co T W2
. _ . ’
bn72 Qp—2 Cn—2 Tn—2 Wn—2
0 bn—l An—1 Tn-1 Wp—1

missé kertoimet a;, b;, ¢; saadaan (9.15):sta.
Tridiagonaalisten yht&loryhmien ratkaisun kompleksisuus on O(n).
Algoritmeja differenssimenetelmille on mm. teoksissa [NR], [M, ch. 9].

9.16. Esimerkki. RAT ¢” = —%y’ + %y + w (1 <z <2)
y(1) =1, y(2) = 2. MATLAB-koodi alla.
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% FILE e916.m begins. Matlab 3.5, 4.0, and 5.3

% Solution of boundary value problem by finite difference method:
pA y(a)=bvall, y(b) = bval2, y" = p(t)y’ + q(t)y + r(t)

% Put t(j) = a + j*h, j = (b-a)/(n+1l), j = 0,1,..,n+1,

% FD approximation gives:

hyE(G-1)) - 2y(e(3)) + y((G+1)) =

h (h/2) (y (£ (j+1)) -y (G-D)pe(G)+

h hxhxq(t(j)) y(t(j)) + hxh*xr(t(j)) or
hyE(G-1))@ +(/2)p(e(j))) - (2+ hxhxq(t(j))) y(£(j))
h + yE(G+D) @ -(/2)pt(3))) = hxh*xr(t(j)), j =1,,.n

% y(t(0)) = bvall, y(t(n+1)) = bval2

% Compare with exact solution given below

clear all; clf;

a=1; b=2; h= (b-a)/8; bvall =1; bval2 = 2;

tt= a:h:b; t = tt(2:1length(tt)-1);

n = length(t); one = ones(size(1l:n));

% There are n interior points and n unknowns

p =-2%one./t; q = 2*%one./(t."2); r = sin(log(t))./(t."2);
diagon = -(2%one +h¥h*q) ;

tmp = (one- 0.5%h*p); superd = tmp(l:n-1);
tmp = (one+ 0.5%h*x(p)); subdia = tmp(2:n);
mtx = diag(diagon) + diag(superd,1) + diag(subdia,-1);

rhs =hxh*x(r’);

rhs(1,1) = rhs(1,1) -bvall*(1+(-2/(a+h))*0.5%h);

rhs(n,1) = rhs(n,1) -bval2*x(1-(-2/(b-h))*0.5%h);

sol = mtx\rhs;

c2 = (1/70)*(8-12*sin(log(2)) - 4xcos(log(2)));

exact = (1.1-c2)*t +c2*one./(t.”2) - 0.3*sin(log(t)) - 0.1xcos(log(t));
plot(t, sol,’k+’,a,bvall,’ko’, b,bval2,’ko’,t, exact),

xlabel (’Numerical (+) and exact solutions (E916)°),
title(’Finite-difference method for boundary value problem’),pause
print -deps fig916a

plot(t,sol-exact’), title(’Error (E916)’), pause

print -deps fig916b

info(:,1) = sol; info(:,2) = exact’;

delete e916.txt

diary e916.txt

disp(’FILE e916.txt Dbegins. ’)

disp(’Coefficient matrix =’), disp(mtx)

disp(’Right hand side =’), disp(rhs)

disp(’ t-values numerical exact error (E916) ) ;
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disp([ (a+h:h:b-h)’ info, sol-exact’ ])
disp(’FILE e916.txt ends.’)

diary off

% FILE e916.m ends.

Finite—difference method for boundary value problem

2 T T T

1.9¢

1.8¢

1.6f

1.4F

1.3F

1.1p

1 1.2 14 1.6 1.8
Numerical (+) and exact solutions (E916)

x
[Eny
o

-3 Error (E916)

10 \
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FILE e916.txt begins.
Coefficient matrix =

-2.0247 1.1111 0 0 0 0 0
0.9000 -2.0200 1.1000 0 0 0 0
0 0.9091 -2.0165 1.0909 0 0 0
0 0 0.9167 -2.0139 1.0833 0 0
0 0 0 0.9231 -2.0118 1.0769 0
0 0 0 0 0.9286 -2.0102 1.0714
0 0 0 0 0 0.9333 -2.0089
Right hand side =
-0.8874
0.0022
0.0026
0.0027
0.0028
0.0027
-2.1307
t-values numerical exact error (E916)
1.1250 1.1160 1.1122 0.0038
1.2500 1.2349 1.2287 0.0062
1.3750 1.3567 1.3490 0.0077
1.5000 1.4811 1.4724 0.0087
1.6250 1.6079 1.5986 0.0092
1.7500 1.7368 1.7272 0.0096
1.8750 1.8676 1.8578 0.0097

FILE e916.txt ends.
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10 Osittaisdifferentiaaliyhtalot

10.1. Johdanto. Esimerkiksi
Pu  Ou, u
o0 o) T o

ja

0u 5 0%u N
JE— u
ot? Oxot
(merk. my6s u, = %, Ugy = aajgy jne.) ovat vastaavasti 3. ja 2. kertaluvun ODY:j4,
u = u(z,t).
Térkeita “prototyyppejd” ovat (u: D — R)
0 0?
(1) a—z - 0428—;; . limpéyhtals,
0? 0?
gu =c —u, aaltoyhtalo,
2 8t2 26 : Z h ..l..
x
0? 0?
(3) 8—2 + 8—1; =0, Laplacen yhtdld,
€ Y
0? 0?
(4) 8—:1:1; + 8—;; =p(z,y); w|0D =g, Poissonin yhtdilo.
%,—/
0 @ l

(1):n ratkaisu u(z, t) kuvaa (esim.) lampotilaa homogeenisen sauvan kohdassa
x ajanhetkelld t (0 < z < [); @ on kerroin.

(2) esiintyy akustisten, vesi- ja sdhkomagneettisten aaltojen tutkimuksessa
(my6s vardhteleva kieli).

(3) esiintyy sidhko- ja magneettikenttien potentiaalien tutkimuksessa, misté
toinen nimitys potentiaaliyhtdlo.

Kuten tavallisten DY:den tapauksessa eivit ODY:den (1)—(4) ratkaisut yleen-
sé ole yksikésitteisid. Tarvittaessa yhtaloihin (1)—(4) liitetdan erilaisia tdydentévia
ehtoja (esim. reunachtoja), jotka takaavat ratkaisujen yksikésitteisyyden.

Yhtélon (1) tapauksessa reunaechdot voivat esim. olla (i) lampotilajakauma
hetkelld ¢ = 0 ts. u(x,0) = f(z) ja lisdksi (ii) w(0,t) = u(l,t) =0 V¢ > 0 tai
uz(0,t) = u.(l,t) = 0.

170



Yhtélon (2) tapauksessa reunaehto voi olla, kun tarkastellaan védrahtelevaéd
kieltd, (i) kielen asema kun t = 0, (ii) kielen nopeus hetkelld ¢ = 0, (iii) péétepis-
teet paikallaan. Ts. u(z,0) = f(z), w(z,0) = g(z), u(0,t) = u(l,t) = 0.

Yhtélon (3) tapauksessa ei ole aikaparametria ¢. Luonnollinen liséehto (3):een
on esim. se, ettd annetaan wu:n arvot alueen reunalla. Néin tdydennetty (3) on
kuuluisa “Dirichlet’'n probleema’.

Ratkaisun yksikésitteisyys/olemassaolo voi olla selvéda esim. fysikaalisin perus-
tein.

ODY-teorian klassisena lahtokohtana on luokittelu yhtéléiden (1)—(3) mukai-
siin prototyyppeihin ja kunkin luokan ominaispiirteiden selvittely. Téasmaéllisem-
min ODY A% + Baa;gy + Cgiyg = f(z,vy, %, g—;,u) on elliptinen, parabolinen t.
hyperbolinen sen mukaan, onko B? — 4AC < 0, = 0 vai > 0. Tamé kolmijako
muodostaa toisen kertaluvun ODY-teorian perustan.

10.2. Lampdyhtdlé. Lampoyhtalon 10.1 (1) ratkaisuilla on superpositio-
ominaisuus: Jos ug(z,t) toteuttaa yhtélon

ou 0%

n
my0s lineaarikombinaatio ) cju;(z,t) toteuttaa (10.3):n. Liséksi jos kukin ug
j=1
toteuttaa reunaehdot ug(0,t) = ug(l,t) =0 V ¢, niin myos lineaarikombinaatio
> cju; toteuttaa samat ehdot.

Lampdyhtéloon liittyvé reuna-arvotehtava (RAT):

ou 0%

u(z,0) = f(z) (0<z<lI, feC]0,l]),

u(0,t) =u(l,t) =0.

Sovelletaan kaksivaiheista ajattelutapaa:
(A) Etsitddn mahdollisimman monta RAT:n

ou 0%
%= Y g u(0,t) =u(l,t) =0
ratkaisua uq, us, ... .
(B) Yritetddn 16ytad (10.4):n ratkaisu lineaarikombinaationa kohdan (A) funk-
tioista wuy.
Vaiheen (A) toteutus: Etsitaédn ratkaisua u(z, t) muodossa u(z,t) = X (x)T(t).
Nyt
ou O*u
— = X(2)T'(t), — = X"(2)T(t
U X)), = X @),
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joten ODY wu; = a?u,, toteutuu jos

(10.5) XT' =o*X"T.
Jakamalla o? X T:114 saadaan
X// T/
10.6 — = .
( ) X o?T

Todetaan, ettd (10.6):n vasen puoli riippuu vain z:sté, oikea vain t:sté. Siis on
olemassa vakio \ s.e.
XI/ T/

10. S .
(10.7) X B er

Reunaehdot 0 = u(0,t) = X(0)7'(¢), 0=wu(l,t) = X({)T'(t) antavat X(0) =0 =
X(1).
Johtopédéatos: u(z,t) = X (x)T(t) toteuttaa (10.6)m vain, jos

—-A.

(10.8) X"+ 20X =0; X(0)=0=X()
ja
(10.9) T + Xa*T =0.

Téssé vaiheessa A oli mielivaltainen. Kuten 6.30 (1):ssé, voidaan osoittaa, etté
RAT (10.8):lla on ei-triviaali ratkaisu vain, jos

ja talloin

Yhtélo (10.9) puolestaan antaa

2

T(t) = Tp(t) = e ™00
My6s 1. X, () ja coT,(t) ovat ratkaisuja. RAT:114 (10.4) on siis ei-triviaalit rat-

kaisut o
2,22 2
(10.10) up(z,t) = sin Te’a et/

Vaiheen (B) toteutus: Erikoistapaus missd f on &darellinen trigonometrinen
summa:

(n=1,2,...).

N
. nux
flz) = ;cn sin ——

(N < o0). Tillin

nmwx 2 27r2t/12

(10.11) u(z,t) = ch sin Te_o‘ "
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on RAT:n (10.4) ratkaisu superpositioperiaatteen nojalla, silld (a) (10.10):n nojal-
la u,, on ratkaisu, (b) (a):n nojalla u on ratk. ja (c) u toteuttaa RAT:n, erityisesti

N
nnx
0) = cpsin 28 = f(a).
u(x,0) nz:;c sin — f(x)

Yleinen tapaus: Koska f € C|0,1], on silla Fourier-sarja

- l

2

(10.12) fl@) =" cusin @ e =7 / fla sin@ dz .

n=0 0
Itse asiassa (10.12) on “ f:n pariton laajennus” ts. f(z) = — f(—x), jolloin Fourier-

sarjan cos-termeji ei ole. Madritelladn RAT:n (10.4) formaali ratkaisu
> m™x 2,224 /12

10.13 ) =) cysin——e @,

( ) u(z,t) z::c sin ——e

Huomautus. Jotta néhtéisiin, ettd formaali ratkaisu (10.13) on “todellinen
ratkaisu”, pitéisi osoittaa, ettd sarja (10.13) suppenee ja ettd silli on olemas-
sa (10.4):ssa esiintyvit osittaisderivaatat ja ettd (10.4) toteutuu. Ta&mé paattely
kuitenkin sivuutetaan.

10.14. Esimerkki. Hetkelld ¢ = 0 ohuen kuparisauvan (o? = 1.14)
lampotila u(x,0) = 2sin(37x) + 5sin(87z), kun 0 < x < 1, ja pituus on 1. Etsi
lampéotila u(z, t) arvoilla ¢ > 0.

Ratkaisu.
Ou 0*u u(z,0) = 2sin(37zx) + 5sin(87x)
RAT: i 1. 148 3 { w(0,8) = u(1,t) = 0
(10.11) = u(x,t) = Qsin(gﬂx)e—ﬁ)(l-lﬂx)w% + 5(Sin(871_x))6—64(1.14)7r2t'

10.15. Esimerkki. 10 cm:n pituinen alumiinisauva o = 0.86 limmite-
tdan 100°C:n lampdtilaan. Hetkelld ¢ = 0 sauvan paat upotetaan 0°C:n jadkyl-
pyyn ja pidetdén tdssd lampdotilassa. Sivupintojen kautta ei lampoa poistu. Etsi
sauvan lampotilajakauma hetkelld ¢t (= RAT:n formaali ratkaisu).

Ratkaisu.

du 0%u { u(z,0) =100 (0 <z < 10)

(10.16)  RAT: —- =086 u(0,t) = u(10,¢) =0



(10.16):n formaali ratkaisu

u(z,t) = E cn sin 2 exp(—0. 86”;30%) :

Cn =73 f 100 sin 222 do = 2%9(1 — cos(nmr)) .

Nyt co, = 0 ja copy1 = (2nT kun n=20,1,2,..., joten
400 = sin(2n + 1) 72 w2t
== e (—0.86(2n + 1)°70 )
u(z,t) == 2oy O (2n+1 15

Em. menetelméd, jossa ODY:lle haetaan muotoa u(x,t) = X (z)T'(t) olevaa
ratkaisua, sanotaan separointimenetelmdksi. Se soveltuu moniin yo. tyyppia ole-
viin tehtéviin. Seuraavaksi perehdymme sen kiyttoon Laplacen yhtdlon tapauk-
sessa.

10.17. Dirichlet’n ongelma. Annettu alue D C R? ja f € C(0D).
Etsitdén funktiota u: DUID — R, u € C(DUAD)NC?*(D), s.e. u(x,y) = f(x,y)
kaikilla (z,y) € 9D ja

u  J*u

(10.18) 7 ap

=0, u=u(z,y).

ODY-teorian yleisten tulosten nojalla on olemassa ratkaisu, jos D on moni-
kulmio.
Sovellamme téaté yleista tulosta erikoistapaukseen, missd D on suorakulmio ja

(10.19) u(xz,0) =0, u(x,b) =0, u(0,y) =0, u(a,y) = f(a,y).

Ratkaisu. Jotta reuna-arvot olisivat jatkuvia, on syyté olettaa, ettd f(a,0) =
f(a,b) = 0. Kaksi vaihetta:

Vaihe 1. Etsitddn funktiot u,(z,y) = X, (z)Y,(y) s.e. (10.18) toteutuu ja
un(x,0) =0, uy(z,b) =0, u,(0,y) = 0.

Vaihe 2. Etsitdén c, s.e. Y cyun(x,y) = u(x,y) toteuttaa ehdon u(a,y) =

n=1

f(a,y). Merkitdan myds f(y) = f(a,y).
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Vaiheen 1 toteutus. Etsitddan muotoa u(z,y) = X (x)Y (y) oleva (10.18):n rat-
kaisu u. Nyt u,, = X"Y ja u,, = XY”, joten u toteuttaa Laplacen yhtélon, jos
X"Y + XYY" =0c¢el

Y// X//
(10.20) -

Y X
Talloin (10.20):n vasen (oikea) puoli riippuu vain y:sté (z:std). Kuten (10.7):ssa
nahdéaén, etta

Y)Y = —X"/X = -\
jollekin vakiolle A\. Reunaehdot 0 = u(x,0) = X (2)Y'(0), 0 = u(z,b) = X ()Y (b),
0=u(0,y) = X(0)Y(y) antavat Y (0) = 0, Y (b) = 0, X(0) = 0. Olemme né&hneet,
ettd u(z,y) = XY toteuttaa (1):mn vain, jos

(10.21) Y'+AY =0; Y(0)=0, Y(b)=0
ja
(10.22) X" XX =0; X(0)=0.

Téssé vaiheessa A on jokin vakio. Kuitenkin RAT (10.21):114 on ei-triviaali rat-
kaisu Y (y) vain, jos A = A, = n?72/b* (n=1,2,...); vrt. 6.30 (1). Tallsin

Y(y) = Ya(y) = sin(nmy/b) .

Kun A = n?7?/b?, (10.22) antaa X (x) = ¢; cosh 2= + ¢, sinh 272 joillekin ¢y, ¢y,
ja vaatimus X (0) = 0 antaa ¢; = 0.

Johtopdétds:
(10.23) U (z,y) = sinh nibx sin m;y (n=1,2,...)
n (10.18):n ratkaisu.
Vaiheen (2) toteutus. Funktio
. Ny
10.24 sinh ™ g Y
( ) Zc sinh “* sin 2

n (10.18):m formaali ratkaisu kaikille ¢; (formaalin ratkaisun mééritelméa). Nyt

u(a,y) = Z ¢p sinh ? sin T%y
n=1

a (10.19):n mukaan u(a,y) = f(y). Siis

oo
nmwa . nmy

fly) = ch sinh 5 sin —= 2

n=1

0<y<b),

175



joten Fourier-sarjan yksikésitteisyydesta seuraa, etté

b
(10.25) Cp = bsmh /f sin Y dy (n=1,2,...).
0

Todetaan: Vélttaméton ehto sille, ettd (10.24) on RAT:m (10.19) ratkaisu, on
(10.25). (Riittavyys sivuutetaan.)

10.26. Huomautus. Tavallisten DY:iden teoriassa on monia yhtaloluok-
kia, joille on eksplisiittinen ratkaisukaava, kuten lineaariset 1. kertaluvun DYt tai
2. kertaluvun vakiokertoimiset yhtalot. ODY-teoriassa téllaisia “hyvia tapauksia”
on valitettavan vahan. Edella esitetty Fourier-sarjoihin ja muuttujien separointiin
perustuva menetelmé antaa em. tilanteissa eksplisiittisen ratkaisun.

10.27. ODY:n numeriikasta. = Numeerinen ODY-teoria on tietokonei-
den myo6ta kehittynyt laajaksi kokeellisen matematiikan alueeksi. Monien sovel-
lustensa vuoksi se lienee numeriikan téarkeimpid osa-alueita nykyédan. Aktiivisen
tutkimuksen kohteena on mm. FEM (finite element) -menetelma ja ns. multigrid-
menetelma.

Algoritmeja 16ytyy mm. NR:std ja Mathewsin kirjasta [M|. Tarkoitus on té-
mén luvun loppuosassa esitelld numeerisia tekniikoita lahinnd Mathewsin esityk-
sen mukaisesti. Tilanteen yksinkertaistamiseksi joudutaan rajoittumaan péaasias-
sa tapaukseen, jossa alue D on R?:n suorakulmio.

10.28. Aaltoyhtidlon numeerinen ratkaisu. Tarkastelemme uudelleen
aaltoyhtdlod, joka edelld jo ratkaistiin Fourier-menetelméalld. Nyt menetelméana
on 9.12:n kaltainen differenssimenetelma.

Nyt tehtdvana on ratkaista RAT

up(x,t) = Cuge(z,t)  (0<z<a, 0<t<b)
uw(0,t) =0 ja wu(a,t)=0 Vte(0,b)
u(z,0) = f(z) Vaze(0,a)

u(z,0) =g(z) Ve (0,a)

(10.29)

Merkitédén R = {(x,t) : 0 <z <a, 0 <t <b}.
Differenssiyhtéléiden johto. Jaetaan R (n — 1)(m — 1):een samankokoiseen

suorakulmioon, jakovélit z-akselilla Ax = h ja t-akselilla At = k. Ratkaisun
todellinen arvo verkkopisteissd on u(x;,t;) ja likiarvo u;;.
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T T2 Tn

Kéytetaan kaavaa (9.14), jolloin

u(z,t + k) — 2u(x,t) + u(x, t — k)
L2

Utt<l’, t) = + O(l{?)

ja

u(z + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)
12

Merkitddn x;11 = z; + h ja t;1 = t; + k sekd korvataan u(wx;,t;) w;;:114, jolloin

(10.29):n nojalla

Uz (T, 1) =

+O0(h).

Wijp1 — 2Ui 5+ Uijo1  oWig1j — 2Ui 5 + Ui
(10.30) = —¢ - .

Sijoitetaan (10.30):een r = ck/h, jolloin saamme
(1031) Ui j+1 — 2Ui7]‘ +ujj1 = T‘Q(UH_Lj — 2ui,j + Uz‘_Lj)

ja edelleen
(10.32) Ui i1 = (2 = 2r)u;

+ T2<ui+1,j —+ uifl,j) — Ui -1 (’l = 2, 3, e, = 1) .
;Lbi,j+1

i1, WUij Uit

Uj 51

Differenssimenetelméd kutsutaan stabiiliksi, jos vaiheessa j tehty virhe vaime-
nee laskennan edetessd. Vilttaméton ehto stabiiliudelle on, ettd r = ck/h < 1.
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Alkuarvot. Rivin j = 3 arvojen laskemiseksi kaavasta (10.32) tarvitaan rivit
j=2jaj=1 Rivi j =1 tunnetaan RAT:n (10.29) nojalla. Nyt

(10.33) u(zi, k) = u(x;, 0) + ug (25, 0)k + O(K?) .

Kéytetdan merkintoja u(z;,0) = f(x;) = fi, w(2:,0) = g(x;) = ¢; (10.33):ssa,
jolloin saadaan toisen rivin alkioille

Jos on olemassa f”, niin u,,(z,0) = f” ja

(10.35) U (75,0) = Puge(y,0)
2fi + fia

= () = 2L - +O(h?).
Taylorin kaava antaa approksimaation
k‘2
(10.36) u(z, k) = u(z,0) + u(z,0)k + w + O(K?).

Nyt (10.34)—(10.36) yhdessi antavat

22
(10.37) u(ws, k) = fi+ kg + oh
+ O(R*)O(K*) + O(k*).

Asettamalla r = ck/h saadaan lopputulokseksi

(firr —2fi + fiz1)

2
r .
(10.38) w;o = (1 — ) fi + kg; + 5(f¢+1 + fir1) (1=2,3,...,n—1).

10.39. d’Alembertin ratkaisu. Ranskalainen d’Alembert (1717-1783)
huomasi, etta
(10.40) uw(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct)

toteuttaa aaltoyhtdlon (10.29) vélilld 0 < z < a, jos on olemassa F', F G’ G" ja
F(=z2)=—-F(z), G(—z) = —G(2), G(2 4+ 2a) = G(z), F(z+2a) = F(z) Vz.
Todistus:

2 11 2
uy = F"(x + ct) + G (x — ct) ,
Uz = F"(x + ct) + G"(x — ct) = (1) pitee.

RAT (10.29) = F(x)=G(z) = f(x)/2. ©
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10.41. Lause. Oletetaan ettd w;(x;,0), u;2(z;, k) (1 =1,2,...,n) ovat
(10.29):n eksakteja ratkaisuja. Jos asetetaan k = h/c, on kaavassa 10.28 (4) r =1
ja edelleen

(10.42) Wij41 = Witd,j + Ui-1,j = Uij—1-

Lisdksi (10.42) antaa eksaktin ratkaisun.
Todistus. Kun ck = h, patee v;—ct; = (i—1)h—c(j—1)k = (i—1)h—(j—1)h =
(¢ — j)h, ja vastaavasti x; + ct; = (i + j — 2)h, jolloin (10.40) antaa

wiy = F((i— DR +G((i+j—2h) (i=1,2,....n, j=1,2,...,m)
ja edelleen
Uiprj + Uiy —uig=F((i+1—=7)h)+ F((i—1-j)h)
—F((i—(G—-1))h)+G((i+14+j—-2)h)+G((i—14+j—2)h) —G((i+5—1—2)h)

=F((i—G+1Dh)+G((i+j+1—2)h) =ujji1,

kint=1,...;njaj=12,...,m.

10.43. Esimerkki. Viarahtelevian kielen aaltoyhtélon ratkaisu finite-
difference-menetelmalld (ks. Mathews [M, p. 505]).

u(x,t) = dug(x,t) (0<z <1, 0<t<0.5),
w(0,t) =0u(l,t) =0 (0<t¢<0.5),

u(z,0) = f(z) =sin(mx) +sin(2rz) (0 <z < 1),
u(z,0) =g(z)=0 (0<z<1).

Valitaan h = 0.1, k = 0.05. Koska ¢ = 2, niin r = ck/h = 1, ja koska g(z) = 0 ja
r =1, niin (10.38) antaa

wio=(fisi+ fix1)/2 (1=2,...,9).
Asetetaan r = 1 kaavassa (10.32), jolloin saadaan

Ujjp1 = Wig1j + Uim1,j — Ui j—1 -

MATLAB-ratkaisu alla.

% FILE e1010.m begins.

echo off;

% Simplified version (finedif.m not needed) of al0_1.m:
% Algorithm 10.1 (Finite-Difference Solution
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yA for the Wave Equation).

% Section 10.1, Hyperbolic Equations, Page 507

% in: NUMERICAL METHODS by John H. Mathews

echo on; clf; format short; hold off; clear

% HYPERBOLIC PDE’s.

% Finite difference solution for the wave equation

b 2

% u (x,t) = ¢ u (x,t) with

yA tt XX

A\tt\%  u(0,t) =0 and u(a,t) =0 for 0 \py t \py b.}

% u(x,0) = f(x) and u (x,0) = g(x) for 0 < x < a.
T t

% A numerical approximation is computed over the rectangle
%\tt \% O\py x \pya, ON\pyt\pyb.}
pause 7% Press any key to continue.

clf;

% Store f(x) and g(x) in the M-files f.m and g.m respectively.
% function z = f(x)

% z = sin(pi*x) + sin(2*pixx);

% function z = g(x)
hz=0;
delete e€1010.txt
delete f.m
clear f
diary f.m; disp(’function z = £(x)?);...
disp(’z = sin(pi*x) + sin(2*pi*x);’);...
diary off;

delete g.m

clear g

diary g.m; disp(’function z = g(x)?’);...
disp(’z = 0;7);...

diary off;
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% Remark. f.m g.m finedif.m are used for Algorithm 10.1
£(0); g(0);

pause 7% Press any key to continue.

clf;

% Place the endpoint of [0,a] in a.

% Place the endpoint of [0,b] in b.

% For the wave equation, enter the constant c.
% Over [0,a] enter the number of grid points n.
% Over [0,b] enter the number of grid points m.

a = 1; b = 0.5;
c = 2 Un = 11;
m = 11; n=11;

U = zeros(m,n);

h =1/(n-1);

x = 0:h:1;

U(l,:) = £(x);
U(2,2:n-1) =0.5x(f(x(1:n-2)) + £(x(3:n)));
for j = 3:m
U(j,2:n-1) = U(j-1,3:n)+U(j-1,1:n-2)-U(j-2,2:n-1);
end;
pause % Press any key to see the solution.
clf;
Z = fliplr(U);
mesh(Z) ;
Mx1=’The finite difference solution to the wave equation. E10107;
title(Mx1);
shg; pause % Press any key to continue.
clf,echo off,diary e1010.txt
disp(’ ?),disp(Mx1),disp(’ ’),disp(U)
diary off,echo on
% FILE e1010.m ends.
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The finite difference solution to the wave equation. E1010

-2
15

10 15

10

10.44. Laplacen yhtidlon numeerinen ratkaisu. Laplacen yhtalon
VU = Upy + Uy = 0

diskretointiin kdytdmme approksimointia

flet+h)—2f(z)+ f(x - h)

() = L row),
joten
(10.45) Viu(r,y) =
w(x+h,y)+ulx —hy)+ulx,y+h) +u(z,y —h) — du(x,y)

72 + O(h?).

Jaetaan suorakulmio R = {(z,y) : 0 <z <a, 0 <y <b, b/a=m/n} nxm
nelioon, joista kunkin sivunpituus on h (a = nh, b = mh).

Ym

Y1

Yo

Ty T1 Tn
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Merkitdan
r;=1ih (i=0,...,n),

yj=jh (j
Yhtéalosta (10.45) saadaan

Uity + Uimj + Ui + Ui — duj
(10.46) Vi, ; = = —3 ! L=0.

Kaava (10.46) on nimeltdén wviiden pisteen differenssikaava Laplacen yhtélolle.
(Vrt. harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuus.)

Oletamme, ettd arvot w;; tunnetaan reunalla (kun i = 0 tai n tai j = 0 tai
m), kuten on laita esim. Dirichlet’'n ongelmassa.

Verkon sisépisteitd (1 <i<n—1,1<j<m—1)on (n—1)x (m—1) kpl
ja tuntemattomia u, ; samoin.

Muodostetaan tuntemattomista vektori p = (p1, . .., D(n-1)x(m—1)) seuraavasti:
P(mp—1)(nt1)
Pn Pnt1 P2(p-1)
pr| D2 Pnt1

Yhtalot kirjoitetaan p;:ille indeksin ¢ mukaisessa jarjestyksessa kayttden kaa-
vaa (10.46) ja ottaen huomioon reuna-arvot.

10.47. Esimerkki. Etsi Dirichlet'n probleeman V?u = 0,

u(z,0) =20, u(x,4) =180 (0 <z <4),
u(0,y) =80, u(4,y) =0 (0<y<4),

ratkaisu alueen R = {(z,y) : 0 < x < 4, 0 < y < 4} pisteissd (7,7), missa
i=1,2,3jaj=123.
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u=8)0 — o o o < u=0
T
u =20
1. yhtdlé on 80 + py + 20 + ps — 4p; = 0.
2. yhtélo on p1 + p3 + 20 + ps — 4ps = 0.
Saadaan yhtéloryhmé (Mathews s. 524)
—4dp1 + po + D4
p1—A4p2+ ps3 + D5
p2 — 4ps3 + Do
p1 —4dps+ ps + pr
P2 + pa—4ps + Dps + s
P3 + ps—4ps + Do
Da —4pr + ps
Ds + pr—A4ps+ Py
+ Do + ps —4po

MATLAB-ratkaisu:

% FILE e1012.m begins.
% GENERATES: e1012.txt

= —100

—20
—20
—380

0

0
—260
—180
—180

% Dirichlet problem in R = {(x,y): 0 < x < 4, 0 <y < 4}:

% u + u =0
h XX vy
%

% u(x,0) = 20, u(x,4) =180 0<x<4

% u(0,y)

184

80, u(4,y) =0 0<y<4



a = -4xdiag(ones(1,9))+ diag(ones(1,8),1) + diag(ones(1,8),-1);
a = a + diag(ones(1,6),3) + diag(ones(1,6),-3);

% This is a "rough approximation" of a. Now must correct some
% terms to zero:

a(3,4) =0; a(4,3)=0; a(6,7) =0; a(7,6) =0;

rhs(1) = -100; rhs(2) = -20;rhs(3) = -20;rhs(4) = -80; rhs(5) = 0;
rhs(6) = 0; rhs(7) = -260; rhs(8) = -180; rhs(9) = -180;
a, pause;

rhs’, pause;

delete e1012.txt;

echo off

diary el012.txt;

disp(’FILE e1012.txt begins.’);
disp(’10.12. Esim. Dirichlet’’n probleema’);
eqn = [a rhs’], pause;

p = a\(zhs’);

disp(’Solution:’);

disp(p?’);

disp(’FILE e1012.txt ends.’);
diary off;

%» FILE e1012.m ends.

FILE e1012.txt begins.
10.12. Esim. Dirichlet’n probleema

eqn =

-100
-20
-20
-80

|
S
-
-

= O = O O O O

-260
-180
-180

O O O OO = O
O O O O = O -
O O O —» O O

, O P, O O O O O

[N

-
|

S

Solution:
Columns 1 through 7

55.7143  43.2143 27.1429 79.6429 70.0000 45.3571 112.8571
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Columns 8 through 9
111.7857  84.2857

FILE e1012.txt ends.

10.48. Iteratiivisista menetelmista. Viiden pisteen differenssimene-
telmé Laplacen yhtélolle 10.44:n mukaisin jakopistein vaatii (n — 1) x (m — 1)
tuntemattoman etsimisté lineaarisesta yhtaloryhmasta. Yhtaloryhméan matriisil-
la on (n —1)? x (m — 1)? alkiota, joten tilantarve kasvaa nelitllisesti n:n ja m:n
funktiona. Iteratiivisissa menetelmissé ideana on redusoida tilantarve niin, etté
kiytetddn tilaa vain (n — 1) x (m — 1) tuntemattomalle.

Tarkastelemme Dirichlet’n ongelmaa malliprobleemana; kiytdmme merkintoja
kuten 10.44:ssd. Reuna-arvot

u; = u(zo,y;)  (1<j<m—1)
uip = u(, Yo) (1<i<n-1)
Uim = U(Ti, Ym) (1<i<n-1)

tunnetaan, koska kyseessd on Dirichlet’n probleema. Laplacen yhtalon ratkaisut
ovat harmonisia funktioita, joille péatee keskiarvo-ominaisuus. Kaytdmme viiden
pisteen differenssikaavaa (10.46), keskiarvo-ominaisuuden diskreettid analogiaa

(10.50) Uil + Ui—1j + Ui 1+ Uij—1 — 4ui7]~ =0.
Kirjoitetaan (10.50) ekvivalenttiin muotoon

Uity + Uim1j + Uijrr + w1 — 4u,
4 M

(10.51) wij = wij +1ij N 135 =

kin 1<i<n—-1jal<j<m-—1.

Olkoon K reuna-arvojen (10.49) keskiarvo. Iteratiivisen menetelmén yksi ite-
raatioaskel koostuu kaikkien u; j-arvojen lapikdynnisté kaavan (10.51) mukaisesti,
alkuarvona K. Iteraatiota toistetaan, kunnes kaikki |r; ;|:t ovat < ¢, tai vaihtoeh-
toisesti enintddn tietty méara kertoja.

SOR-menetelméssé (successive over-relaxation) kiytetaan (10.51):n asemasta
kaavaa
(10.52) Wij = U;; +wr;; , missé

w:4/(2+\/ —<Cos%+008%>2).
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10.53. Esimerkki. SOR-menetelmé Dirichlet’'n ongelman V2u = 0,

u(z,0) =20, u(x,4) =180 (0 <z <4),
u(0,y) =80, u(4,y) =0 (0<y<4),

ratkaisun approksimoimiseksi.
Ks. Mathews s. 528 Ex. 10.7.

% FILE e1014.m begins.

% GENERATES: e1014.txt

% Dirichlet problem in R = {(x,y): 0 < x < 4, 0 <y < 4}:
hoou +u =0

hoo XX vy

yA

% u(x,0) = 20, u(x,4) =180 0<x<4
% u(0,y) = 80, u(4,y) =0 0<y<4

% is solved using the SOR-method (Mathews, p. 528)
echo off;
n=238; m= 8;
u = zeros(n,m);
u(l,:) =20%ones(1l,n);
u(m, :) =180*ones(1,n);
u(2:m-1,1)=80*ones(m-2,1) ;
u(2:m-1,n)=0%ones(m-2,1) ;
u(1,1) =50; u(l,n) =10;
u(m,1) =130; u(m,n) =90;
K =(1/4)*(180 + 20 + 80 + 0);
u(2:n-1,2:m-1) =K*ones(n-2,m-2);
u, pause;
omega = 4/(2 + sqrt( 4 - (cos(pi/(n-1)) + cos(pi/(m-1)))"2 ));
for ite =1:40
for j =2:n-1

for i=2:m-1

r = (u(i+1,j) + u(i-1,j) + u(i,j+1) + u(i,j-1) - 4*u(i,j));
u(i,j) = u(i,j) + 0.25*r*omega;

end;
end;
end;
delete el1014.txt
diary el014.txt;
disp(’FILE e1014.txt begins.’);
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disp(’10.14. Esim. Dirichlet’’n probleema SOR-menetelmalla’);
u, pause;

disp(’FILE
diary off;

el1014.txt

ends.’);

mesh(u), title(’E1014. SOR-method for Dirichlet problem’),pause;

% FILE

FILE

el014.m

ends.

e1014.txt begins.
10.14. Esim. Dirichlet’n probleema SOR-menetelmalla

Columns 1 through 7

50.0000  20.
80.0000 b51.
80.0000 66.
80.0000  75.
80.0000  85.
80.0000  99.
80.0000 124.
130.0000 180.

Column 8

10.0000

0

0

0

0

0

0

90.0000
FILE e1014.txt

0000
8284
2149
8460
7257
6712
5148
0000

ends.

20
41
57
71
87
108
138
180

.0000  20.
.0986  35.
.1852  49.
.4435  65.
.3857  83.
.4443 108.
.3881 140.
.0000 180.

0000
3809
9840
3569
9294
3320
5934
0000
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20
30
42
56
74
100
135
180

.0000  20.
.4411 24,
.0128  31.
.0706  42.
.6431  58.
.3609  82.
.6536 121.
.0000 180.

0000
3705
5557
2694
2117
8148
6600
0000

20.
15.
17.
23.
33.
51.
88.

180

0000
4852
5702
2398
1195
0265
1716
.0000



E1014. SOR-method for Dirichlet problem

200

150

100

50

10.54. Lampoyhtéloistd. RAT

u(z,t) = Puge(z,t) (0<z<a, 0<t<D)
u(z,0) = f(x) (t=0, z€(0,a))
(10.55) w(0,) = q(t) =c1 (z=0, t € (0,0))
u(a,t) = go(t) = co (r =a, t€(0,b))

kuvaa lampétilan jakautumista (eristetyssd) sauvassa, jonka pait ovat vakioldm-
potiloissa ¢ ja ¢y ja jonka lampotilajakautuma hetkelld ¢ = 0 on f(x). Kohdassa
9.2 esitettiin (10.55):n Fourier-sarja-ratkaisu. Nyt esitimme numeerisen finite-
difference-ratkaisun.

tm

t1

1 T2 Tn

Kaytetaan approksimaatioita

u(z,t+ k) — u(x,t)

(10.56) u(x, t) = ’ + O(k),
(10.57) o (,1) = u(z — h,t) — QuE;, t) +u(x + h,t) oM,
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Tiy1 = Xy + h, tj+1 = tj + kf, U 5 = U(ZL‘Z‘,t]‘) .

Sijoitetaan (10.56) ja (10.57) (10.55):een:

Ui jr1 — Uiy Uim1j — 2Ui5 + Uiy
(10.58) %:CQ ! h; z

Merkitsemilld r = ¢*k/h? saadaan

(10.59) Wi = (1= 2r)ui; + r(wio1; + wir1 ),

joten (10.59) antaa u; jq1:n, kun w,_q j, u;; ja w41 ; tunnetaan.
Stabiliteettivaatimus saa nyt muodon

k< 12/ (2¢%).

10.60. Interaktiivinen Finite-difference-ohjelma M ATLABilla.
Alla interaktiivinen MATLAB-ohjelma finite-difference-menetelméd varten.

%» FILE fd2.m begins.
% Design a polygonal region with vertices on a rectangular grid
% Each interior angle pi*c, ¢ = 0.25, 0.5, 0.75
% Give temperatures on sides as Dirichlet boundary conditions
% and solve Laplace equation at interior grid points
% The last point has to be the same one as the first one
% (to make the region closed).
% MATLAB 4.0
clear; clf;
x= 1:10; y = 1:10;
axis(’square’);
axis([0 8 0 8 1);
for m=1:10
line([m m], [1 101);
line( [1 10] , [m m]);
end;
luku=input (’Please enter number of corner points: ’);
disp([’Please enter ’ num2str(luku) ’ points by clicking mouse:’])
[x,y] = ginput(luku);
hold on;
plot(x,y,’ko’), title(’FD-approximation of Dirichlet-problem’),
xlabel (’Each rectangle is a square with side = 1°);
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plot(x,y,’k’);

n=input (’Please enter the number of boundary temperatures
for p=1:n
t(p) =input(’Please enter temperature: ’);
% gtext(num2str(t(p)));
end;
disp(’Temperatures given: ’);
disp(1:n)
disp(t)
ch =input (’Enter 1 if you have corrections’);
if (ch ==1)
n=input (’Please enter the number of boundary temperatures
for p=1:n
t(p) =input(’Please enter temperature: ’);
% gtext(num2str(t(p)));
end;
end

disp([’Now double click the mouse ’ num2str(n) ’ times ’...

’to give the places of the temperatures:’]);
for p=1:n
[x,y]l=ginput (1) ;
gtext (num2str(t(p)));
end;
disp(’The temperature at a corner is the mean value of’);
disp(’the temperatures of the adjacent sides’);
m=input (’Please enter the number of unknowns: ’);
disp([’Please enter ’ num2str(m) ’ points ’
’by double clicking the mouse:’])
for p =1:m
gtext (num2str(p));
[x,y] =ginput(1);
plot(x,y,’k*’);
% circle(x,y,0.03:0.02:0.1);
end;

a=-4*xeye(m,m); b =zeros(m,1);
for j=1:m
p=input ([’Enter the number of the neighbors °’
>of x(’ num2str(j) ’) :’1);
for r=1:p
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pp=input ([’Enter the index of ’ num2str(r) ’:st neighbor’...
> of x(° num2str(j) ’) :’1);
a(j,pp) =1;
end;
if (p < 4)
disp([’s = sum of temperatures of the bdry values °’
‘of x(° num2str(j) ) :’°1);
b(j) =-input(’Enter s: ’);
end;
end;
disp([a bl)
var= a\b;
var’
% FILE fd2.m ends.

FD-approximation of Dirichlet—problem

5l 1{/// 40450
4 0 5 130

3l Jo 110

O L L L )
0 2 4 6 8

Each rectangle is a square with side = 1

>> disp(date)
29-Nov-1999
>> £d2
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Please enter number of corner points: 8
Please enter 8 points by clicking mouse:
Please enter the number of boundary temperatures : 12
Please enter temperature: 30
Please enter temperature: 50
Please enter temperature: 70
Please enter temperature: 80
Please enter temperature: 110
Please enter temperature: 140
Please enter temperature: 150
Please enter temperature: 130
Please enter temperature: 110
Please enter temperature: 80
Please enter temperature: 50
Please enter temperature: 40
Temperatures given:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

30 50 70 80 110 140 150 130 110 80 50 40

Enter 1 if you have correctionsO

Now double click the mouse 12 times to give the places of the temperatures:
The temperature at a corner is the mean value of

the temperatures of the adjacent sides

Please enter the number of unknowns: 5

Please enter 5 points by double clicking the mouse:

Enter the number of the
Enter the index of 1:st
s = sum of temperatures
Enter s: 170

Enter the number of the
Enter the index of 1:st
Enter the index of 2:st
s = sum of temperatures
Enter s: 130

Enter the number of the
Enter the index of 1:st
Enter the index of 2:st
s = sum of temperatures
Enter s: 190

Enter the number of the
Enter the index of 1:st
Enter the index of 2:st

neighbors of x(1) :1
neighbor of x(1) :2
of the bdry values of x(1)

neighbors of x(2) :2
neighbor of x(2) :1
neighbor of x(2) :3

of the bdry values of x(2)

neighbors of x(3) :2
neighbor of x(3) :2
neighbor of x(3) :4
of the bdry values of x(3)

neighbors of x(4) :2

neighbor of x(4) :3
neighbor of x(4) :5
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s = sum of temperatures of the bdry values of x(4)
Enter s: 190

Enter the number of the neighbors of x(5) :1
Enter the index of 1:st neighbor of x(5) :4

s = sum of temperatures of the bdry values of x(5)
Enter s: 380

-4 1 0 0 0 -170
1 -4 1 0 0 -130
0 1 -4 1 0 -190
0 0 1 -4 1 -190
0 0 1 -4 -380

60 70 90 100 120

>> print -deps ../images/tb
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Liite: Esimerkkiohjelmien Maple-versioita

Tassa liitteessé on seuraavien MATLAB-esimerkkiohjelmien Maple-vastineet: e102.m,
el03.m, e104.m e105.m, e106.m, e107.m, e113.m, e118.m, e123.m, €205.m, €214.m,
e302.m, e304.m, e306.m, €310.m, €315.m, €409.m, €419.m, €510.m, €519.m, €520.m,
€626.m, e633.m, e818.m, €822.m, €916.m, e1010.m, €1012.m, e1014.m.

1.2. Lineaarisen yhtaléryhmin Az = b ratkaisu.

# FILE e102 begins.
with(linalg):
A:=randmatrix(50,50):
b:=randvector(50):
x:=linsolve(A,b):
check:=norm(x,2);
evalf (check);

# FILE e102 ends.

1.3. Minimin haku.

# FILE e103 begins.

f[103] := sin@tan + 1.2*cos;

plot(£[103], -1.7..1.7, title="Funktio esim. 1.3");
evalr (f[103] (INTERVAL(-1.6..1.6)));

x:=’x7:

minimize(f[103] (x), {x}, {x=-1.6..1.63});
readlib(extrema) (f[103] (x), {},’s’);

eqn:=diff (£[103] (x),x);

min (op(map(f[103], [seq(fsolve(egn,x = -1.6 + n*0.01),n=0..20)]1)));

# FILE 103 ends.

1.4. Data-analyysi.

# FILE e104 begins.
x:=x7: y:="y’:

a:=’a’: b:=b’: c:=’¢c’:
with(stats):
with(plots):

X:= [seq(0.3%j,j=0..16)1:
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Y:= map(x-> x"2+Pi*x+0.5%sin(10%*x), X):
fit[leastsquare[ [x,y], y=a*x~2+b*xx+c ]]([X,Y]);

p2:= rhs(%):
poly:= plot(p2,x=0..5):
points:= pointplot(zip( (x,y)->[x,y], X,Y), symbol=B0X):
display([poly, points], axes=FRAME,

labels = [sprintf(’%a’,p2), " "],

title = "E104: Data ja sovitettu kayra");
# FILE e104 ends.

Polynomi on .98842122142% + 3.183412107z — .01825017469.

E104: Data ja sovitettu kayra

o 1 2 3 a 5
.9884212214*x/2+3.183412107*x-.1825017469e—1

1.5. Tavallisen differentiaaliyhtilon alkuarvotehtéavin ratkaisu.

# FILE el1l05 begins.
# Solves y’?> +ay’ +by=0, y) =1, y°(0) =0

=)~ . e=Jxr) -
x:=x’: y:="y’:
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a:=-0.05: b:=0.15:
y0:=1.0:
dy0:=0.0:

dsolve ({diff (y(x),x,x) + a*xdiff(y(x),x) + bxy(x) = 0,
y(0) = y0, D(y)(0) = 0}, y(x));

# OR:
#dsolve ({(D0@2) (y) (x) + a*D(y) (x) + bxy(x) = 0,
# y(0) = yO, D(y)(0) = 0}, y(x));

plot(rhs(%), x=0..1, title="E105: Solution by dsolve");
# FILE e105 ends.

1.6. Integraalin laskeminen.

# FILE e106 begins.

£106:= sin~2 * (exp@sqrt);

a:= int(f106(x), x=0..Pi);

plot(£106, 0..Pi, title="Integral = ".(sprintf("%7.5f",evalf(a))));
# FILE el106 ends.

1.7. Interpolointiongelma.

# FILE el107 begins.

x:=x’: y:="y’: a:=’a’:

with(stats):

with(plots):

X:= [-1, 0, 1, 2]:

Y:= [0, 1, 0.5, 2]:

XY:= zip( (x,y)->[x,y], X,¥):

n:= nops(XY) - 1: # = nops(X)-1 = nops(Y)-1

fit[leastsquare[ [x,y], y=sum(ali]l*x~i, i=0..n)]]1C [X,Y] );
p:= unapply(rhs(%),x);

x[0]:= 1.5;
y[0]:= p(x[01);
poly:= plot(p,-1..2):

datapoints:= pointplot (XY, symbol=DIAMOND) :

interpoint:= pointplot([x[0],y[0]],symbol=B0X) :

display([poly,datapoints,interpoint],
title="E107: ".(sprintf ("%a",’p’(x[0]1))).
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"="_ (sprintf ("%£",y[0])));
# FILE e107 ends.

1.13. Esimerkki (Hypergeometrinen funktio). Seuraava ohjelma kiyttaa
Maplen omaa funktiota hypergeometrisen funktion laskemiseen.

# FILE e113 begins.
a:=0.5: b:=0.5: c:=1.0:
plot (hypergeom([a,b], [c],r), r=0..0.99,
title="E113: F(a,b;c;r), a=0.5, b=0.5, c=1.0");
# FILE el113.m ends.

1.18. Ohjelma-epsilon.

# FILE e118 begins.

r:= ’r’:

test:= r -> arcsin(sin(r)) - r:

plot(test(r), r=0..1, title="E118: arcsin(sin(r)) - r");
# FILE 118 ends.

1.23. Taylor-sarjan osasummat.

# FILE e123 begins.

Digits:=16:
x:= -T.:
e:= exp(x):
t:=’t’:

for n from 2 by 2 to 38 do

sums [n] := eval( convert(taylor(exp(t),t=0,n+1),polynom), t=x)
od:
tbl:= [seq([2*n, sums[2*n], sums[2*n] - e], n=1..19)]:

dprintf:=proc() # "Double Print Formatted"
fprintf(args); printf(args[2..nargs]) end:

f:= fopen("e123.dat" ,WRITE,TEXT) :
dprintf (f,"FILE e123.dat Dbegins.\n\n"):
dprintf (f,"Terms Partial sum Error\n"):
for n to 19 do

dprintf (f,"%2d %16.9f %16.5e\n", op(tbl[nl]))
od:
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dprintf (f,"\nThe answer is %10.9f\n",exp(x)):
dprintf (f,"FILE e123.dat ends.\n"):
fclose(f):

Digits:=10:
#it#writedata("e123.dat",tbl);
###twritedata(terminal ,tbl) ;

# FILE e123 ends.

Ohjelma tuottaa seuraavan tiedoston:

FILE el123.dat begins.

Terms Partial sum Error

2 18.500000000 1.84991e+01
4 61.375000000 6.13741e+01
6 84.718055556 8.47171e+01
8 64.292881944 6.42920e+01
10 30.931765046 3.09309e+01
12 10.291680097 1.02908e+01
14 2.511955770 2.51104e+00
16 .469778134 4.68866e-01
18 .070092678 6.91808e-02
20 .009183674 8.27179e-03
22 .001729775 8.17893e-04
24 .000979884 6.80019e-05
26 .000916703 4.82104e-06
28 .000912177 2.94925e-07
30 .000911898 1.57279e-08
32 .000911883 7.37705e-10
34 .000911882 3.07055e-11
36 .000911882 1.17392e-12
38 .000911882 2.52973e-14

The answer is .000911882
FILE e123.dat ends.
2.5. Satunnaiskulku.

# FILE e205 begins.
# with(stats): with(random):
# ypt:= normald(n):

199



with(plots):

n:= 15:

ypt:= stats[random,normald] (n):

xpt:= stats[random,normald] (n):

xy:= [seq( [xptl[i], yptl[il], i=1..n )]:

points:= pointplot(xy, symbol=CIRCLE):
lines:= pointplot(xy, connect=true):
texts:= textplot([seq( [xpt[i] + 0.1, yptl[i]l, ¢i‘], i=1..n )],
align=RIGHT) :
display([lines,points,texts],
axes=BOXED,
title="E205: Normal distribution in x- and y-axis");
# FILE e205 ends.

E205: Normal distribution in x- and y-axis

a4
13
15 12
1
8
5
—1.4 -1 —0.6 —0.20 0.20.40.60.8 1 1.21.41.61.8

2.14. Input.

# FILE e214 begins.
X:= ’x7:
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###do
a:= readstat("Enter a real number a for ax +b : "):
b:= readstat("Enter a real number b for ax + b : "):

y:= X -> a*x + b:
plot(y, -3..3, title="Suora ".(sprintf("%a",’y’=a*xx+b)));
plots[complexplot] (sin(x + I*y(x)), x=-3..3,
title="E214: sin(z), kun ".
(sprintf ("%a",Im(’z’)=a*Re(’z’)+b)),
labels=["Re(z)","Im(z)"]);
###od;
# FILE e214 ends.

3.2. Kertoimien vaikutus juuriin.

# FILE e302 begins.

# Study the Wilkinson polynomial
with(plots):

X:= ’x7: k:= ’k’:

p:= x -> mul(x-k, k=1..20):
for j from 0 to 10 do

add_19:= -0.1%(j-5):
points:= [solve(p(x) + add_19*x~19)]:
plt[jl:= complexplot(points, style=POINT,

title="E302: Wilkinson polynomial, a_19 = ".
(sprintf ("%a",-210+add_19))):
od:
display([seq(plt[jl, j=0..10)], insequence=true);
# FILE e302 ends.

3.4. Polynomisovitus.

# FILE e304 begins.
with(plots):
with(stats):

x:= ’x’:
x -> x*xlog(x) + bx*sin(x):

<
I
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xpt:= 20*sort ([ stats[random,uniform] (20) ]):
ypt:= map(y,xpt):

xy:= zip((x,y)->[x,y], xpt, ypt):

err:= 0.3+*describe[standarddeviation] (ypt):
xyeu:= map((X,y)->[X[1],X[2]+y], xy, err):
xyel:= map((X,y)->[X[1],X[2]-y], xy, err):

a:= ’a’: b:=’b’: c:=’¢c’: d:= ’d’:
eqn:= fit[leastsquarel[[x,y], y = a +b*x +cxx~2 +d*x~3, {a,b,c,d}]]
([xpt,yptl);

dataplot:= pointplot(xy,style=LINE):
polyplot:= plot(rhs(egn), x=0..20, linestyle=3):
errplot:= pointplot([op(xy), op(xyeu), op(xyel)]):
display([dataplot,polyplot,errplot],

title="E304: Polynomial fit of degree 3");
# FILE e304 ends.

E304: Polynomial fit of degree 3

70
60{
5o{
4o{
30{
20{

10
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3.6. Esimerkki (Interpolaatio). Huomaa, ettd astetta 7 oleva polynomi on
sama (tarkkaan ottaen tarkempi: itse asiassa tédsmilleen oikea) kuin MATLABin
antama tulos (josta Mathematica poikkesi melkoisesti).

# FILE e306 begins.
with(stats):
with(plots):

year:= [seq(1900 + 10%i, i=0..7)]:
pop:= [70, 92, 106, 123, 131, 150, 180, 200]:
xy:= zip((x,y)->[x,y], year, pop):

X:= ’x’: a:= ’a’:

eqnl:= fit[leastsquare[ [x,y] 1] ([year,popl):

eqn7:= fit[leastsquarel[ [x,y], y = add(alk]l*x"k, k=0..7) ]]
([year,popl):

pl7plot:= plot([rhs(eqnl), rhs(eqn7)], x=1900..1990,
labels=["vuosi", ""]):

dataplot:= pointplot(xy):

txtplot:= textplot({[1910,1500,
"Astetta 7 oleva polyn.ennuste v. 1990: ".
(sprintf("%.4g",subs(x=1990,rhs(eqn7))))],
[1910,1300,
"Lineaarinen ekstrapolaatio antaa ".
(sprintf ("%.4g",subs(x=1990,rhs(eqn1))) )1},

align=RIGHT):

display([pl17plot, dataplot, txtplot],

title="E306: USA:n vakiluku (milj.)");
# FILE e306.m ends.
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E306: USA:n vakiluku (milj.)

1600
Astetta 7 oleva polyn.ennuste v. 1990: 1636
1400 -
Lineaarinen ekstrapolaatio antaa 229.0595
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800 -
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400 -
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vuosi

3.10. Rungen ilmio.

# FILE 310 begins.
with(plots):
readlib(spline):

X:= ’x7:
xl:= -5: x2:= b:
f:= x->1/(1+x"2):

for n from 3 to 14 do
dx:= (x2-x1)/n: # Use exact values: stats[fit] is sensitive
xpt:= [seq(xl + ixdx, i=0..n)]:
ypt:= map(f,xpt):
xy:= zip((x,y)->[x,y], xpt, ypt):

a:= ’a’:

eqn:= stats[fit,leastsquarel[ [x,y], y = add(alk]*x"k, k=0..n) 1]
([xpt,yptl):
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spl:= spline(xpt,ypt,x):

poly:= plot([rhs(eqn),f(x)], x=x1..x2, color=[red,blue]):
spli:= plot([unapply(spl,x),f], x1..x2, color=[red,blue]):
data:= pointplot(xy):

text:= textplot(

{[0,7.7,cat(sprintf ("%d",n+1)," tukipistetta tasavalein")],
[0,-3.5,""]}, # To adjust bottom of figure
font=[HELVETICA,10]):

display([poly, data, text], title=
"E310a: Polynomiaproksimaatio 1/(1+x~2):1le: Rungen ilmio",
labels=["",""]):
spframe[n] := display([spli, data, text], title=
"E310b: Spliniaproksimaatio 1/(1+x"2):1le",

ruframe [n]:

labels=[" " , " u] ) :

od:
rufig:= display([seq(ruframe[n], n=3..14)],

insequence=true, labels=["",""]):
spfig:= display([seq(spframe[n], n=3..14)],

insequence=true, labels=["",""]):
# PlotLabel->"E310a: Rungen ilmio, polynomiaproksimaatio",
# PlotLabel->"E310b: spline-aproksimaatio",

#b:= animate(cos(t*x), x=0..Pi, t=0..1, color=blue,scaling=CONSTRAINED) :
display(array(1l..2, [rufig,spfigl));

# ,title=["E310: lausekkeen 1/(1+x"2) tasavalinen approksimointi",""]);
# FILE e310 ends.

3.15. Numeerinen derivointi. Ohjelma e315 kiyttda seuraavaa funktiota nu-
meeriseen derivointiin:

# FILE numder begins.
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NumDer (y,h) gives a numerical approximation for the derivative
of f for equally spaced data y:= [seq(f(x+j*h), j=1..m)], m >= 5.
The 5-point-rule numerical differentiation coefficients,

from Abramowitz-Stegun, 25.3.6, are used. To compute

dy0 = £’(x0) at a single point x0 set, for example, h:= 0.001,
x:= [seq(x0+ixh, i=-2..2)]; y:= map(f,x); dy:= NumDer(y,h);

dy0:= dy[3];

H OH B OH H H R

NumDer :=proc(flst::1list,h)
local 1,ta,tb,tc,td,te, ti,tp0,tp,tp2,tp3;
1:=nops(flst);
if 1<5 then ERROR(
‘The first argument (list) must have at least 5 members!‘) fi;
ti:=[$1...1];
tp0:=[1$1];
tp:=[-2,-1,0$1-4,1,2]; # DOES NOT WORK for flist short ( <4 )
tp2:=[4,1,0$1-4,1,4];
tp3:=[-8,-1,0$1-4,1,8];
ta:=(2xtp3 - 3*tp2 - tp + tp0)/12;

tb:=(4%tp3 - 3*tp2 - 8*tp + 4%tp0)/6;
tc:=(2%tp3 - 5%tp)/2;
td:=(4*xtp3 + 3%tp2 - 8*tp - 4*tp0)/6;

te:=(2%tp3 + 3*tp2 - tp - tp0)/12;

evalf ((+zip(times,ta,map(proc(i,L) L[i] end, map(max,ti-tp-2*tp0,1),flst))
#,zip(times,ta,map(flst,map(max,ti-tp-h*tp0,1)));
#,zip(times,ta,map(i-> flst[i] ,map(max,ti-tp-h*tp0,1)));
#,zip(times,ta,map(proc(i) flst[i] end, map(max,ti-tp-h*tp0,1)));
#,seq(taljl*flst[j], j=map(max,ti-tp-h*tp0,1));
-zip(times,tb,map((i,L)->L[i], map(max,ti-tp-tp0,1), flst))
+zip(times,tc,map((i,L)-> L[i], map(max,ti-tp,1), flst))
-zip(times,td,map((i,L)->L[i], map(max,ti-tp+tp0,1), flst))
+zip(times,te,map((i,L)->L[i], map(max,ti-tp+2*tp0,1), flst)))/h)
end:

times:=(x,y)-> x*y: # The auxilliary function used in NumDer.
# FILE numder ends.

# FILE e315 begins.

with(plots):
read numder:
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numdif:= (f,x,h) -> (f(x+h) - f(x-h))/(2xh):
e315f:= x -> sin(x) + cos(10*x):

h:= readstat("Enter h (e.g. = 0.02) : "):
x:= [seq(1 + h*r, r=0..floor(2/h))]:
zl:= zip( abs@((i,j) -> i-j),

map2( numdif,e315f, x,h), map( D(e315f), x) ):
dy:= NumDer (map( e315f, x),h):
z2:= zip( abs@((i,j) -> i-j), dy, map( D(e315f), x) ):
yO:= min(op(z1),0p(z2)): yi1l:= max(op(zl),op(z2)):

xyl:= zip( (i,3) -> [1,j], %, z1):
xy2:= zip( (i,3j) -> [i,j], x, z2):

e]
IS
Il

logplot(xyl, linestyle=3):

# PlotRange->{y0,y1},

c2:= logplot(xy2):
# PlotRange->{y0,y1},

display([cl, c2], axes=BOXED, title=
"E315: Abs. error of numdif (dotted) and NumDer (solid)",
labels=["h = ".(sprintf("%f",h)),""1);

# FILE e315 ends.
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4.9.

# FILE

E315: Abs. error of numdif (dotted) and NumDer (solid)
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Gaussin eliminointi.

e409 begins.

2 2’5 3
h = .005000

# Gauss elimination without pivoting.
with(1linalg):

n:=

readstat("Enter an integer n>=2 :

||):

if n< 6 then small:=true else small:=false fi:

A:
X:
b:
C:

0.001*randmatrix(n,n,entries=rand(0..1000)):

vector([seq(i,i=1..n)]):

A&*xx:
blockmatrix(1,2,[A,b]):

###x:= randvector(n):

###b:=randvector(n,entries=rand(0..1000)):

# augment?

if small then print(‘Extended matrix‘, ’C’=eval(C)); print(‘ ¢) fi:

for

j to n-1 do

for i from j+1 to n do
if abs(C[j,j]) < 10~(-10) then
print(‘Bad matrix, cond = ¢, cond(A,2));
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break

fi;
C:= addrow(C, j, i, -Cl[i,jl/Cl[j,j1); # Add to row i
if small then print(C); print(‘ ¢) fi

od;

od;

sol:= vector(n):

sol[n]:= C[n,n+1]/C[n,n]:
for i from n-1 to 1 by -1 do
# s:= 0;

# for j from i+l to n do

# s:= s + C[i,jl*sol[j]
#

#

od;

sol[i]:= (C[i,n+1]-s)/Cl[i,1i];

j:= ’j’;

sol[il:= (C[i,n+1] - sum(C[i,jl*sol[j]l, j=i+l..n))/Cli,i]
od: # pivot?
print(‘Solution = ¢, sol);
print (‘Should be = ¢, x);
print(‘Error = ¢, norm(x-sol,2));
bb:= A&*sol:
print(‘A x solution = ¢, evalm(bb));
print (‘Should be = ¢, evalm(b));
print(‘Residual = ¢, norm(b-bb,2));

print(‘Difference from Maple solution = ¢,

norm(linsolve(A,b) - sol));
# FILE e409 ends.

4.25. Kuntoisuusluvun muuttaminen. Maplessa on valmiina kuntoisuuslu-

ku.

# FILE e418 begins.

with(linalg):

n:= 5:

a:= 0.001*randmatrix(n,n,entries=rand(0..1000)):
a:= evalm(a):

c:= readstat("Enter a number c>1 : "):
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s:= evalf(Svd(a,u,v)):

ss:= seq(s[1] - (G-D=*s[1]*(1 - 1./c)/(n-1), j=1..n):
aa:= u&xdiag(ss)&*transpose(v):

aa:= evalm(aa):

print("The matrix"):

print(aa):

printf ("\nhas condition number = %f", cond(aa,2)):

# FILE e418 ends.

E419: Error as a function of the cond number

.le2 o

dle—1+
dle—2 o
Error 3
.1le—3 3
le—05 3

1e—06 -

1e—07 -

.le2le3leale5 1e+06 1le+08 le+l10 le+l2 le+ld
Condition number

4.19. cond(a):n vaikutus tarkkuuteen.

# FILE e419 begins.
with(linalg):
with(plots):

20:
evalm(0.001*randmatrix(n,n,entries=rand(1...1000))):
evalf (Svd(a,u,v)):

n:

n
I
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data:= NULL:
for p to 15 do
c:= 10.07p;
ss:= seq(s[1] - (G-D=*s[11*(1 - 1./c)/(n-1), j=1..n);
aa:= evalm( u &* diag(ss) &* transpose(v) );
x:= vector([1.%$n]);
b:= evalm(aa&*x) ;
numsol:= linsolve(aa,b);
d:= abs(norm(numsol-x,2));
data:= data, [c,d]
od:

loglogplot([datal, axes=BOXED,
title="E419: Error as a function of the cond number",
labels=["Condition number","Error"]);

# FILE e419 ends.

5.10. Esimerkki (kiintopisteiteraatio).

# FILE e510 begins.

# Fixed point iteration for the linear system
# x=0.2x -0.1y + 0.2z + 0.8
#

#

y = -0.05x + 0.1y + 0.3z - 0.5
z=-0.1x - 0.0y + 0.2z - 0.1
with(linalg):
a:= matrix(3,3,[0.2, -0.1, R

0.2
-0.05, 0.1, 0.3
-0.1, -0.05, 0.2
b:= vector([0.8, -0.5, -0.1]):
v:= vector([0.55, 0.1, 1.]1):

1:

F:= matrix(3,3, [8, 1, -2, 1, 18, -6, 2, 1, 16]):
G:= vector([8, -10, -2]):
u:= linsolve(F,GQ);
# For an unknown reason,

data:= [evalm(v)]: # data:=evalm(v); here
for i to 10 do

v:= evalm(a&*v + b);

data:= [op(data),evalm(v)] # and data:=data,evalm(v) here
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od: # does not work!

# AGAIN, WITH DIFFERENT DATA REPRESENTATION:
v:= vector([0.55, 0.1, 1.]):
data:= op(convert(v,list)):
for i to 10 do
v:= evalm(a&*v + b);
data:= data,op(convert(v,list))
od:

f:= fopen("e510.dat",WRITE):
writeline(f, "FILE e510.dat begins."):

writeline(f, " x y z"):
writedata(f, matrix(11,3,[datal)):
writeline(f):

unumer:= evalf (op(convert(u,list))):
writeline(f, "Maple solution to original system = ".
(sprintf (" [%.10£f,%.10f,%.10£f]", unumer))):
writeline(f, "Error = ".(sprintf("%e",
norm(vector([datal[31..33]]1)-u,2)))):
writeline(f, "FILE e510.dat ends."):
fclose(f);

do
line:=readline("e510.dat"); #TEST IF EXISTS !!!
if line=0 then break fi;
printf ("%s\n",line)

od:

# FILE e510 ends.

5.19. Huomautuksia (Newtonin menetelm3).

# FILE ebl19 begins.
with(plots,complexplot):

#z:= ’z’:

it:= z-> (1.+2.%273)/(3.%z"2):

arenear:= proc(i) if evalf(abs(z10[i]-1))<0.01 then true else false fi end:
w:= NULL:
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for r from 0.1 by 0.1 to 1.2 do
z:= [seq(r*exp(I*the), the=[seq(0.2%i, i=0..2%evalf(Pi)/0.2)] )];
z10:= map(it@@10,z);
ind:= [seq(i, i=1..nops(z))];
w:= w, seq(z[i], i=select(arenear,ind));
od:

complexplot([w], style=POINT, axes=BOXED,
title="E519: Study the iteration z->(1+2z"3)/(3z~2)",
labels=["Marked points are near to 1 after 10 iterations",""],
font=[HELVETICA,12]);

#xy={Re[#] ,Im[#]}& /@ w; WAS NOT NEEDED !

# FILE e519 ends.

E519: Study the iteration z-=>(1+2z2z"3)/(3z"2)
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5.20. Numeerinen Jacobin matriisi.

# FILE e520 begins.
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with(plots):
with(linalg):

numjaco:= proc(f,x)
local h,m,1,j,e;
h:= 10.07(-4);
m:= [];
1:= nops(convert(x,list));
for j to 1 do

e:= vector([0$1]); el[jl:= 1;

m:= [op(m), evalm((f(evalm(x+h*e)) - f(evalm(x-h*e)))/(2xh))]
od:
transpose (matrix(m))

end:

eb20f:= x -> evalf(vector([3*x[1] - cos(x[2]*x[3]) - 0.5,
x[1]1°2 - 81%(x[2]+0.1)"2 + sin(x[3]) + 10.6,
exp(-x[11*x[2]) + 20*x[3] + (10%Pi - 3)/31));

x0:= vector([3,4,5]);
data:=  [[0, op(convert(x0,list)), norm(e520f(x0),2)]1]:
x1:= x0:
for j to 9 do
x1:= evalm(xl - linsolve(numjaco(e520f,x1), e520f(x1)));
data:= [op(data),
[j, op(convert(xl,list)), norm(e520f(x1),2)]1]

od:
1i:= pointplot3d(map(L->L[2..4], data), style=LINE, color=black):
pt:= pointplot3d(datal[10][2..4], color=black, symbol=BOX):

display([li,pt], axes=BOXED, orientation=[-50,50],
title="E520a: Newton iteration, end point marked",
labels=["x1","x2","x3"],font=[HELVETICA,12]);

logplot (map(L->[L[1],L[5]], data),
axes=BOXED,
title="E520b: Function norm",
labels=["Number of Newton iterations",""],font=[HELVETICA,12]);

f:= fopen("e520.dat", WRITE):
writeline(f, "FILE e520.dat begins."):
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writeline(f, "i X y
writedata(f, data):
writeline(f, "FILE
fclose(f):

eb20.dat ends."):

do
line:=readline("e520.dat");;
if line=0 then break fi;
printf ("%s\n",line)

od:

# FILE

e520 ends.

Ohjelma tuottaa seuraavan tulostiedoston:

FILE e520.dat begins.

#TEST IF EXISTS !

i X y z

0 3 4 5
1 9.950053969 2.038499585 -
2 .524524722 .742886910 -
3 .4949074142 .3972533776 -
4 .4971709115 .2771453778 -
5 .4970474887 .2580112078

6 .4970438097 .2574996297

7 .497043807 .2574992636

8 .497043807 .2574992636

9 .497043807 .2574992636

FILE e520.dat ends.

6.26. Huomautus (ortogonaaliset polynomit).

# FILE e626 begins.
with(plots):
with(linalg,linsolve):

nmax:= 4:

g:= exp:

rl:= readstat("Enter r1 : "):

r2:= readstat("Enter r2 > r1 : "):

xi:= [seq(r1+(r2-r1)/40.0%i, i=0..40)]:
yl:= map(g,xi):

xyl:= zip( (i,j)->[i,j], xi,y1):
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norm(f)

.473599085

.4735987755
.5143474504
.5170791451
.5175788059
.5175919442
.5175919542
.5175919542
.5175919542

norm(f)"):

1347.447633
262.8605363
47.13315078
9.675171919
1.168496382

.0296553901

2.1190063450e-05
1.0000000000e-10
1.0000000000e-10
1.0000000000e-10



orig:= plot(xyl):

for n from 2 to nmax do
a:= matrix(n,n, [seq(seq(
(r2~(2*n-k-j+1.) - ri~(2*n-k-j+1))/(2*n-k-j+1),
k=1..n), j=1..n)] ):
b:= vector( [seq(int(g(x)*x~(n-j), x=rl..r2), j=1..n)] );
c:= linsolve(a,b);

y2:= map(x->(sum(c[k]*x~(n-k), k=1..n)), xi);
virhe:= map(abs, zip( (x,y)->x-y, y2,y1));
maxvirhe:= max(op(virhe));
int2:= sqrt((r2 - r1)/40.0%
(add(x~2,x=virhe) - (virhe[1l] 2+virhe[-1]1"2)/2));

xy2:= zip( (1,j)->[1,j], xi,y2):
appr [n] := plot(xy2, linestyle=n):
texta:= textplot([rl + (r2-r1)/20, g(r2) - 3,  #i## MUST BE ...
"Abs. err. = ".(sprintf("%a",maxvirhe))],
align=RIGHT):
textl:= textplot([rl + (r2-r1)/20, g(r2) - 8, ### ... ADJUSTED
"L2 err. = ".(sprintf("%a",int2))],align=RIGHT):
fig[n]:= display([orig, apprln], texta, textl],
axes=BOXED,
labels=["degree = ".(sprintf("%a",n-1)),"y"])
od:

fig234:=display([orig, appr[2], apprl[3], appr(4]],
axes=BOXED,
labels=["Degr. 1,2,3 polyn. L2-appr. of exp",""]):

display(array(1..2,1..2, [[fig[2],fig[3]], [figl4],fig234]11),
title="E626: Polynomial approximations and errors");
# FILE e626 ends.
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E626: Polynomial approximations B&acetPamiynomial approximations and errors

50.1 Abs. err. = 8.82643438 50 Abs. err. = 1.63954680
L2 err. = 4.625749 /,2 | L2 err. = .76945449156
1 y y
40. Vi 40. )
//’/ //
30.4 // //
dedgree =1 30. degree = 2
20.7 -
P 20. p
10.1 — 7
2. 2.50 3.00 3.50 4.00 2. 2.50 3.00 3.50 4.00

E626: Polynomial approximations B&aceramiynomial approximations and errors

501 Abs. err. = .22444824 50. /
L2 err. = .9664506%)3[le—1
y
401 40.
| 30. 5
30. degree = 3 Degr. 1,2,3 pojyn. L2-appr. of exp
20. .
20.1 -
10,
10.7 , , , e , , ,
2. 2.50 3.00 3.50 4.00 2. 2.50 3.00 3.50 4.00

6.33. Esimerkki (Gramin-Schmidtin ortogonalisointi).

# FILE e633 begins.
with(1linalg):

v12m:=proc (VL) # convert from vector list to matrix
convert (map(convert,VL,’list’) ,matrix)
end:

Gram:= proc(x) # x should be a list of vectors
local dim, y, n;
dim:= nops(x);
y:= [seq(0, n=1..dim)];
y[1]:= x[1];
for n from 2 to dim do
y[n]:= evalm(x[n] -
add( dotprod(x[n],yl[k])*y[k]/norm(y[k],2)"2 , k=1..n-1))
od;
y
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end:

dim:= 3: #20:

x:= evalm(0.001*randmatrix(dim,dim,entries=rand(0..1000))):
x:= map(L->vector(L), convert(x,listlist)):

y:= Gram(x); yy:= GramSchmidt(x);

z:= Gram(y):

print("y := Gram(x); norm(y-Gram(y)) = ", # CLAIM NOT RIGHT

norm(vl2m(z) - v12m(y),frobenius));
# FILE 633 ends.

Vertailun vuoksi on kiytetty myos Maplen paketissa linalg olevaa valmista
ortogonalisointifunktiota GramSchmidt.

8.18. Esimerkki (Fourier-muunnos).

# FILE e818 begins.
with(plots):
with(linalg):

data:=[]:
for n from 2 by 2 to 12 do
w:= exp( I*2%Pi/n);
wc:= exp(-I*2%Pi/n);
F:= matrix(n,n, (p,q)->evalf(w ~((p-1)*(g-1))) );
FC:= matrix(n,n, (p,q)->evalf(wc~((p-1)*(q-1))) );
c:= norm(1/n*FC&*F - array(l..n,1..n,identity), frobenius);
data:= [op(data), [n,c]] # or band([1], n)
od:

logplot(data, title="E718:");
# FILE 818 ends.

8.22. Esimerkki. Maplessa ei liene vastinetta MATLABin flops-muuttujalle,
joten tehtyjen laskutoimitusten maérié ei saada selville.

# FILE e822 begins.
with(plots):
with(linalg):

data:=[]:
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for n from 2 by 10 to 60 do

x:= evalm(0.001*randvector(n,entries=rand(0..1000))):
w:= exp( I*2%Pi/n);

F:= matrix(n,n, (p,q)->evalf(w~((p-1)*(g-1))) );

y:= F&xx;

m:= n/2;

wm:= exp( I*2*%Pi/m);

Fm:= matrix(m,m, (p,q)->evalf(wm~((p-1)*(q-1))) );
x1:= vector([seq( x[2*%j-1], j=1..m )]);

x2:= vector([seq( x[2%j ], j=1..m )]);

yl:= evalm(Fm&*x1);

y2:= evalm(Fm&*x2) ;

jm:= [$1..m];

ym:= [op(map(j -> y1[j] + w~(j-1) * y2[j]l, jm)), # Concatenate
op(map(j -> y1[j] - w~(j-1) * y2[j]1, jm))]; # two lists.

data:= [op(data), [n, norm(y-ym,2)]]
od:

logplot(data, axes=BOXED,
title="E722: n x n -matriisin FFT:n tarkkuus");
# FILE 822 ends.

9.16. Esimerkki (Differenssimenetelma).

# FILE €916 begins.

with(linalg):
with(plots):
a:= 1.:
b:= 2.:
N:= 10:
h:= (b-a)/N:

bvall:= 1.: bval2:= 2.:
p:=x -> -2./x:
q:= x -> 2./x°2:
r:= x -> sin(log(x))/x"~2:

tt:= [seq(a + j*h, j=0..N)]:
t:= tt[2..-2]:
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n:= nops(t):
diagon:= map( -(2. + h"2%q), t):
mtx:= diag(op(diagon)):
pp:= map(p, t):
for i to n-1 do

mtx[i,i+1]:= 1 - 0.5%h*pp[il]
od:
for i to n-1 do

mtx[i+1,i]:= 1.+0.5%h*pp[i+1]
od:

ver:= map(h~2*r, t): # The rhs of the lin. equation
ver[1]:= ver[1] - bvalix(1 + (-2/(a+h))*0.5%h):
ver[n] := ver[n] - bval2*(1 - (-2/(b-h))*0.5%h):

sol:= linsolve(mtx, vcr):

xy:= zip( (x,y)->[x,y], t, convert(sol,list)):

c2:= (1/70.)*%(8. - 12xsin(log(2.)) - 4x*cos(log(2.))):
exact:= x ->
(1.1-c2)*x + c2/(x*x) - 0.3*sin(log(x)) - 0.1xcos(log(x)):

fig:= plot(exact, a..b):
points:= plot(xy, style=POINT):
figl:= display([fig, points], axes=BOXED, title=
"E916a: Numerical (points) and exact solutions"):
figl;

error:= zip( (x,y)->[x,y], t, convert(sol,list)-map(exact,t) ):
fig2:= plot(error, title="E916b: Error"):
fig2;

tbl:= concat(sol, vector(map(exact,t)), sol-vector(map(exact,t)));
f:= fopen("e916.dat", WRITE):

writeline(f, "FILE e916.dat begins."):

writeline(f, "numerical exact error"):

writedata(f, tbl):

writeline(f, "FILE e916.dat ends."):

fclose(f):

do
line:=readline("e916.dat");; #TEST IF EXISTS !!!
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if line=0 then break fi;
printf ("%s\n",line)

od:

# FILE e916 ends.

Ohjelma tuottaa seuraavan tiedoston:

FILE e916.dat begins.

numerical exact err

1.092600519 1.092629298 -2.
1.187043127 1.187084842 -4.
1.283336869 1.283382364 -4.
1.381402046 1.381445951 -4.
1.481120264 1.481159417 -3.
1.582359898 1.582392461 -3.
1.68498902 1.685013961 -2.
1.788881747 1.788898534 -1
1.8939211 1.893929509 -8.

FILE e916.dat ends.

8779e-05
1715e-05
5495e-05
3905e-05
9153e-05
2563e-05
4941e-05

.6787e-05

409e-06

10.10. Esimerkki (aaltoyhtilon ratkaisu).

# FILE e1010 begins.
with(plots):
with(linalg):

f:= x -> evalf( sin(Pi*x) + sin(2*Pix*x) ):

#it#g:= 0. ;

a:=1.: b:= 0.5:
c:= 2.: Un:= 11:
m:= 11: n:= 11:
###U:= matrix(m, n, 0);

h:=1./(n-1):

xx:= [seq(j*h, j=0..n-1)]:

U[1]:= map(f,xx):

U[2]:= [0, op(map(.5%f, xx[1..n-2])

for j from 3 to m do

Ulj1:= [0, op(U[j-11[3..n] + U[j-

od:

+ map(.5*f, xx[3..n])), 0]:

11[1..n-2] - U[j-2]1[2..n-1]), O]

matrixplot(array( [seq(U[j]l, j=1..m)] ),
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axes=BOXED, labels=["x","t","u"], font=[HELVETICA,12],

title=

"E1010: The finite diff. solution to the wave eq.");
# FILE e1010.m ends.

E1010: The finite diff. solution to the wave eq.

10.12. Esimerkki (Dirichletin ongelma).

# FILE e1012 begins.
with(linalg):

a:= band([1,0,1,-4,1,0,1], 9):

al3,4]:= 0: al4,3]:= 0: al6,7]:= 0: al[7,6]:= 0:

b:= vector([-100,-20,-20,-80,0,0,-260,-180,-180.]1): # dot!
sol:= linsolve(a, b);

eqn:= augment(a,b);

f:= fopen("el012.dat", WRITE):

writeline(f, "FILE e1012.dat begins."):
writeline(f, "Dirichlet’n probleema, eqn ="):
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writedata(f, eqn):

writeline(f, "sol ="):

writedata(f, sol):

writeline(f, "FILE e1012.dat ends."):
fclose(f):

do

line:=readline("el012.dat"); #TEST IF EXISTS !!!

if line=0 then break fi;
printf ("%s\n",line)

od:

# FILE e1012 ends.

Ohjelma tuottaa seuraavan tiedoston:

FILE el1012.dat begins.
Dirichlet’n probleema, eqn =

-4 1 0 1
1 -4 1 0
0 1 -4 0
1 0 0

0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
sol =

55.71428574

43.21428575

27.14285717

79.64285718

70.00000009

45.35714290
112.8571429
111.7857144
84.28571434
FILE e1012.dat ends.

10.14. Esimerkki (SOR-menetelma).

# FILE e1014 Dbegins.
with(linalg):
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with(plots, matrixplot):

n:= 8: m:= 8:

K:= (1/4)*(180. + 20. + 80. + 0.):
#u:= matrix(m,n,K):

u:= [[K$n]$m]:

ul1]:= [20.%$n]:

ulm] := [180.%n]:

for j from 2 to m-1 do ulj,1]:
for j from 2 to m-1 do ulj,n]:
ull,1]:= 50.: ull,n]:= 10.:
ulm,1]:= 130.: ulm,n]:= 90.:

80. od:
. od:

I
o

omega:= evalf(4/(2 + sqrt(4+(cos(Pi/(n-1)) + cos(Pi/(m-1)))"2)));
for ite to 40 do
for j from 2 to n-1 do
for i from 2 to m-1 do
r:= uli+1,j] + uli-1,j] + uli,j+1] + uli,j-11 - 4xuli,jl;
uli,jl:= uli,j] + 0.25xr*omega
od
od
od:

f:= fopen("el1014.dat", WRITE):

writeline(f, "FILE el014.dat begins."):

writeline(f, "Dirichlet’n probleema SOR-menetelmalla"):
writeline(f, "u ="):

writedata(f, u):

writeline(f, "FILE e1014.dat ends."):

fclose(f):

matrixplot(u, axes=BOXED, labels=["x","y","u"],
title="E1014: SOR-method for Diriclet problem");
do
line:=readline("e1014.dat"); #TEST IF EXISTS !!!
if line=0 then break fi;
printf ("%s\n",line)
od:
# FILE e1014 ends.
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