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1. Jos (A,,)$% on jono joukon X osajoukkoja, niin merkitddn

liminf A, = D (ﬁ Ak> ja limsup A4, = ﬁ (OO Ak> )
noee n=1 \k=n n—oo n=1 \k=n

[liminf = limes inferior, limsup = limes superior]
Olkoon (X, I', 1) mitta-avaruus ja A; € I' kaikilla j € N.
(a) Osoita, etta

liminf A; € I', limsupA; € T’

J—0 j—o0
ja
o N T : ‘
p(liminf A;) < lim (;g{u(z‘b)) :
(b) Osoita, etta
p(limsup A;) > lim (sup ,u(Aj)) :
j—00 k—oo \ j>k

jos (U5, 4;) < oo.

(c) Todista ns. Borel-Cantelli lemma: Jos >~ j(A;) < oo, niin
p(limsup;_, A;) = 0 eli melkein mikdén piste ei kuulu &déret-
tomén moneen A;:hin.

2. Oletetaan, ettd A; C Ay C A3 C --- C R"™. Osoita, etta
m (L_Jl Ai> = Zlirgom (A;).

3. Osoita, ettd joukko A = {(z,y) € R*: x > 1ja 0 < ya? < 1} on
mitallinen.
4. Olkoon A C R" ja f: A — R. Olkoon
A, ={ze€A: f(x)>r},
kun r € R. Osoita: jos m (Ap) > 0, niin on olemassa sellainen r > 0,

ettd m’(A,) > 0.

5. Olkoon A C R™ ja f: A — R. Oletetaan, ettd on olemassa jou-
kot By, Bs,... siten, ettd A = U2, B; ja rajoittumakuvaus f|B; on
mitallinen jokaisella i. Osoita, ettd f on mitallinen.

[Jatkuu kééntopuolella. ]
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6. Olkoot joukot Ay C [0,1], £ = 1,2,..., mitallisia. Oletetaan, etta
kaikilla £ € N on voimassa

2k —1
2k
Osoita, etté leikkausjoukko (;—, Ay on epétyhjé.

m(Ak) >



