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(24.02.2016)

Kaikissa tehtévissd satunnaismuuttujat elavat todennakoisyysavaruudel-
la (€2, F) varustettu todennékoisyysmitalla P ja filtraatiolla F = (F; : t € N),
jossa F, C F; kun s < t.

1. Olkoon W; ~ N(0,1) standardi Gaussinen satunnaismuuttuja, jol-
la Ep(W;) = 0 ja Ep(W?) = 1. Muistetaan etti Ep(exp(6W;)) =
exp(0?/2). ja olkoon (Sy, B; : t € { 0,1}) markkinamalli jossa By =
So =1, By = By(1 + 1), r > —1 on deterministinen. ja

2

Sy = Soexp(oWq + pu— %)

Esita riskineutraali mitta ) ~ P jonka suhteen W; on Gaussinen.

Vihje : kokeile mitta QY uskottavuus osaméiirilld % = (1(0) = exp(6W),
osoita ettd QY mitan suhteen W, on edelleen Gaussinen, ja laske milli
9: arvolla Y on riski neutraali.

Laske arbitraasivapaa hintojen joukko eurooppalaiselle osto ja myynti
optiolle (S;— K)* ja (K —S7)7, ja laske myds edullisin ylisuojausstrae-
gia kallein alisuojaustrategia.

2. Todennékdisyysavaruudella (§2, F, P) varustettuna filtraatiolla F' = (F; :
t € N), AWy(w) t =1,...,T standardi Gaussisia satunnaismuuttuja ja
W, =W, + Wy + -+ + W,. Tiedetdan ettd W, on Gaussinen odotuar-
volla 0 ja varianssilla t. Oletamme ettd W; on F;-mitallinen ja AW, on
P-riippumaton o-algebrasta F;_;. Olkoon (S;, By : t € { 0,1}) markki-
namalli jossa By = Sy = 1, By = B;_1(1 + 1), r; > —1 on determinis-
tinen.

ja Sy = Spexp (Zizl o AW, + Zzzl(ﬂu - é))

(a) Esitd riski-neutraali martingaali mitta @) jonka suhteen AW, ovat
edelleen Gaussisia ja AW; on Q-riippumaton F;_; o-algebrasta.

Vihje Etsi uskottavuusosaméara prosessi joka on tulo muotoinen,
eli Zo =1 ja

= (12 X -+ X G,

jolla Zy(w) > 0, Ep(Z;) = 1 ja Eg(Sr|Fi—1) = St%. Muista
Bayesin kaava
Ep(S:Z4|Fi-1)

Eq(SilFim1) = Eo(Sil i) = =5 "7




(b) Mité tapahtuu kun g0, 7, eivit ole deterministisia, ja ovat F-
ennustettavia , onko silloin () edelleen riskineutraali ?

(c) Olettamalla ettd Vt, uy = p,0y = o 1, = r ovat deterministisia

vakioita, kun t < T, kiyta riskineutraali mitta () hinnoitteilumi-
B

taksi ja laske vastaavat arbitraasi vapaita hintoja ccaHB—;EQ((ST—
K)*|F) ja cput Eq(() —S7)T|F;) eurooppalaiselle osto- ja myynti-
optiolle (Sy — K)* ja (K — Sr)*. Namé optiot eivéit ole toistetta-
vissa téssé markkinamallissa ja arbitraasi vapaa hinnat eivat ole
yksikéasitteisia.
3. Olkoon Y7, ..., Yr Bernoulli satunnaismuuttujat jolla P(Y; = 1|F,_;) =
1 — P(Y; = 0|Fi—1) = pe(w) € (0,1). Oletetaan ettd Y; on F-mitallinen
ja py(w) on F;_i-mitallinen, V¢t = 1,...,T.
Markkinamallissa (B, St, X;) instrumenttien dynamiikka on seuraava:
BOISOIX():l.ja

By =B 1(1+7),5 =S 1(1+u)"(1+d)' 7 Xy = Xeoa(T+d) " (1 + ) ™,
jossa —1 < di(w) < r¢(w) < ug(w) ovat F-ennustettavia prosesseja.

(a) Laske riski-neutraali martingaali mitta.
Vihje etsi uskottavuusosamééra joka on tulomuotoinen.

(b) Olettamalla ettd uy = u,d; = d, 7y = 7,py = p jossa —1 < d; <
r, < uy jap € (0,1) ovat deterministisia vakioita, Silloin kun ¢ <
T laske arbitraasi vapaa hinta c(swap) = %Ep((ST — X7r)tF)
swap-optiolle (S7 — X7)T.

4. Olkoon (X; : t € N) rippumattomia ja samoin jakautuneita joilla
Kun a < 0 < b, jossa a,b € Z, olkoon

T(w) = inf{t : S;(w) & (a,b)}.
(a) Osoita ettéd 7(w) on pyhsidhdyshetki filtraatiossa F = (F; : t € N)
jossa Fr =0(S, :u<t)=o0(X,:u<t).
(b) Osoita etté Sy on F-martingaali joka on nelié integroituva E(S?) <
oo Vt.
(c) Osoita ettéd pyhsdydetty prosessi (Siar : ¢ € N) on martingaali.

(d) Osoita ettd P(7 < oo) = 1. Vihje: muista toinen Borel Cantelli
lemma.



(e) Laske P(S; = a) ja P(S; =b). Vihje: osoita ettd Si,,

(f) Osoita ettd martingaalin S;:n F-ennustettava variaatio, on (S); =
teli

MtZ:StQ—t

on F-martingaali.

(g) Osoita ettd E(7) < oco. Vihje: (M, : t € N) on martingaali, ja

0<nAT=25?

n

ny — Minr, jossa S2 < a®>+b* Vn (0.1)

Kayta Fatou:n lemma kun n — oo.

(h) Laske odotusarvo E(7). Vihje: laske F(S?), ota odotusarvot yh-
talossé (0.1)) ja kiytd monotonisen konvergenssin ja Lebesgue do-
minoidun konvergenssin lauseita.



