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My Thesis, paradoxically and a little provocatively, but nonetheless genui-
nely, is simply this:

PROBABILITY DOES’ NOT EXISTS.

The abandonment of superstitious beliefs about the existence of| Phlogis-
ton |, the Cosmic Ether, Absolute Space and Time, ..., or Faires and Witches
was an essential step along the road on scientific thinking. Probability too, if
regarded as something endowed with some kind of objective existence is no
less a misleading misconception, an illusory attempt to exteriorize or mate-
rialize our true probabilitic beliefs.

Bruno De Finetti, Theory of Probability (1974).


http://en.wikipedia.org/wiki/Phlogiston_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Phlogiston_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Bruno_de_Finetti
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4 SISALTO

Todennékéisyys = Hinta  Bruno De Finetti (1906-1985) oli matemaa-
tikko, taloustietelija ja filosofi. Hanen tieteenfilosofiassa torjutaan absolut-
tisen todennakodisyyden kisite. Sen sijaan todennidkoisyydellda on puhtaasti
operaativinen merkitys. Todennéakoisyydet ovat aina suhteellisia, meidan tie-
don tilasta riippuen.

Epédvarmassa maailmassa, tapahtumat voidaan luokitella kahteen luok-
kaan, V = { varmat tapahtumat } ja € = { epivarmat tapahtumat }.

Kun tapahtuma F € V on varma ja F' O FE eli F' tapahtuu aina silloin
kun E tapahtuu, seuraa ettd myos F' € V on varma. Tapahtuma E on mah-
doton jos sen komplemnetti tai negaatio E¢ (joka tapahtuu silloin kun F ei
tapahdu) on varma.

Merkitdan luokka N = { mahdottomat tapahtumat } ja sanotaan etta ta-
pahtumat F, F' ovat keskenédén ei sopivia kun niiden yhteensattuma on mah-
doton, eli (E N F) € N. Huomataan myos ettd jokaiselle tapahtumalle F,
(EUE) € V. Kun E ja F ovat tapahtumia, (E'U F') merkitsee tapahtuman
jossa E tai F' tapahtuvat.

Erds vedonlyontimeklari ottaa vastaan vetoja tapahtumista Ey,..., E,,
jotka ovat keskendén ei-sopivia, siis (E; N E;) € N (mahdoton tapahtuma)
kun 7 # j. Tarkemmin, meklarin on pakko ottaa vastaan mitd tahansa vetoja
(my6s negatiivisilla panoksilla) tapahtumista E;, ¢ = 1,...,n , ja niiden
yhdisteista (E; U Ej), (E; U E; U Ey), ... jne.

Meklari valitsee kuitenkin vetojen hinnat (tulkinta: todennékoisyydet)
Pr(E;),Pr(E; UE)),Pr(E;UE;UEy)... jne.

Merkinnét: p; := Pr(E;), ja “satunnaissuure” 1g, on tapahtuman FE;n
indikaattori joka saa arvon 1 jos “sattuma” E; tapahtuu, muuten 0.
Pr lyhennys sopii hyvin molemmille englanninkielisille sanoille

Price = hinta ja Probability = todennéakéisyys.
Vastapuolen voitto on satunnaissuure

V= (1]171 - pl)yl +-+ (]‘El - pn)yn

jossa (y1,...,yn) € R™ on vastapuolen vapaasti valittavissa oleva vedonlyon-
tistrategia.

Jos meklari on johdonmukainen, hin méaarda vedonly6nnin hinnat siten
ettd vastapuolelle ei syntyisi arbitraasimahdollisuuksia , eli tilaisuuksia joissa
voi tehda riskiténta voittoa.


http://en.wikipedia.org/wiki/Bruno_de_Finetti

SISALTO 5
Teoreema 0.0.1. (Tdmda on vdite eikd madritelmd !)
Arbitraasivapausoletuksesta seuraa vdalittomdsti:

1. Vetojen hinnat ovat yksikdsitteisid (yhden hinnan laki), vedolle 1g, on
vain yksi hinta Pr(E;) € [0, 1].

2. Jos E; € V (warma tapahtuma), Pr(E;) = 1 ja vastaavasti jos E; € N
( mahdoton tapahtuma), niin Pr(E;) = 0.

3. Hinnat (eli todenndkoisyydet) ovat (ddrellisesti)-additiivisia.
Todistus :

1. Jos vedolle 1 olisi kaksi hintaa, p; > p,, vastapuoli voisi ostaa mekla-
rilta mielivaltainen suuri maéardaa x > 0 vedonlyontilippua hinnalla p; ja
myydéa takaisin meklarille z vedonlyontilippua hinnalla ps. Vastapuolen
voitto (meklarin tappio) on kaikissa tapauksissa

(1g —p1)x — (1g —p2)x = (p1 — p2)x

2. Jos F on varma tapahtuma, ja vedolle 1z on hinta p # 1, vastapuolelle
syntyy varmasti voitto

(lg—plr=(1-p)

Kun p > 1 (vastaavasti p < 1) vastapuoli saa mielivaltainen suuri
voittoa valitsemalla x < 0 ( vastaavasti p > 1). Jos E on mahdoton
tapahtuma, vastapuolen voitto on varmasti

(1g —p)z = —pz
jossa x < 0 on mielivaltainen.

3. Olkoon ensin n =2, (E1 N Ey) € N,

sen lisdksi oletamme ettd (Ey U E3) € V (eli on varma tapahtuma).
Siitd seuraa Pr(E; U Ey) = 1. Lineaarisella systeemilla

V(E1) = (1 —p1)y1 —pey2 =  vastapuolen voitto kun E; tapahtuu
V(E2) = —p1y1 + (1 — p2)ys = vastapuolen voitto kun Es tapahtuu

on ratkaisu mille tahansa voitto-vektorille (V(E7),V(E2)) jos ja vain
jos kertoimien matriisi on kdantyva, eli

l=p) -—p2 \_,
det< —h (1—172))_1 PL=p2 70
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Estaikseen vastapuolta tekemista riskitonté voittoa, on valttaméatonta
etta

Pr(Ey)+ Pr(Ey) =1= Pr(E, U Ej,).

Kunn>2 ENE; e Nkuni#jja, EyUEU---UE, €V (eli on
varma), meklari on johdonmukainen jos ja vain jos

— 1— —
det po (=p) Pl =1—pi—pp— —p.=0
—P1 —P2 (1 —pn)

Tamé determinantti lasketaan induktiolla tai lineaari-algebran Sylves-
terin lemman kautta:

Lemma 0.0.1. Jos A onn xm ja B on m X n matriisi, ja I, onnxn
tdentiteetts matriisi,

det <In + AB) = det (Im + BA)

Yleisemmin, kun (E; N Ey) € N, koska (El U FEy U (Ey U EQ)C) eV,
seuraa

L= Pr(Ey) + Pr(E) + Pr((EyU E)°) = Pr(Ey) + Pr(E;) + (1 — Pr(E U E))
siis Pr(F, U Ey) = Pr(Ey) + Pr(E;) O

Huomataan ettéd todellisuudessa, vedonlyonnti firmojen hinnat eivét ole
tassa mielessd johdonmukaisia, mutta vastapuolen strategiat ovat rajoitettu-
ja, pelaajalle sallitaan vain pitkid posititioita (long position) jossa pelaaja
saa ostaa positiivista maaraa vedonlyontilippuja eikd voi pakottaa vedon-
lyénnin meklaria ostamaan takaisin samoja vedonlyontilippuja samoilla hin-
noilla. Toisaalta vedonlyontimeklari asettamalla vedonlyontihintoja pystyy
tekemaan arbitraasia jos 10ytaa asiakkaita. Koska alalla on kilpailua, kiytéan-
nossa vedonlyonnin meklarille jaé pientd marginaalia. Silloin kun eri meklarit
kayttavit eri kertoimia, joskus voi syntya arbitraasi-mahdollisuuksia asiak-
kaille myos pitkien positioiden kautta.

Oletetaan ettd meklari on hinnoitellut johdonmukaisesti keskendén ei-
sopivia tapahtumia E1, . .., £, ja niiden yhdisteitd hinnoilla Pr(E,), ..., Pr(E,),
jossa P on aarellisesti additiivinen.
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Késitellddn viela monimutkaisempaa vedonlyontisopimusta (“satunnais-
suuretta’”)

X = ileE = ZfElEz
i—1

z€eR
jossa
E, = U FE;, = ( “X saa arvon z“ )
1<i<niz;=x
ja E, = 0 jos * # x; Vi. Vedonlyénninsopimus X maksaa vastapuolelle
etukéteen sovittua summaa x; € R silloin kun “sattuma’” E; tapahtuu.
Téamé& sopimus on “toistettavissa” vedonlyonnin strategialla (x1, ..., z,).

Koska arbitraasivapaassa hinnoittelusysteemissa hinnat ovat yksikasittei-
sid , seuraa ettd X ainoa johdonmukainen hinta (tulkinta: satunnaissuureen
odotusarvo, englanniksi Expectation ) on

Epr(X) := Z v:Pr(E;) =Y xPr(E,) .

zeR

e Odotusarvo on lineaarinen: kun a, b ovat vakioita ja X,Y satunnaisia,

Epr(aX + bY) = CLEPT(X) + bEpT(Y)

e Odotusarvo on positiivinen: jos (X > 0) on varma tapahtuma Pr to-
dennékdisyyden suhteen, eli Pr(X > 0) = 1, seuraa

Ep(X) >0

Huomautus 0.0.1. Olkoon
X C {inl(Ei) ‘neN € R}
i=1

vedonlydnninsopimusten osajoukko.

Matemaattisessa rahoitusteoriassa, karakterisoidaan arbitraasivapaita hin-
tasysteemeja

c=(c(X): X eX)
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Lause 0.0.1. ( Rahoitusteorian ensimmdinen pddlause) Hintasysteemi c(-)

on arbitraasi-vapaa jos ja vain jos on olemassa hinnoittelu-todenndkoisyys
Pr, jolla Pr(E) =0<= E € N, ja kaikille X € X

o(X) =Ep(X) =D aPr(X =u).

Yieisesti silloin kun on olemassa hinnoiteilu-todenndkoiosyys Pr ei tarvitse
olla yksikdsitteinen, voi olla useita hinnoittelutodenndkdoisyyksia jotka gene-
roivat samaa hintasysteemia c(-).

Todistus (<=): Olkoon X1,...,X,, satunnaisuureita ja Pr hinnoittelu-
todenndkadisyys, joka mddard hintasysteemid

cr = Epp(Xy) = Za:Pr(Xk =z), k=1,...,m.
z€R

Tassd oletamme etti { x : Pr(Xy = x) > 0} on ddrellinen, Vk = 1,... ,m.
Olkoon y = (y1, ..., yx) € R* vedonlyénti strategia jolla tapahtuma

{’éyk(Xk — ) > 0} eV

on varma. Toisaalta, odotusarvon lineaarisuudesta, koska cp, = Ep, (Xk),

Ep, (kzm; (X, —ck)) _ ka;yk (EPT(X,C) —ck> 0.

Tdstd seuraa ettd tapahtuma

{iyk(){k —cp) > 0} eN

k=1

on mahdoton, koska muuten

Pr (Z (X — ) > 0) >0
k=1

josta seuraa ristiriita

m

0= Z(Epr(xk) - ck> = Ep, (i yr( Xk — Ck))

k=1

= Epr<(i yr( Xy — Ck)>1{§ yr( Xy — cx) > O}) > 0.
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Implikaatio (=) osoitetaan kohta konveksianalyysin argumentilla O
Arbitraasi-vapaassa tilanteessa, hinnoittelu-todenndkoisyyden Pr:n avul-
la, mddrittelemdlld

(V) =Ep, (V) = Z . Pr(E;)

laajennetaan alkuperdaistd hintasysteemid sdilyttamdalld arbitraasivapautta.

Kun on olemassa, hinnoittelutodenndkoisyys Pr ei tarvitse olla yksikdsit-
teinen, siis jos hinta-systeemi (¢(X) : X € X) on arbitraasi-vapaa, silli voi
olla useita arbitraasi-vapaita laajennuksia.

Huomautus 0.0.2. T'dssa johdannossa emme ole vield paljastaneet etta Kol-
mogorovin todenndkoisyyden aksioomeissa tapahtumat E; tulevat olemaan
jonkun pistetapahtumien avaruuden C2:n osajoukkoja. Sen sijaan De Finetts
kannatti minimaalista lihestymistapaa, jossa pistetapahtumien avaruutta €2
et edes tarvita.

Arbitraasi-vapaus ja hintasysteemi

Madéritelmé 0.0.1. Olkoon V wvektoriavaruus (esimerkiksi V = R%).

Joukko C C'V on konveksi jos ja vain jos
r,yel, 0<a<l = (a:)c+(1—a)y) eC.

Tarkastellaan yksinkertdinen markkinamalli, kahdella ajanhetkelld ¢ €
{ 0,1 =T}, jossa Q = {wi,...,w,} on adrellinen joukko maailmantiloja.
Osakken arvo hetkelld ¢ = 0 on Sp(w) = 7(S) deterministinen, ja osakkeen
arvo hetkelld ¢ = 1 on w:sta riippuen S;(w) > 0 €.

Voidaan olettaa ettd Vi, pistetapahtumat { w;} ovat mahdollisia.

Koska on kyse sijoitukseista, oletetetaan myds ettd Si(w) > 0 Vw € Q.
Sijoitus voi menettdd kokonaan arvonsa mutta ei saa olla koskaan negatiivi-
nen.

Lause 0.0.2. 7(S) on arbitraasi hinta yhdelle osakkeelle S jos ja vain jos
P(S; >7(S)) =1 ja P(S; > 7w(5)) >0 vai P(S; <m(S5)) =1 ja P(S; <7(S)) >0
Néytdmme ettd jos ndin ei tapahdu, on olemassa arbitraasi-vapaa hin-

noittelu systeemi Pr kaikille (2:n tapahtumille, jolla Pr(w;) > 0 Vi ja 7(S) =
Ep.(S).
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Olkoon Q todennékdisyysvektoreiden avoin alijoukko

Q={Q:Q(w;)>0Vi=1,...,n ja ZQ(%) = 1}, ja vastaavat hinnat

i=1

C={Eo(S) = ZSl(wi)Q(wi) Q€ Q}

Viite on osoitettu kun nédytdmme etta m(S) € C.
Koska malli on arbitraasi vapaa on olemassa

wy jolla Pr(wy) >0, a=Si(w)—m(S) <0
ja wg # wy jolla Pr(wg) >0, b= S(wy) —m(S) >0,

ja koska C on konveksi, seuraa (harjoitustehtévi !) etté
C DO (a+n(S),b+m(S)) >n(S).

Vihje Olkoon Q(wi) = 7% , Qws) = —3%, ja Q(w;) = 0 kun j # 1,2.

Seuraa

Eg(S Zsl @) Q(wi) = S1(wn)Q(wr) + S (w2)Qlews) =

(= ) (bfa)zo

jossa Q € O\ Q koska Q(w;) = 0 kun w; & {1,2}.
Osoitetaan sitten (harjoitustehtivii) ettd on olemassa jono Q™ € Q jolla
kun n — oo

Q"™ (w;) > 0ja Q™ (w;) = Qwi), Vi=1,....n

ja Egm (S1) — E@(Sl) =m(S).

Huomautus Kun kaikkien mahdottomien tapahtumien joukko on kiin-
nitetty, sen jéalkeen satunnaisuudella ei ole endd minkalaistd roolia: toden-
nékoisyydet ovat johdonmukaisia hintasysteemeja ja jokaisella mahdollisella
tapahtumalla (jolla on positiivinen todennékéisyys) tule olemaan aidosti po-
sitiivisia hintoja. Johdonmukaisia hintasysteemeja voi olla useita.

Seuraavaksi késittelemme markkinamallia jossa on useita osakkeita, ja
sithen tarvitaan konveksianalyysin tyckaluja.
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Erottavan hypertason lause R%:ssa.

Lemma 0.0.2. (Féllmer ja Shiedin kirjasta, Proposition A.1 )
Olkoon C C R? konveksi joukko jolla 0 € C. On olemassa p € R? jolla

d
(z,p) ::x-p::ZpriEO Ve el

=1

ja on olemassa x¢ € C jolla xy - p > 0.

Sen lisddiksi jos 0 € C, seuraa etti on olemassa p € RY jolla z - p > 0
Vx eC.

Geometrinen tulkinta: on olemassa erottava hypertaso
H:{zzeRd:z-p:0}

joka sijoituu konveksijoukon C ja pisteen 0:n vélissa.

Tod. Merkitédén |z| = /-2 (euklidinen normi), ja C on joukon C:n
sulkema.

Huomataan etta

0¢C <= inf|z| >0 <= inf |z| >0,
zel zeC

ja siind tapauksessd on olemassa y € C jolla |y| = infyec || > 0. Koska
konveksi joukon sulkeuma C on konveksi (harjoitustehtévi), seuraa V0 <
a<l

(z—y)a+y)*>|y> >0
= (v —y,x — )+ (y,y) + 2a(z — y,y) > (y,y) >0
= (r—y,x—y)a>2y—xy)

kun « | 0, seuraa (z,y) > (y,y) > 0, siis voidaan ottaa p = y.
Kasitelldén nyt tapausta jolloin inf,cc |x| = 0. Voidaan olettaa ettia C
joukon virittdmé lineaarinen aliavaruus on koko R¢, eli

L= { j{:AXka :m €N, AL € E§,$k € (7} ::HQd
k=1

muuten jatkamme todistusta aliavaruudessa L ~ R’ jollakin ¢ < d.
Osoitan ettd kun C on konveksi ja 0 ¢ C, siitd seuraa ettd C C RY.
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Olkoon {ey,...,eq} C C, R%:n kanta, jossa e; eiviit ole vilttamitti orto-
gonaalisia mutta virittivit R?. Naytdmme ett

Muuten olisi olemassa jono (¢M™ :n € N) C C

5("):ZA§”)ei—>£kunn—>oo, = A" _1i=1..4d
i=1
Kun n on tarpeeksi suuri )\Z(»”) <0Vi=1,...,d. Tastd seuraa
d (n)
1 =\
0:( €0 13 : eOeC
d y(n) d (n) ’
IRy i L= 2
jossa 0 on konveksi kombinaatio vektoreista €™, ey, ..., eq € C, joka on kon-

veksi joukko. Koska oletettiin 0 ¢ C, tastd seuraa § ¢ C.
Koska C # R?, jonolle ¢, = £ € R\ C jolla Vn

2l =Gl >0

ja ¢, — 0.
Jokaiselle n:lle joukko

Cn:(c_Cn):{x_gngnec}

on konveksi joka toteuttaa lemman ensimmaisen osan oletusta inf,c¢, |z| > 0.
Siitd seuraa ettd on olemassa p, € R?, jolla

(pn,x) >0 Vxel,

Kertomalla positiiivisella skalaarilla voidaan olettaa etta Vn, |p,| = 1.
Koska yksikks-pallon pinta S4~! on kompakti, Heine-Borelin lemmasta
seuraa ettd on olemassa suppeneva alijono p,, — p, jolla |p| =1, ja Vax € C

pra= [ o = 10 oo (2= ) 20

koska ja |G, | — 0.

Koska |p| = 1, p # 0, ja koska L = span(C) on d-ulotteinen, ei voi olla
(x,p) = 0 Vz € C, muuten olisi C C p' jossa hypertaso p* on (d — 1)-
ulotteinen. Siksi on olemassa xo € C jolla (p - z¢) > 0 O

Huomautus Erottavan hypertason lause yleistyy daretonulotteisessa vek-
toriavaruudessa Hahn-Banachin lauseeksi, palataan sithen myohemmin.
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Yleinen todennikéisyys avaruus  Jatkossa (§2, F) on abstrakti toden-
nikoisyysavaruus, jossa F C 2 on tapahtumien c-algebra, joka toteuttaa

1. Qe F,
2. kun A € Fmyos A°=Q\ A€ F,
3. kun {A, :n € N} CF, myds [,y An € F.

Todennékoisyysavaruus on varustettu todennékoisyysmitalla P : F — [0, 1],
jolla P(Q2) = 1, ja P on o-additiivinen, eli kun {4, : n € N} C F, ja
A;NA; =0 kun i # j, siitd seuraa ettd

P<nLeJN An> => P(A,)

neN

Huomataan my6s ettd kun B C A jossa A € F jalP(A) = 0, voidaan laajentaa
todennékoisyyden méirittelyjoukkoa ja asettaa P(B) = 0.
Merkitaan

NF={BCQ:3A€F, jolla BC A jaP(A) =0}

on P-nolla mittaisten tapahtumien joukko.
Satunnaismuuttuja X : (Q,F) — (R™,B(R™)) on mitallinen funktio,
jolla

VB € BR™), X '(B):={w:X(w)€ B} eF.

jossa B(R™) = o(U C R™ : U avoin ) on avoimien joukkojen virittdmén
o-algebra.

Maaritelma 0.0.2. Olkoon P ja Q) todenndkoisyysmittoja todennddkoisyy-
savaruudella (2, F). Sanotaan ettd P dominoi Q ja merkitiin P > Q jos
P(A) =0 = Q(A) =0, eli N¥ C N9, ja sanotaan etti P ja Q ovat ekvi-
valentteja ja merkitiin P ~ @Q silloin kun P(A) = 0 <= Q(A) = 0, eli
NF = NC.

Kun Q on numeroituva P ~ @ jos ja vain jos Vw € Q P(w) = 0 <=
Qw) =0

Maéaritelma 0.0.3. Silloin kun P > Q todenndkoisyysavaruudella (Q, F, on
olemassa Radon-Nikodym mittojen derivaatta Z(w) > 0 joka on ei-negatiivinen
satunaismuuttuja jollsa Ep(Z) =1, ja mitan vaihto kaava pdtee

Eq(X) = Ep(ZX)
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kaikille satunnaismuuttugille X (w) > 0 Q-melkein varmasti. Huomataan ettd
Z € LYQ, F,P) ja merkitidn

dQ
TEw) = 2).

Z(w) kutsutaan myds uskottavuusosamdadrdiksi (englanniksi likelihood-ratio).

Arbitraasi d-osakkeilla  Olkoon
S1(w) = (St(o) =1, St(l)(w)7 89 (w)) € R Pomelkein varmasti
satunnaisvektoreita todenndkdéisyysavaruudella (€2, F), ja

Solw)=7=(mo=1,m1...,m4) € R niiden hinta-vektori hetkelld ¢ = 0.

Merkinta: Ry = [0,00). Téssd t € {0,1} on aika parametri, St(o) =1on
riskiton nolla korkoinen pankkitilitalletus, josta voidaan myo6s lainata rahaa
nolla korolla. Tulkitsemme etté St(k) ovat osakkeiden hintoja ja siksi ovat
ei-negatiivisia, siis P(S;(w)® > 0) = 1 kaikille komponenteille.

Sijoitus-strategia tai salkku (englanniksi: portfolio) kuvaa osakepainojen

vektori &€ = (£o, &1, ..., &) € RETL Salkun arvo on varallisuus prosessi V; jolla
d
Vo :f'W=50+Z§mi hetkella ¢t =0
i=1

d
Vi(w) =& - Si(w) =& + Z&Sy) (w) Thetkelld t =1
i=1

Maaritelma 0.0.4. 1. & on arbitraast salkku kun Vi <0,

P-Vi>0)=1 ja P(E-V3>0)>0

2. Kun arbitraasi-salkkuja ei ole olemassa, sanotaan ettd markkimalli
(S(O) =1, Sfl), . ,Sfd);ﬂo =1,7m,... ,’/Td)
on arbitraasi-vapaa

Huomataan ettéd arbitraasi salkkun maéaéritelméa riippuu todennékoisyys-
mitasta vain nolla-mittaisten joukkojen kokoelman N* kautta, joka ei muutu
kun korvataan P ekvivalenttilla todennakoisyymitalla Q) ~ P.
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Teoreema 0.0.2. (Rahoitusteorian ensimmdinen pédlause, versio 1 ): Ylld
mdadaritelty markkinamalli on arbitraasi-vapaa jos ja vain jos on olemassa
riskineutraali todenndkdisyysv @ (eli vedonlyonti hintavektori tapahtumille

{wi}: i=1,...,n) jolla Q ~P (eli N® = N* ) ja
Eo(8"y =5 =m,, k=1,....d.

Silloin sanotaan ettd () on riskineutraali todenndkdisyysmitta. Riskineutraa-
leja todenndkoisyysmittoja voi olla useita. Siind tapauksessa on myods ole-
massa riskineutraali todenndkdisyys Q* jolla % on rajoitettu.

Tod. (<=): Jos ) on riskineutraali todennékaisyys, ja & = (£o,&1,---,&4)
on salkku, jolla

d
V0=§'7T:§0+ka5ék)=07
k=1

seuraa
Eq(&- (S —m) =€-Eg(Si—m) =0 = Byl€-$1)=0

Silloin jos

£-S1(w) >0, P-melkein varmasti
seuraa etta myos

£-S1(w) >0, Q-melkein varmasti
ja koska
EQ(f'Sl):VOIO

siita seuraa etta

£-S1(w) =0, @ ja P-melkein varmasti

siis € ei voi olla arbitraasisalkku 0. (=): Osoitamme etté kun riskineutraali-
mitta ei ole olemassa, on olemassa arbitraasisalkku. Maaritelladn osakesalkun
voittovektori

Y(w) = (YO(w),...,YDW)) = (S (w) —7) € R

Oletamme ensin ettd Ep(]Y]) < oo.
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Olkoon

Q= {Q todennékoisyys jolla Q ~ P, ja Z—g(u}) on rajoitettu }
C={Eg(Y): Qe Q} CR?

jossa oletuksesta seuraa ettd Eg(|Y]) < oo V@Q € Q. Huomataan ettéd joukot
Q ja C ovat konvekseja.

Kun 0 € C, erottavan hypertason lauseen nojalla on olemassa erottava
hypertaso ¢ € R? jolla

e ) = € Fatn) 2,

ja on olemassa Q\ € Q jolla

d
¢ E(Y) = Eg (Z g,g/“”) >0
k=1

Tasté seuraa etta
d
Q) &Y™ >0) >0
k=1

ja siksi myos
d

QD) &YW >0)>0 vQeQ,

k=1

eritysisesti myos kun @ = P.
Osoitamme etté

d
kaY(k) (w) >0 Pja@ melkein varmasti V@) € Q
k=1

josta seuraa ettd £ on arbitraasi salkku.
Olkoon

A= {w : igw“@%@ < o}

Maaritellaédn jono

W (w) = %1AC(W) 4 (1 - %) 1aw) neN
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jossa A° =\ A. Saadaan
1 1
Be(W¥,) = 11 B(4) + (1= 1P

ja madritellddn todennékoisyysmittojen jono {QF : n € N} C Q mitan vaihto
kaavalla

Qi) = iy ()
Nyt
Fosle ) = P o

koska Q7 € Q. Kun n — oo
Wy(w) — 1(w € A) P melkein varmasti
ja koska 0 < W,,(w) < 1 dominoidun kovergenssin lauseesta seuraa
Eqy (§-Y)Ep(Wy) = Ep((§-Y)W,) — Ep((§-Y)1a) >0

josta seuraa [P’(§ Y > 0) =1.
Yleisemmin, jos Ep(]Y]) = oo, on helppoa konstruoida todennékoisyys-
mitan P ~ P jolla E5(]Y|) < oo, nimittédin kun otetaan

dﬁ C 1
(W)= ———— ] = Ep((1+|Y]) "

seuraa etta

Y]
Es(lY|)=cFE <
s(Y])=c p(l V] <c< o

ja edellinen todistus sovelletaan todennékoisyysmitalle Pp.
Téasta seuraa etta

d
g: (§0 = _Zfls(gk)afla S 7§d) S Rd+1
k=1

on arbitraasisalkku O
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0.1 Numeraari

Tahan asti osakkeiden arvot esiteltiin euroina, ja implisiittisesti oletettiin
seuraavaa:

On kiytettavissa riskiton instrumentti St(o), jolla on hinta 1€ hetkella
t = 0 ja samaa arvoa 1€ hetkelld ¢t = 1, esimerkiksi yhden euron kolikoilla
on selldinen ominaisuus. Sijoitus St(o) instrumentiin vastaa korotonta pank-
kitalletusta tai lainaa riippuen siitd pidetadnko salkussa positiivista tai ne-
gatiivista maara.

Oikeasti rahalla on my6s hinta: kun lainaan tdndan 1€ pankilta tanéén,
tai vastaavasti sijoitan 1€ pankkitalletukselle, joudun huomeanna maksa-
maan (1+7,)€ pankille, vastaavasti huomenna saan takaisin (1+77)€, jossa
rr, ja rr ovat ennalta sovittuja korko lainalle,vastaavasti pankkitalletukselle.

Vaikka reaalimaailmassa pankkilainan korko on pankkitallennuksen kor-
koa suurempi, r;, > rp, tassé vaiheessa kasittelemme pelkistettyd mallia jossa
lainan ja tallennuksen korot tdsmaavat eli oletamme jatkossa etta rp = rp =
r.

Sen lisddksi oletetaan korolle ettd r > —1, koska positiivinen sijoitus vel-
kakirjaan ei voi koskaan muuttua nollaksi tai pahemmin velaksi. Itse asiassa
néin voi myos tapahtua jos pankki tai valtio menee konkurssiin, eikd pysty
maksamaan lainoja takaisin, mutta tésséd puhutaan ennalta sovituista ko-
roista jossa r on determistinen (multiperioodi malleissa r tule olemaan en-
nustettava). Kaikkien rahoitusinstrumenttien arvot ovat aina ei-negativiisia,
pahimmissa tapauksessa ne voi muuttua nollaksi.

Reaali-maailmassa tietenkin pankkilainan ja pankkitalletuksella on eri
korkoja, ja useammin r > 0, toki on joskus tapahtunut tosi tilanteita jossa
joidenkin valtioiden lainojen korko oli negatiivinen. Silloin puhutaan deflaa-
tiosta.

Kun pankkilainasta tai pankkitalletuksesta maksetaan korkoa r # 0, ar-
bitraasivapaassa maailmassa ei ole endéd mahdollista saada korotonta lainaa
muuten kun r > 0 voitaisiin rakentaa arbitraasi-salkkua jossa hetkelld t = 0
oteteaan korotonta lainaa, tallennetaan raha korolliselle talletustilille, mak-
setaan velkaa pois hetkelld ¢ = 1 ja saadan korot voitoksi (kun —1 < r < 0
lainataan korolliselta tililta ja tallennetaan rahaa korottomalle tilille).

Voidaan myo6s luopua kokonoaan riskittomésté pankkitalletusinstrument-
tista, ja korvata rahoitusinstrumentilla jolla P-melkein varmasti on aina ai-
dosti positiivinen arvo.

Maaritelma 0.1.1. Olkoon (St(o) (w),St(l), 8@ (w)) € RS:IH) rahoitusin-
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strumentteja (osakkeita tai pankkitilitalletuksia), jossa aikaparametrit € {0,1}.
Kun P({ w : St(o)(w) > 0}) = 1 Vt, voidaan valita S© numerddriksi

(ranskaksi ja englanniksi numéraire) ja madaritella diskontattua osakevektoria

S (d+1) -

Si(w) e RY™, jossa

_ 5P (w)
S (w)

SPw =1, S¥(w):  Vktw

sus diskontataan muiden instrumenttien arvot numeradarin instrumenttin suh-
teen.

Huomautuksia Erityisesti, jos 5* = (14 7)" on riskitén pankkitalletus

deterministisella korolla » > —1, ja valitaan St(o) numeréariksi, diskontattu
osakearvo on

Olkoon & = (&0,&1,---,&) salkku varallisuudella V; = £ - Sy, ja olkoon

XN/t = ¢ - 5, diskontatun salkun varallisuus. B
Silloin & on arbitraasi salkku jos ja vain jos Vy < 0 ja

P(V; > 0)=1jaP(V; > 0) >0

yksinkertaisesti koska V;(w) § 0 <= Vi(w) § 0.
Rahoitusteorian ensimmaéinen padlause saa tatd muotoa:

Teoreema 0.1.1. (Rahoitusteorian ensimmdinen pddlause, versio 2 ) Nu-

merddri valinnalla St(o) jolla IP’(St(O) > 0) = 1 Vt, ylld madritelty osakemalli
on arbitraasi-vapaa jos ja vain jos on olemassa riskineutraali mitta Q) jolla
Q ~Pja

Uy

Eo(8) =S =7, =% vk=1,...,d

7o

Kun riskineutraali todenndikdisyysmitta Q) ~ P on olemassa, on myds ole-
massa riskineutraali mitta Q) jolla % on rajoitettu.

Sovelletaan suoraan Teoreema [0.0.2] diskontatuille osakkeen arvo proses-
sille

(SM . k=0,1,...,d,t=0,1) .
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Jos & = (&1,...,&) € RY toteuttaa

d
Vi—V, = Zék (gf — §§) > 0 P-melkein varmasti , ja
k=1
~ ~ d ~ ~
P(V; — V> 0) :P(ng(sf—s(’;) >0> >0,

k=1

siita seuraa etta

d
¢ = (fo = _ngggugla--wgd) c R4H!
=1

on salkku jolla
=£- 5 = Zﬁksk =0=",

0
Vi=¢-8 = kaSk VOS =0 Pm.v. JaIED(\/'l>O) > 0,

eli se on arbitraasi salkku 0.

Numeraarin vaihto Useammat numerédarivalinnat ovat mahdollisia, eli
numeraériksi voidaan myo6s valita mika tahansa riskillista instrumenttia St( )
silloin kun

PSP (w)>0)=1 Wt

Riskineutraali mittojen joukko

S(h) S(gh)
{Q ~ EQ(ka)> =g k}

riippuu numeréarin valinnasta.

Sen sijaan arbitraasivapaus ehto ei riipu numeréérin valinnasta, siis jos on
olemassa riskineutraali todennédkoisyysvektori () numerddrin Sfo):n suhteen,
mitanvaihtokaavan avulla saadaan riskineutraali todennakoisyysvektoria ()’
toisen numeréarin St(k) suhteen:

Kun @@ ~ P on riskineutraali hinnoittelu-todennékoisyys jolla

S(h) S(h)
E L) =% Vh=1,....d
Q(S@ s
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ja P(ka) > 0) = 1 ( joka pétee jos ja vain jos Q(Sﬁk) > 0) =1, koska P ja
Q):lla on samat nolla joukot), mééritelladan uskottavuusosamééra

g(k) W g(k) w S(’f) w S(O) ' o
Z(w) = —2 "<’(k2 = 1~(£) ) = 10)( ) (()k), ja todennakoisyys
Eq(S17) So S1(w) S
S (w)

Q) = Z)Qlde) = Q)

0
jossa Z (w)%(w} on uskottavuus osaméadrd. Huomataan ettéd @' on todenné-
koisyys koska

(k) (k)
Q'(Q) = EQ% ) - ﬁgk) =1,
S0 S0

ja @' ~ @Q ~ P (todennikéisyyksilla on samat nolla joukot) koska oletetusti
P(SP(w) > 0) = Q(5”(w) > 0) = P(s1"(w) > 0) = Q(sM(w) > 0) = 1.

Seuraa mitan vaihto kaavan avulla, ettd Q' on riskineutraali numeréérin
k
St( ):n suhteen:

S(h) S(h) w) S(h)
po (25) = [ 25w - o 252) -
S S (w) S

(h) w (h) w (k) W (0)
[ 259 zwa = [ S5 g, -
Q

S\ (w) o S (w) §1 (w) S5

(0) (h) (0) (h) (0) q(h) (h)
2 [ St = 55e( Ty ) = oy = 2
S8 Ja 519 (w) Sy st S¢S sy

Arbitraasivapaa markkinamalli: Geometrinen karakterisaatio

Miéritelmi 0.1.2. Olkoon Y (w) € RY satunnaismuuttuja todenndikdisyysa-
varuudella (0, F,P). Borelin joukon B € B(RY) kddnteiskuvaus on

Y(B) = {w: X(w) € B},

Koska Y on mitallinen kuvaus (Q,F) ja (RY B(R?)) wdlissi, seuraa ettd
Y~YB) € F kun B € B(R?). Satunnaismuuttujan Y jakauman avaruudella
(R4, B(RY)) on todennikdisyysmitta

Py(B) =P(Y'(B)) =P({w : Y (w) € B})
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Silloin @ Zp todennékoisyysavaruudella (€2, F,P), uskottavuusosaméaé-
ralld Z(w) = %(w), seuraa ettd @ D p myo6s samalla € avaruudella varus-
tettuna pienemmaélld o-algebralla o(Y') C F, uskottavuusosaméaaralld

dQ|s(v)
dP|s(v)

(W) = Ep(Z|o(Y))(w),

on o(Y)-mitallinen ja siksi on olemassa Borel mitallinen funktio z : RY — R,
jolla Ep(Z|o(Y))(w) = 2(Y (w)), ja voidaan kirjoittaa

EqlY) = [ ¢ Quli) = Eo(YZ) = E-(YEs(Z] o(¥)) = Ex(Y+(¥) = [ ¢ +(0)Pu(at)

R4

jossa z(t) = %(t) on uskottavuusosaméird (R?, B(R?)) avaruudella.

Maéritelmi 0.1.3. Olkoon u mitta avaruudella (R, B(R?)). Mittan kantaja
(engl. support) on pienin suljettu joukko C jolla p(R*\ C') =0, eli

Support(p) = ﬂ C

c suljettu :p(Ri+\C)=0
Huomataan ettd u({y}) > 0 = y € Support(u), mutta <= implikaatio
el pade.
Maéritelmi 0.1.4. Joukon B C RY konveksipeittd (engl. convex hull), on
pienin konveksi joukko K jolla K O B.

ConvexrHull(B) = ﬂ K

K konveksi :kD>B
= {Zakxk n €N, x, € B,ay > O,Zak = 1}
k=1 k=1
Misritelma 0.1.5. Olkoon K C RY konveksi joukko. Konveksi joukon suh-
teellinen sisus ( engl. relative interior) on

Relativelnterior(K) = {z € K :Vy € K, 3¢ > 0 jolla (z + (z — y)e) € K}

Teoreema 0.1.2. Markkinamallissa instrumentteilla (S (w), St (w), ..., S(w))
jossa S? > 0 P-m.v. valitaan numerdcdriksi, olkoon Y (w) € R? osakkeiden dis-
kontattujen voittojen vektori komponenteilla

Silw) S5
St(w) S50

V() = 8k(w) - 5 =
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Markkinamalli on arbitraasivapaa jos ja vain jos
0eC:= Relativelnterior(ConvexHull(Support(Py))) . (0.1.1)

Ekvivalentti ehto on

So € Relativelnterior(ConvexHull(Support(Pgl))) . (0.1.2)

Todistus Kun 0 € C, olkoon & = (&, ...,&) € R? salkku jolla
PE-YZ20)=P({y:{-y=20}) =1

Osoitamme etté & ei ole abitraasi, eli P({ - Y = 0) = 1. Muuten on olemassa
d>0jollaP(€-Y >0) =P {y:&-y>0})>0. Koska {y : £y > 0} on
suljettu seuraa etta

{y:€&-y>0} D support(Py) , (0.1.3)

ja vastaoletuksesta seuraa etta {y &y = O} 2 support(Py), eli on olemassa
y* € support(Py) jolla -y* > 0. Oletuksesta seuraa ettd on olemassa
e > 0 jolla —ey* € ConvexHull(support(Py)), eli on olemassa n ja y; €
support(Py ), ax, >0k =1,...,n jolla

n
*
—€y :E LYk E ap =1
k=1 k=1
josta seuraa

0> Zoﬁc(fyk) )
k=1

ja on olemassa y; € support(Py) jolla £ - y; < 0, joka on ristiriidassa ((0.1.3])
kanssa.

Toisen suuntaan, oletetaan ettd on olemassa riskineutraali mitta () ~ P
jolla Eg(|Y]) < o0 ja Eg(Y) = 0 ¢ C. Erottavan hypertaso lauseen nojalla,
J¢eRYjolla & -y >0Vy €Cja-y* >0 jollekin y* € C. Thsti seuraa ettd
¢y > 0Vy € C. ja siksi on olemassa § € support(Py) jolla & - § > 0, josta
seuraa ettd Py ({y: -y} =0) < 1, koska {y : £y = 0} on suljettu.

Néin on todistettu etta

Pr{y:§-93>20)=1 jaPr({y:&-y}>0)>0
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ja samoin pétee todennikdisyymitan Qy(-) = Q({w : Y(w) € -}) suhteen,
koska Q ~ P = @)y ~ Py. Tam4 on ristiriidassa oletuksen Eg(Y) = 0
kanssa.

Kommenti Kuten esitettiin, referenssi-todennéakoéisyysmitalla P ei ole
endd mitddn roolia markinammallin arbitraasin tarkasteluissa, sen jalkeen
kun olemme kiinnittineet P-nolla mittaisten taphatumien joukon NF. Sen
lisdéksi aribitraasi-vapaassa markkinamallissa diskontattujen instrumenttien
hintoja ovat odotusarvoja hinnoitteilu todennakoisyysnmitan ) ~ P. Hin-
noittelu todennakoisyys ei tarvitse olla yksikésitteinen, eli voi olla useita
Q@ ~ P jolla

S = Eo(SY), vk=1,...,d.

Tasta kiy myos ilmi ettd hinnoitteilu mitta ) saa olla ja useimmin on eri
kuin objektivista referenssi mittaa P jolla ennustetaan tulevaisuutta: kun
sijoittaja joutuu valitsemaan kahden sijoitusten vélisséa St(l) , ja St(z) joilla
objektiivisen P todennékoisyyden suhteen on samoja tuotonodotuksia, eli

Ee(S1) = Ex (5”)

mutta ensimméinen instrumentti on toista instrumenttia riskilliempi varains-
sin mielessé,

Varianssip (Sfl)) < Varianssip (SF)) (0.1.4)

riskeji vilttiva sijoittaja valitse sijoitukseksi 5" mielummiin kun S\, rik-
seja hakeutuva sijoittaja on se joka on valmis ottamaan riskeja suurempia
voittoja taivottaen , ja valitse St@) mielummiin kuin St(l). Riski-neutraalille
sijoittajalle, riskit ovat yhdentekevié ja vain tuotonodotuksilla on merkitysté,
ja sijoitukset St(l) ja St2) ovat yhtd hyvid. Markkinatilanteessa, kun ostajat
ovat keskiméarin riskeja valttavia, ja instrumenttien tuotolla on sama odo-
tusarvo objektiivisen mitan P:n suhteen riskillisemman instrumentti hinta pi-
tda olla turvallisemman instrumenttia edullisempi jotta se menisi kaupaksi.
Siiné tilanteessa ei voi kiyttda objekitista P mittaa hinnoittelemaan Arbit-
raasivapaassa hintasysteemissa on valttamatonta ettd diskontauille hinnoille

79 = 59 = B (57)

jossa hinnoittelu todennéakéisyyksilla () ja P on samaa nolla mittaisia scee-
narioita. Siksi kiytetdan eri mittoja ennustamiseen ja hinnoitteilemaan. Jos
markkinat olisivat riski-neutraalisia, siind mielessé etté sijoituskia valitaan
vain objektivisen tuoton odotusarvon perusteella eikd riskeistéd valitetd, sil-
loin objektiivinen mitta P ja hinnoitelu mitta () tdsmaéisivat.

I varianssi voidaan korvata toisella riksien mittava funktionaalilla.



Luku 1

Optiot

Olkoon (Sfo) (w), Sfl)(w), ce Sfd) (w); o, 71, ..., ma) arbitraasi vapaa mark-
kinamalli. Téssé edelleen €2 on dérellinen, Yw P(w) > 0 referenssi todenné-
koisyyden suhteen, SY) (w),m > 0, ja on ainakin yksi instrumentti joka on
varmuudella aidosti positiivinen, olkoon S\ kun P(Sgo) >0) =1

Optio tai vaade (engl. option, contingent claim) on satunnaismuuttuja
F(w) > 0.

Tyypillisesti F(w) = f (S%O) (w),.. .,Sfd)(w)), kuten eurooppalaiset osto
(engl. call) ja myynti (engl. put) optiot

FOSO@) = (SV(w) — k)T, FIIE) = (k- 5P (w)

lunastushinnalla (engl. strike or exercise price) & > 0.

Eurooppalaisen option haltijalle on oikeus ilman velvollisuutta ostaa (myy-
dd) ajanhetkelld t = 1 yhden osakkeen S(!) ennalta sovittuun hintaan k.

Jos hetkelld ¢ = 1 osakkeen markkinarvo on suurempi kuin lunastushin-
nan k, osto-option haltija kiytda optionsa, ostaa osakkeen ennalta sovittuun
hintaan k, ja voittaa (Sfl) — k) kun myy sen heti markkinahinnalla.

Toisaalta jos Sfl) (w) < k, option haltija ei kdytd optionsa, ja optio
FOStO () tulee arvottomaksi.

Kysymys kuuluu, miké on option F(w) hinta alkuhetkelld t =0 7

Optiot kaupattiin porseissé satoja vuosia, on hadmmaéastyttavia ettd op-
tion hinnoittelun periaate ymmarrettiin oikein vastaa vuonna 1973, Fisher
Black ja Myron Scholesin paperissa The Pricing of Options and Corporate
Liabilities. Tasta hyvastd Robert Merton ja M. Scholes saivat taloustieteen
Nobelin palkinnon vuonna 1997.

25
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Merkinta Numeraérin valinnalla St(o) > (0, diskontattu option arvo het-
kelld t = 1 merkitaan

~ F(w)
Flo) = -,
S (w)
ja diskontattu hinta hetkella t = 0
~ c(F c(F
o) = ) _ P
s Sy

Maaritelma 1.0.1. Markkinamallissa
(Sio)(w), Sil)(w), ce Sfd) (w); o, 1, . . ., Ta)
ylisuojaus (engl. superhedging ) on salkku & € R™! jolla
£-S1 > F  P-melkein varmasti
ja alisuojaus (engl. underhedging) on salkku jolla
£-51 < F  P-melkein varmasti

Salkku & € R¥™ on F-option suojaus jos ja vain jos se on samaan aikaan
sekd ylisuojaus ettd alisuojaus.

Teoreema 1.0.1. Alkuhetkelli t = 0, ¢(F) > 0 on johdonmukainen hinta
optiolle F'(w) arbitraasivapaassa markkinamallissa

(Sio)(w), Sf)(w), e Sgd) (w); ™o, T, - - -, Ta)
jos ja vain jos laajennettu markkinamalls
(SV(w), STV (W), ..., S (w), F(w); mo, w1, - . ., Tay o F))
on arbitraasivapaa. Silloin, numerddar: valinnalla gt(o) >0P a.s.,
Pi={Q~P: Eq(5") = 5"} #0

Ensimmdisen rahoitusteorian pddlauseen perusteella tamd pdtee jos ja vain
jos

F
o(F) = 5y Eq <W)
S

jollekin Q) € P.
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Todistus: suoraan ensimmaisen rahoitusteorian péalauseesta.

Teoreema 1.0.2. Olkoon kuten ennen F(w) > 0 optio arbitraasivapaassa
markkinamallissa

(517), 8 (@), .., S0 W)s w0, T, .-, ma)

jossa P # 0 on ekvivalenttien riskineutraalimittojen joukko.
Tdssa markkinamallissa, option F' arbitraasivapaiden hintojen joukko

F
I(F) = {C(F) = Sy Eq (W) < 00, ja Q € P riskineutraali } £
1
on konveksi joukko, (koska P on konveksi ja odotusarvo on lineaarinen in-

tegrotvan mitan suhteen), ja vaihtoehtoisesti

1. TI(F) = { ¢(F)} on pistejoukko, ja tdmd tapahtuu jos ja vain jos F' on
toistettavissa, eli on olemassa (ei valttamatta yksikasitteinen) salkku

¢ € R jolla & - S; = F alkuhinnalla ¢(F) =€ - Sy.
2. vai II(F) = (cH(F), " (F)) on avoin vili, jossa

cH(F) = inf II(F)

= sup{f - So: € € R on alisuojaus, eli  &-S; < F , Q-melkein varmasti }
c'(F) = sup II(F)

= inf{§ - Sp: € € R on ylisuojaus, eli  £-S; > F, Q-m. v. }

Todistus. On selvda ettd jos salkku on toistettavissa, aino arbitraasivapaa
hinta on toistavan salkkun hinta ¢(F) = £ - Sy, jolla £ - S; = F P-melkein
varmasti. Jos & on toinen toistava salkku jolla £’-S; = F, P-melkein varmasti,
on myos valttamatonta ettd £ - Sy = £ - Sy ,P-melkein varmasti, muuten
syntyisi arbitraasi mahdollisuus.

Huomataan etté jos £ on ylisuojaussalkku joka ei ole alisuojaus, P(¢-S; >
F)y=1jaP(&-S; > F)>0,jac=¢-Syon arbitraasi hinta optiolle F'.

Téastd seuraa ettd myymalld optiota ¢ hinnalla ja ostamalla salkkua &,
voidaan rakentaa salkkua (&, &1, ..., &g, —1) € R¥2 laajennetussa markkina

mallissa (Séo), ((]1), ey Séd), c; Sfo), S}l), e ,Sfd), F), jolla
Vo=&-So—c=0 ja Vi=¢&-5 —F >0 P-melkein varmasti ,

jossa epéyhtalo on aito positiivisella P-todennékoisyydelld. Samalla tavalla,
jos & on alisuojaussalkku, joka ei ole ylisuojaus, sen hinta £ - .Sy on arbitraa-
sihinta optiolle.
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Toisinpéin, jos ¢ on arbitraasihinta, on olemassa salkku (&, &1, ..., &, 1) €
R(@1) Jaajennetussa markkinamallissa jolla || = 1 ja salkunarvolle pétee

‘/():g'SO_‘_nC:Oa
P(V;>0)=1 jaP(V4; >0)=1 jossa Vi =¢-S;+nF.

Silloin kun n = 1 salkku (—¢) on alisuojaus, ja kun n = —1 salkku £ on
ylisuojaus.

Siis silloin kun ¢ on arbitraasi hinta optiolle, se on myo6s ylisuojaus- tai
alisuojaus-salkun hinta, riippuen siitd onko c alihinta tai ylihinta.

Seuraavaksi osoitamme silloin kun optio ei ole toistettavissa, arbitraasiva-
paiden hintojen joukko on avoin, ja koska se on konveksi joukko, se on avoin
vali. B N

Olkoon ¢ = SYEq(F) € TI(C) arbitraasi vapaa hinta, F' = F//S} on dis-
kontattu option arvo, ja () € P on riskineutraali hinnoitteilutodennékéoisyys
instrumenteille S*, k = 0,1,...,d. Olkoon

V= { V= - S (& e R = LinearSpan(gg,gll,...,gf) C LYQ)

salkun arvojen joukko, joka on L'(Q) avaruuden suljettu aliavaruus.

Jos F' ei ole toistettavissa, F ¢ ]7, ja koska V on suljettu ja konveksi,
Hahn-Banachin lauseesta seuraa ettd on olemassa erottava hypertaso F' ja
Vin vilissé, eli lineaarinen kuvaus ¢ : L'(Q) — R jossa ((X) = Eg(WX)
jollekin W' € L*(Q) jolla

Sup{EQ(r/W)} < EQ(ﬁW)

Vev
aidolla epayhtalolla. Koska V on vektoriavaruus tésti seuraa etti
Eq(VW) =0, V¢éeR ™ jossaV =¢-5)ja Eg(FW) > 0.

Skaalamalla voidaan my0s olettaa ettd |[W(w)| < 1/2 @-melkein varmasti.
Olkoon P* todennikéisyysmitta jolla

dP*
dQ

= Z(W) =14+ W(w) >1/2>0

Koska
Eq(Wé-S)=0 V¢e R

sijoittamalla kantavektoreita & = (0,...,0,1, 0,...,0 ) seuraa EQ(g(k)W) =
——— ———
k kertaa d — k kertaa

0VE=0,1,...,d, erityisesti Eg(WW) = 0.
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Téstd seuraa ettd Eg(Z) = 1 ja P* on todenndkodisyysmitta. Koska
Z(w) > 0 Q-m.v. seuraa ettd P* ~ (), ja

Ep. (€ 51) = Eq(€ - 81) + Eq(W¢ - 81) = Eq(& - 51)€ - 5
VE € REHD josta seuraa ettd P* on riskineutraali. Silloin
¢* = SgEp- (F) = SEq(F) + SyEq(FW) > SyEq(F) = ¢

eli ¢* > ¢ on myos arbitraasi vapaa hinta F-optiolle. Samoin voidaan osoit-
taa ettd on olemassa arbitraasi vapaa hinta ¢, < c¢. Siksi II(F") on avoin ja
konveksi, eli se on avoin véili O O]

Huomautuksia

1. Kun optio on toistettavissa, suojaussalkku ei tarvitse olla yksikésittei-
nen.

2. Samoin, jos arbitraasi-vapaiden hinnoitelutodennékoisyyksien joukko
Q on pistejoukko, my6s option arbitraasivapaa hinta ¢(F") on yksikésit-
teinen, mutta arbitraasivapaa hinta c(F') voi olla yksikésitteinen arbit-
raasivapaa hinta vaikka arbitraasivapaiden hinnoitelutodennakoisyyk-
sid olisi useita.

Esimerkki

Olkoon Q = {wy,wsy, w3}, jossa jokainen tapahtuma { w;} on mahdollinen,
eli P({ w;}) > 0 Vi referenssi todennékoisyysmitan suhteen.

Tarkastellaan markkinamallia jossa on kaksi ajanhetked ¢t = 0, 1, ja kaksi
sijoitusintstrumenttia

Si(w), U(w) € Ry
Olkoon

Sl(wl) =1€ ,Sl(WQ) = 3/2 € ,Sl(CU3) = 1/2 €
U1<W1) =0€ ,Ul(a}g) = 1/2 € ,U1<W3) =1€

Tassd markkinamallissa ei ole riskittomia instrumentteja kaytossa.
Arbitraasi-vapaiden hintaparien joukko on (harjoitustehtéva) on avoin

kolmio AéC’ kulmapisteilla A = (1,0), B = (3/2,1/2),C = (1/2,1).

Valitsemme mielivaltaisesti téstd joukosta hintaparia (1, 1/2), joka on kol-
mion sisdpiste, ja asetetaan osakkeiden alkuhinnat hetkella ¢ = 0 ¢(S) =
Le(U)=1/2.
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Talld valinnalla markkinamalli (S, Uy, F';¢(S), c(U), ¢(F)) on arbitraasi-
vapaa. Olkoon

F(w) = (Si(w) — Up(w))",  jossa 2 = max{z,0}

vaihto (swap) optio, joka antaa haltijalle oikeus ilman velvollisuutta vaihtaa
hetkelld t = 1 yhden U;(w) osakkeen yhtd S;(w) osaketta vastaan.

Laskemme option F' arbitraasivaiden hintojen joukko C(F"), markkina-
mallissa (S, Uy; ¢(S), c(U)).

Eli hintoja ¢(F) jolla laajennettu markkinamalli (Sy, Uy, F;¢(S), ¢(U), ¢(F))
pysyy arbitraasivapaana.

Valitaan numeréériksi S; (U; ei kelpaa numeraériksi koska P(U; = 0) >
0). Merkitddn diskontatut instrumenttien arvot seuraavasti:

Uy(w) = F(w) = , dU) = , dF) =

Lasketaan riskineutraali todennékoisyysvektoreiden joukko Q numerdérin
Sy suhteen. Saadan yhtilo

‘:g(U):EQ(ﬁl)IZQ(wi)ﬁl(w)ZOX(1—x—y)+x><%+y><2

jossa x = Q(w2) ¥ = Qws), Q(w1) = 1 — x — y, rajoituksilla z,y > 0,
(x+y) <1,

—0<z, 0<y=1/4—21/6, z4+y=1/4+5/6z<1
—0<z, 2<3/2, <9/10<=0<2<9/10

Siis markkinamallissa (51, Uy; ¢(S) = 1, ¢(U) = 1/2) riskineutraalien hinnoit-
telutodennakoisyyksien joukko on

Q={ (a(z), qa2(), g3(2)) = (3/4 — & x 5/6, x, 1/4 — 2 x 1/6) :0 <z < 9/10}
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Arbitraasivapaiden hintojen joukko F' optiolle on

F) = {C(S)EQ (%) . Qe Q}

S

— { 1x Y (1=Ui(w) (@) : 0<z< 9/10}
{ 1-0)"xq@)+(1-1/3)" xq@@@)+(1-2)" xgx) :0<z< 9/10}
= {ql(x) +2/3x qa(x) : 0<z< 9/10}

3/4—x x5/6+1zx2/3: O<x<9/10}:{3/4—x><1/6: O<x<9/10}
= (3/5,3/4)

eli F' optiolla on useita arbitraasivapaaitahintoja markkinamallissa (S, Uy; ¢(S), ¢(U)).

1.1 Taydellisuus

Teoreema 1.1.1. Olkoon Q2 = {wy,...,w,} ja (St(o) (w),... ,St(d) (w)) arbit-
raasiwapaa markkinamalli jossa St(o >0 (P=1).

e Riskineutraalitodenndkoisyys on yksikdsitteinen St(o) numerddarin suh-
teen (ja sitten jokaisella numerddrilli) jos ja vain jos

o Kaikki optiot eli satunnaismuuttujat w — F(w) € R ovat toistettavissa.
Silloin sanotaan ettd markkinamalli on tdydellinen

Todistus (=) Koska riskineutraalimittojen joukko Q = {Q} on piste-
joukko, jokaiselle optiolle arbitraasi-vapaa hinta on yksikasitteinen ja optio
on toistettavissa.

(«<=) Kun kaikki optiot ovat toistettavissa, VA C Q option

S
Fw) = —glaw)
S0

arbitraasivapaiden hintojen joukko on yksikésitteinen, eli

o(F) = S Eq(F) = Q(A) VQ € Q
—> @ on pistejoukko O
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Seuraus 1.1.1. Olkoon Q@ = {wy,...,w,} jossa P(w;) > 0 Vi ja arbitraasi-
vapaa markkinamalli (St(o) (w),..., St(d) (w);t €0,1).
Oletamme ettd satunnaismuuttujat Sfo) () Sfd) (w) R vektoreina ovat

lineaarisesti riippumattomia
Markkinamalli on tdydellinen jos ja vain jos n = (d +1).

Todistus Satunnaismuuttujen joukko on R? ~ R" n-ulotteinen lineaa-
rinen avaruus. Toistettavien optioiden aliavaruus on

d
LinearSpan{ZﬁSy) (w): &€ R(dﬂ)}
i=0

joka on (d + 1) ulotteinen kun vektorit (S\”(w),w € Q) ovat lineaarisesti
riippumattomia.
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Todennékoisyysavaruudessa (€2, F, P) olkoon satunnaismuuttuja U(w) ta-
saisesti jakautunut vélissd [0, 1]. Olkoon B; = 1, Si(w) = 3/4 4+ U(w) > 0
Fw)=1-5)"+ (U(w) —5/4)"

(Si, F) jakauman supporti koostuu segmenteista AB U BC' U C'D jossa
A=(3/4,1/4),B = (1,0),C = (5/4,0),D = (7/4,1/2).

Olkoon Sy, = 6/4, joka on arbitraasi vapaa hinta koska S; jakauman
kantaja on [3/4,7/4].

Néhdaan geometrisesti ettd silloin kun Sy = 6/4, AV-hintojen joukko
optiolle F on avoin véli Tésté seuraa ¢ (F) = 1/8 jact(F) = }14—%16 =T7/16.

Lasketaan nyt ylisuojausstrategia optiolle. Piste (6/4,7/16) vastaa riski-
neutraali todennékoisyysmitta (1 — «a)ds + adp, a = 3/4 joka on jakauman
kantajan #daripisteiden A, B konveksikombinaatio. Se on singulaarinen alku-
peraisen todennakoisyysmitan P suhteen.

Siis @* on todenndkéisyys jossa Q*(w = 0) = 1 — Q" (w = 1) = }L.
Kun kaikki muut aw:n arvojen suljetaan pois, malli tulee epétiydellisesté
taydelliseksi.

Téaydellisessa mallissa voidaan laskea option suojaus strategia ratkaise-
malla lineaarista systeemia

F(w) =n+ &S (w), w € {0,1}
e F(w) = 1/4+ 1/4U(w) = 1/16 + 148, (w), w € {0,1}

Siis n = %,5 = %. Kun w € { 0,1} option arvo on samaa kuin salkkun arvoa,

muuten
Fw) <n+£S(w)
Valitaan myt arbitraasi vapaa hinta optiolle F'(w).Yksi vaihtoehto on
L?(P) riskin minimointi objektivisen mitan P:n suhteen.
Olkoon Vi(w) = n+ £S1(w), Vo = n+ £Sp. Etsimme salkkua 7 = (1,§)
joka minimoi suojauksen riskia

Ep((i — F)?)

objektiivisen mitan P:n suhteen.

Ep ((n +£51 — F)2>

Huomataan ettd n + £S;(w) on paras (nelid virheen mielessd) lineaarinen
estimaatori F'(w):1le joka riippuu lineaarisesti S;(w).
Kertoimet ovat
Cov(F, Sy)

&= Var(Sy)
n=Ep(F)— Ep(51)¢
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Luku 2

Diskreetti-aikainen malli

2.1 Informaation filtraatio

Jatkossa (2, F) abstrakti todennékéisyysavaruus, jossa F on o-algebra, ja P
referenssi-todennakosyysmitta.

Maaritelma 2.1.1. Kasvava ali-o-algebroiden jono F = (F, : t € T) aikain-
deksilla T = NT,R* kutsutaan filtraatioksi

FoCF, CHRCF, 0<s<teT

Esimerkiksi yhden perioodi mallin filtraatiossa, T = N, 7y = { 0, Q}, F; =
F kun t > 1, mutta yleisesti alussa Fy 2O NP, eli Fy ei tarvitse olla P-
triviaali.

o-algebra F; sisaltda kaikki tapahtumat jotka ovat varmistuneet tai osoit-
tautuneet mahdottomiksi hetken ¢:n menneessa. Filtraatio kuvaa informaa-
tion kasvua ajan menneessa.

Maaritelma 2.1.2. e Stokastinen prosessi on satunnaisvektoreiden ko-
koelma (Xy(w) : t € T) aika-parameetrilla T.

o KunVt € T, Xi(w) on Fi-mitallinen, sanotaan etti (X;) on F-sopiva
(engl. adapted).

e Diskreetti ajassa (T C N), sanotaan myds etti (X;) on F-ennustettava
kun ¥t € T, Xi(w) on Fi_1-mitallinen.

Tulkinta Jos X; on F-sopiva prosessi, kun filtraation F sisdltdmén infor-
maatio on kdytossé, ¢ hetken arvo X,;(w) paljastuu hetkell4 ¢.
Jos X; on F-ennustettava, X;(w) arvo paljastuu jo hetkelld (¢t — 1).

35
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Maaritelma 2.1.3. Olkoon G C F ali o-algebra. Silloin LP(2,G, P) C
LP(Q, F, P) on lineaarinen aliavaruus.
Kun p = 2, avaruudella L*(Q, F, P) on skalaaritulo

(X,Y)2 = Ep(XY)

Kun X € L*(Q,F,P) mddritelliin ehdollinen odotusarvoa ehdolla G o-
algebraa (conditional expectation)

Ep(X[G)(w) = (llgX)(w)

jossa Ilg on satunnasimuuttujan X ortogonaalinen projektio aliavaruuteen
L*(Q,G, P) joka toteuttaa

Ep(YX)=Ep(YIlgX) VY € L*(Q,G,P)

Tdamd mddritelmdd yleistyy tilanteeseen jossa X € LY(Q, F, P), jolla ei
ole sisdtuloa ja er voi puhua ortogonaalisesta projektiosta. On kuitenkin ole-
massa ehdollinen odotusarvo

EP(X’g)(w) € Ll(Qa g, P)
jolla kaikille Y € L*>(Q,G, P) (olennaisesti rajoitettuja)

Ep(YX)=Ep (YEP(X|Q)) (2.1.1)
Vihje Kun X (w) > 0, jono

X,(w)=X(w)AneL>®CL?

ja Ep(|X,,— X]|) — 0. Osoitetaan etté [IgX,, on Cauchy jono L'(P,G, P) ava-
ruudessa ja raja-arvo toteuttaa ehdollisen odotusarvon mééritelméad (2.1.1)).

2.1.1 Ehdollisen odotusarvon ominaisuudet
Ep(Ep(X|G)) = Ep(X)
Kun Y (w) on G-mitallinen Ep(XY|G) =Y Ep(X|G).

KunY P G, Ep(Y|G) = Ep(Y).

Lineaarisuus:

Ep(aX +0Y]9)(w) = aBp(X]G)(w) + bEA(Y]G)(w)

Ehdollinen odotusarvo on ei-negatiivinen operaattori:
Kun X (w) >0 (P =1), seuraa E(X|G)(w) >0 (P =1).
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2.1.2 Mitanvaihto ehdolliselle odotusarvolle: abstrakti
Bayesin kaava
Olkoon @, P todennékoisyysmitat jossa Q dominoi P:n, (P < @) o-algebrassa
g C F,
eliQ(A)=0= P(A)=0VA€eqg.
Sillon on olemassa Radon-Nikodymin derivaatta % (w), joka on G-mitallinen
satunnaismuuttuja L*(€, G, Q) avaruudessa, jolla

_ dP|G
~dQIg

eli on voimassa mitan vaihto kaava G-mitalliselle satunnaismuuttujalle X (w).

z%(w) = Z9(P,Q)(w) (w) =0

Ep(X) = EQ(XZ(P,Q))

Huomataan ettd Q(Z(w) > 0) = P(Z(w) > 0) = 1, ja mitan vaihto
kaavasta seuraa Fg(Z) = 1,

Tilastotieteessa ja todennékoisyysteorias Z (P, @) kutsutaan myos uskot-
tavuus osamééréksi (likelihood ratio).

Kun A C G on ali g-algebra ja P < ) G o-algebrassa, seuraa P < () on
A o-algebrassa, ja ehdollisen odotusarvon maaritelmasta

ZA(P,Q) = Eo(Z°(P,Q)|A) ( martingaalin ominaisuus)

Uskottavuusosamaéaédran avulla saadaan mitanvaihdon kaava ehdolliselle
odotusarvolle:

Kun P < @, G C F on ali g-algebra, ja X is F-mitallinen , abstrakti
Bayesin kaava pétee:

Eq(XZ(P,Q)|G)
Eq(Z(P,Q)|G)

Todistus ei ole vaikea: olkoon B € G, ja Z = Z7 (P, Q). Silloin

Ep(X|9) =

Ep(X1p) = Eq(ZX1p) = Eq(Eq(ZX15|G)) = Eq(Eq(ZX|G)1s)

_ ~ (EelZ]9) _ Eq(ZX1G) .\ _
= Fa (EQ<Z|9> EQ(ZX'Q”B) = a2 Z1g) #) = Br (g, Z1g)

jossa kaytettin mitan vaihton kaavaa odotusarvolle, ja ehdollisen odotusarvon
madritelméaa.

Eq(ZX]G)

1p)
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Esimerkki 2.1.1. Harjoitustehtaviksi naytdmme ettd todenndkoisyyslasken-
nan elementaarinen Bayesin kaava seuraa tdsta abstraktista kaavasta.
Olkoon (X (w),Y (w)) € R? satunnaisvektori jolla

P(X € dz,Y € dy) = pxy(z,y)drdy

kanoonisessa avaruudessa Q = R? varustettuna o-algebralla F = o(X,Y).
Merkitadn marginaalit tiheysfunktiot

px(z) = /pX,Y(% y)dy, py(y) = /pX,Y(% y)dz,  joilla
R R
P(X € dz) = px(z)dz, P(Y € dy) =py(x)dy
Otamme dominoivaksi mitaksi jotakin tulomittaa, esimerkiksi

Q(dz, dy) = px(z)py (y)dwdy
Huomataan ettd P < Q) koska

0= QX,Y(A X B) = ]P’(X € A)]P)(Y € B) < pX7y<A X R)nyy(R X B) =0
@P)@y(AXR):O taz P)Qy(RXB)ZO
:>PX’y(AXB):O

Jos D € R?* on Borel-mitallinen on olemassa jono nelikulmaisia joukkoja
D, = A, x B, T D, ja monotonisen konvergenssin lauseesta seuraa ettd
Qxy (D) = Pxy(D) = 0 pitee kaikille Borel-mitallisille joukoille D. RN-
derivaatta on

E(m ) = pxy(T,y) _
Q" px(z)py (y)

Kun ehdollistetaan ali-o-algebraan G = o(Y), abstraktista Bayesin kaavasta
formula seuraa rajoitetuille mitallisille testifunktiolle f(x,y),

Eo(f (X, Y)z(x,y)|o(Y))(w)
Eq(2(z, y)\a( ))(W)

Z(P,Q) = z(z,y)

Ep(f(X,Y)]o(Y))(w) =

_ Eo(f(X,y)=(X,y) _ Je e f( )2(z,Y (w))px ()py (y)dzdy
EQ( 2(X,y) y= Y(w) Ja fR “\x Y(W))pX( )py (y)dzdy
@Y (@) Y @)px(@)de o f(@ Y (@) I py (@)de
f ( Y (w))px (z)dz RW (2)da

(w))
® da:—/f p(z] Y(w))dz
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jossa ehdollisen jakauman tiheysfunktio on

pxyy (zly) = Pxy(,y) _ px.y (T, )
| Py (y) Je pxy (@, y)da’

2.2 Diskreetti-aikainen markkinamalli

Olkoon F = {F; : t € T}, aikaindeksilla T ={0,1,2,...,7} C N, ja (d+1)-
ulotteinen osakeprosesessi

Si(w) == (SP(w), 8 (W),...,SPw) e F;  WteT
jossa Vt € T, todennékéisyydella (P = 1),
SOW >0 jasPw)> Vk=1,...,(d+1)
Diskontatut osakkeiden arvot numeréarilla St(o) merkitaan

Si(w) = (§§1)(w) ...7§t(1)(w)) eR?  jossa

Olkoon & (w) := (ﬁt(o) (w),{fl)(w), . ,g§d’(w)) sijoitus strategia. Salkun
arvo hetkelld ¢ on

d
V;t = gtSt = th(l)st(l)
i=0

jossa &S, merkitsee skalaarituloa R%*! avaruudessa.
Huomataan etté sijoitusstrategiamme saa olla satunnainen.

Maaritelma 2.2.1. Merkitddn diskreetti aikainen martingaalimuunnos (tai
stokastinen integraali)

(5 : S)t = ZgT(ST - Sr—l) - Z&"Ar
r=1 r=1

Lemma 2.2.1. Diskreetti atkainen osittaisintegrointi kaava:

t t
Vi = &8 =Vo+ ) &AS+ ) S A
r=1 r=1

= W+ (- 9)+(5--e=Vo+(§-9) = C
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jossa S_(t) := S(t — 1), ja salkun kulutus prosessi on

Cri=—(8-&i=—) Sl 1—&)
r=1

Tulkinta: kun AC; > 0, ajanhetkien (¢t — 1) ja t:n vilissd otetaan pois
varallisuutta salkusta, kun AC; < 0 lisdtdédn varallisuutta.

Maaritelma 2.2.2. Sanotaan ettd salkku on itsensda-rahoittava tai omara-
hoitteinen (self-financing) jos Vt, Cy =0, eli

t
Vi=Vo+ (£ S) =S+ Y _&AS,
r=1

Vt todenndkoisyydelld P = 1.

Maaritelma 2.2.3. Satunnaisprosessi (S; : t € N) on (F, P)-martingaali
filtraation F ja todenndkdisyysmitan P:n suhteen kun

1. S; on F-sopiva
2.
Ep(|Si] ) <0 Vt

Ep(Si|F.) =85, kun 0 <r <t

Moniulotteinen prosessi on martingaali kun jokainen koordinatti on martin-
gaali. Sanotaan myds ettd Sy on yli- vai ali-martingaali ( supermartingale,
submartingale) kun

Ep(Si|F) < (wastaavasti > ) S, kun 0 <r <t

Esimerkki 2.2.1. Olkoon (X1, Xy, ..., X,,...) satunnaismuuttujen jono to-
denndkoisyysavaruudessa (€2, F). Olkoon P ja @ todenndkdisyyksia joiden
suhteen satunnaismuuttujat (Xs @ s = 1,...,n) ovat riippumattomia ja sa-
moin jakautuneita, ja

P(X; € dzx) = f(x)Q(X; € dx).
Olkoon Fs =o0(Xy,...,Xs), F=(Fs:s=1,...,n). Seuraa
dP
2(P,Q) = [] fxw)= ]I dQ—f((XS(w»
seN:s<t seN:s<t

on (Q,F)-martingaali.
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Teoreema 2.2.1. Olkoon Sy (P,F)-martingaali ja § F-ennustettava prosesst,
jossa & € L*(Q, Fi_1, P).

Silloin martingaali muunnos (£ - S); on F-martingaali.

Todistus Ehdollisen odotusarvon ominaisuudesta.
Huomautus Koska AS; € L'(P) ehto & € L>®(P) takaa ettd

Ep (ftASt) < o0

Jos & € L°(P) on pelkistidin mitallinen, voidaan mééritelld pysihdyshetkien
jono

T, =inf{t € T: |&1] > n}

jossa T,(w) T 0o kun n — oo ( Huomataan ettd inf () := +oo) Koska & on
F-ennustettava, prosessi

l(Tn > t)gt < LOO(Q,.Ft_l,P)

Téasté seuraa etté pysdhydetty prosessi
t
(£-9) = (£-9),0, = D Lmw > 1)EAS,
r=1

on martingaali. Eli seuraavan méaritelmén mukaan diskreetti stokastinen
integraali (£ - S); on (IF, P)-lokaali martingaali.

Maaritelma 2.2.4. e Olkoon 7(w) € N satunnainen ajanhetki. Sano-

taan ettd T on F pysdhdyshetk: jos ja vain jos

{w:Tw)<t}eF VteN

o Olkoon (M; : t € T) F-sopiva prosessi. Sanotaan etti (M) on (F, P)-
lokaali martingaali jos on olemassa F-pysdhdyshetkien jono 7,(w) T
+oo (P = 1) jolla jokaiselle n € N, pysayhdetty prosessi (Myar, :t € T)
on (F, P)-martingaali.

e Sanotaan ettd satunnaisprosessilla (X;(w) : t € N) jokin satunnaispro-
sessien ominaisuus pdtee F-lokaalisesti, jos on olemassa F-satunnaishetkien

jono Tp(w) 1 oo,
jolla jokaiselle n € N pyhsaydetylle prosessille (Xipr, (w) : t € N) ky-
seinen ominaisSuus on Vvoimassa.

Suis voitdaan puhua F-lokaalisista martingaaleista, F-lokaalisesti rajoi-
tetuista prosesseseista, F-lokaalisesti nelié-integroituvista prosesseista
ja nuin edelleen.
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Tehtéava 2.2.1. (P, F)-martingaali on (P,F)-lokaali martingaaali.

Lemma 2.2.2. Olkoon (S; : t € N) (P,F)-martingaali ja (& : t € N) F-
ennustettava. Silloin martingaali munnos (& -S); on aina (P,F)-lokaali mar-
tingaali.

Todistus. Jos & € L*>(§2, Fi_1, P) Vt, lauseesta seuraa ettd (£ - 5); on
martingaali, ja siksi se on my0s lokaali martingaali. Kun &; ei ole olennaisesti
rajoitettu, maaritellddn pysdhdyshetkien jono

To(w) = inf{t : |§1(w)| > nivn € N
Huomataan ettd 7,(w) < 7,41(w) T ooVw € €, ja
(f ' S)t/\’rn = (g(n) . S)t/\Tn

jossa €™ = £1(]&| < n) on rajoitettu.
Koska (f (") . S), on martingaali ja 7, on pysihdyshetki, seuraa ettd myos
(f(”) - 8)iar, On martingaali. O

Maaritelma 2.2.5. F-sopiva prosessi (My) on yleistetty (P,F)-marginaali
jos E(|My|) < oo, and Vt € N

Ep(Mya|Fi)(w) = My(w)
jossa M, ei tarvitse olla integroituva .

Huomautus Kolmogorovin méaritelmén mukaan satunnaismuuttujan X:n
ehdollinen odotusarvo Y = Ep(X|G)(w) € R on G-mitallinen satunnaismuut-
tuja joka toteuttaa Kolmogorovin méaaritelmaé

EP(X]_A) IEp(Y]_A) VAeg

ja voi olla olemassa ja hyvin maéritelty myos silloin kun X ei ole integroituva.
Silloin kun X on integroituva on olemassa Ep(X|G) € L'(P).

Teoreema 2.2.2. (Shiryaev, Essentials of Stochastic Finance, sivulla 98)
Seuraavat vditteet ovat yhtdpitdivia diksreetti ajassa:

1. (Xt :t €N) on (P,F)-lokaali martingaali.
2. (X;:t € N) on (P,F)-yleistetty martingaali

3. (Xy : t € N) = (£- M) on martingaalimuunnos, jossa & on F-
ennustettava ja M; on (P,TF)-martingaali.
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Todistus. 1) = 2): Olkoon X; (P, F)-lokaalimartingaali ja 7, lokalisointijo-
no. Silloin

E(Xt+1|ft)1(7'n > t) = E(XtJrll(Tn >t+ 1)|ft) = E(X(t—l-l)/\Tnl(Tn > t)‘ﬂ)
= E(X(tJrl)/\Tn‘Ft)]-(Tn > t) = Xiar, 1(7, > 1)

koska 7, on pyhsidhdyshetki ja {7, >t} = {7, >t + 1} € F;, ja viite seuraa
kun n — oc.

Toisinpéin, olkoon 7, T oo lokalisointi jono X;-martingaalille, ja A, =
{w: Th1(w) <t <7 (w)}, jossa 1o = 0.

Z Tn— 1 < t < Tn( ))Xt/\Tn

where for a fixed ¢ the event A, = { w:t € [,(w)} is F;_;-measurable with
A, N A, =0 for n # m, and for each w the sum contains only one nonzero
term. We have

E(IX|Fic1) =) 1(rac1(w) < t < 7(w)) E(| Xinr, || Ficr) < 00
n=1

koska Xi,,, on aito martingaali ja sarjassa on vain yksi nollasta poikkea-
va termi. Téstd yleisesti ei voi padtelld ettd E(|X||F;_1) tai |X;| olisivat
integroituvia. Kuitenkin martingaali ominaisuus péatee lokaali martingaalille
X, koska

NE

E(Xy|Fio1) =) 1(1ho1(w) <t < 7(w)) E(Xinr, | Fioi)
n=1
== Z 1(Tn71<w) <t S Tn(w)X(t DA, — Xt 1,
n=1
eli X; on yleistetty martingaali. ]

Seuraus 2.2.1. Jos (H; : t € N) on F-ennustettava ja (M; : t € N) on
F-lokaali martingaali, martingaali muunnos

t
(H-M), =) HAM,

s=1

on F-lokaalt martingaal.
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Lemma 2.2.3. (Fatou lemma ehdolliselle odotusarvolle) Olkoon (X, (w),n €
N) ja Y (w) satunnaismuuttujat jono jolla X, (w) > Y (w) P-melkein varmasti
ja Ep(|Y]) < o0, eli koko jonolla on integroituva alaraja. Silloin, kun G C F
on ali o-algebra,

liminf Fp(X,|G)(w) < E(liminf X,|G)(w)  P-melkein varmasti.
ja erityisests
liminf Fp(X,) < E(liminf X,,)

Lemma 2.2.4. S; on lokaali martingaali (myos jatkuvalla ajalla), jolla on
integroituva alaraja, el

sup{S; } <Y, jolla E(Y) < oo,
t
silloin Sy on ylimartingaali. Taméa patee myds jatkuvalla aikaparametrilla.
Erityisesti ei-negatiivinen lokaali-martingaali on ylimartingaali.
Todistus. Olkoon r <t ja 7, on lokalisointijono

E(St/\rn

F) = Sun,
ja kun n — oo Fatou lemma ehdolliselle odotusarvolle soveltuu
E(Si|F) = E(nh_yolo Sine | Fr)
< lim E(Sy,|F) = lim Sy, = S,
eli Sy on ylimartingaali. O]
Lemma 2.2.5. (Shiryaev, Essentials of Stochastic Finance, sivulla 101)
e Diskreetti ajassa, (I, P)-lokaali martingaali (Sy(w) : t € N) jolla
Ep(X;') <oo VteN, tai FEp(X;)<oo VteN,

on aito (F, P)-martingaali. Erityisesti ei negatiivinen diskreetti aikai-
nen lokaalt martingaali on aito martingaali.

o Sen lisddksi jos (Sy(w) :t € {0,1,...,T}) on diskreetti aikainen (F, P)-
lokaali-martingaali jossa T < o0, ja

Srw)>0  (P=1)

seuraa ettd (Sy(w) : t € {0,1,...,T}) on aito (F, P)-martingaali, ja
sen takia myos Sy(w) >0Vt =0,1,...,t, (P =1).
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o (M; — My)ien on aito F-martingaali.

Huom Jatkuvassa ajassa ei-negatiivinen lokaali martingaali on ylimar-
tingaali mutta ei valttamatta martingaali.

Todistus. 1. Olkoon E(S; ) < oo ¥t € N. Osoitamme ensin ettd E(|.S;]) <
oo Vt € N.

Fatou lemmasta, kun 7,, on lokalisointi jono

E(X;") = E(lim X}, ) = E(liminf X}, ) <liminf E(X}

t/\‘rn)
t
= liminf{ E(X;nr, + E(X;n,, )} = E(Xo) + Y E(X]) < 00
s=1

yksinkertaisesti koska X;,, < X + X, +---+ X . Tamé argumentti
toimii koska aika diskreetti, eli 7,, € N, sitd ei voi soveltaa jatkuvassa

ajassa.
Koska
t+1
Xl < (LX) € 2P
s=1

ja martingaali ominaisuus Lebesgue dominoidun konvergenssin lausees-
ta ehdolliselle odotusarvolle

Xy = lim Xy, = hf{.lo E(X(t+1)ATn‘—7'—t) = E(nh_g)lo X(t+1)/\7—n’-Ft) = E(Xt+1|]:t)

n—oo n—

2. Osoitamme ettd kun E(X;) < oo, seuraa E(X; ) < oo kaikille ¢t =
1,...,T — 1, joka seuraa Jensenin epayhtalosta

E(Xp|Fro1) > E(Xp|Fro1)” = X7, >0

ja ottaamalla odotusarvoa.
O

Maaritelma 2.2.6. Markkinamallimme on arbitraasi vapaa kun kaikille it-
sensdrahoittavillea ja F-ennustettaville strategioille & (w), pdtee

P(Vy=0) =1 ja P(Vy > 0) = 1,
Seuraa
P(VT = O) = 17

jossa prosessi V; = &Sy, on salkun arvo.
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Huomautukset Téssa o-algebra F ei tarvitse olla triviaali, siis salkun
painot hetkelld 0 toteuttavat

Vo = &S0 = 150
jossa Sy ja & ovat Fy mitallisia.
Ekvivalentti ehto: jos & on itsensdrahoittava ja
P(Vp<0)=1jaP(Vp>0)=1,— P(Vp=0)=1
jossa ‘7t =V/ St(o) on diskontattu arvo, joka pétee jos ja vain jos
Ve—Vo=(6-8)r>0 (P=1), seuraa (£-S)p =0 (P=1)

Teoreema 2.2.3. Todenndkdisyysavruudella (0, F, P) informaatio-filtraatiolla
IF, olkoon (St(o) =1, St(l), ce St(d)) F-sopivia arvoprosesseja diskontattuille in-
strumentteille. Markkinamalli on arbitraasivapaa jos ja vain jos on olemassa
Q) ~ P jonka suhteen diskontatut instrumentit St(k) k=1,...,d ovat QQ,F-
martingaaleja.

Todistus. <=

Olkoon V; = Vo + (€ S), = Vo + 32, o0 EIAS, (diskontatun) salk-
kun arvo, kun t = 0,1,...,T, jossa & strategia on F-ennustettava ja itsensa
rahoittava, jolla Vo < 0 ja P(Vyr > 0) > 0 P-melkein varmasti. Koska V;
on martingaali muunnos ennustavalla strategialla, seuraa ettd V; on lokaa-
li martingaali, ja oletuksesta V; = 0, sitd seuraa E(V;) = 0 ja Shiryae-
vin lemmasta V, on aito martingaali. Martingaali ominaisuudesta seu-
raa Ep(Vr) = Ep(Vh) < 0, ja koska oletettiin ettd Vr(w) > 0, seuraa ettéd
Vr(w) = 0, eli ennustettava ja itsensé rajoittava arbitraasi-strategia ei ole
olemassa.

O]
Lemma 2.2.6. Olkoon X (w) € L°(Q, F, P), eli satunnaismuuttuja, jolla
P(X>0)>0 ja P(X<0)>0

On glemassa todenndkdisyysmitta Q) ~ P jolla %(w) on rajoitettu, Eq(|X]|) <
00 ja

Eo(X) =0
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Tod. Maéritellaan todennakoisyysmitta Py jolla
Ep (exp(—Xz) lA)
Ep (exp(—XQ))

P()(A) =

jossa

dPy .o exp(—X?)
4P Ep <exp(—X2))

Oletuksesta seuraa ettd on olemassa d > 0 ja € > 0 jolla

€ L>(Q, Fr, P)

P(X>d)>ecja PX<-d)>¢.

Otetaan seuraavaksi Py mitan Esscherin muunnos:

Py(A) = p(0) "' Ep, (eXp(QX)1A> jossa

01 (00 =) (o(-0-9)

! Ep (exp(—X2))

Osoitan ettd on olemassa 6* jolla

Ep,. (AE

}"0) =0, (P=1).
Apulause Kuvaus 0 — () on aidosti konveksi:
d d
@90(9) = Ep, (@ exp(GX)) =
Ep, (X exp(ex)> ,
d? d? )
WQD(Q) = Ep, (W exp(é’X)) = Ep, (X exp(@X)) >0

Todistus Osoitetaan ettéd derivoinnin ja integroinnin jarjestyksen vaihto
on sallittu. Dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa etté voidaan vaihtaa
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derivoinnin ja odotusarvon jarjestysta koska kun ¢ > 0 jolla VO < 0 — ¢ <
¥ < 0 + ¢ seuraa kaikille n > 1

|z|" exp(Vx — 2%) < |2|" exp(fz — 2?) (exp(sx) + exp(—sx)) < ky exp(—cx?)
jollekin k,, > 0, 0 < ¢ < 1. Siis satunnaismuuttuja
| X (w)["exp(VX (w) — X (w)?) < ky exp(—cX?(w)) € LY(P)
Eli voidaan vaihtaa derivoinnin ja integroinnin jarjestysté.
Merkitaan

¢(0) = Ep, (exp(6X))

Dominoidun konvergenssin lauseen avulla seuraa vaihtamalla derivoinnin ja
integroinnin jarjestysta ettéd kuvaus € — ¢ on derivoituva. Erityisesti

; En (x exp(ex)>

—logp(f) = By, (exp(HX ))

do
Silloin kun konveksi funktiolla # — ¢(6) > 0 on minimipiste 6., minimipiste
on d% log () funktion nolla-piste ja

= Ep, (X)

Ep, (X) =0.

Osoitan ettd selldinen minimipiste 6, on olemassa. Muuten olisi olemassa
jono 6, — Fo0 jolla

Jos esimerkiksi 6,, T 0o, selldiselld § > 0 jolla P(X > 6) > 0ja Py(X > 0) >0
©(0,) = Ep, (exp(6,X)) > Py(X > ) exp(66,) = 0o kun n 1 oo

josta seuraa ristiriita koska ¢(6,) | ¢. = infp{ ¢x(0)} < ¢x(0) = 1.

Yleistys olkoon X; = (Xt(k), k = 0,1...,d) F-sopiva prosessi, aikain-
deksilla ¢t € {1,2,...,T}, jolla kaikille F-ennustettaville prosessille & =
(@(k), k=0,1,...,d) pitee

P(& - Xy > 0|F_1)(w) >0 P-melkein varmasti
P& X; <0|Fi-1)(w) >0 P-melkein varmasti
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Silloin on olemassa todennékéisyysmitta P* ~ P jolla 42 € L>(Q, F, P)

Ep(|Xi]) <00 ja Ep-(X3|Fim1) =0
Olkoon
@8, w) = Ep,(exp(8 - Xo)|F)(w), 6€R™
Kuvaus 0 — ¢,(6,w) on konveksi koska

2 52
_E
90,00, eul8w) = En (5550 00,

82

on positiivi-semidefiniitti. Téstd seuraa ettd jos on olemassa minimi piste

0.(t,w) jolla

exp(0 - X,)| F) (w) = Ep, (X" X{700,exp(0 - X,)| F.) (w)

jossa matriisi

0.(t,w) = inf { ¢(0,w)}

GEQd+1

Epe* (X) — 0

Teoreema 2.2.4. [ rahoitusteorian padlause, diskreetti ajassa.

Malli on arbitraast vapaa, jos ja vain jos on olemassa todenndakoisyysmitta
Q) ~ P todenndikdisyysavaruudessa (Q, Fr, P) jolla diskontattu osake prosessi
S, on (Q,F)-martingaali.

Sen lisddksi voidaan valita Q) jolla 5 @ € L>(Q, Fr, P) (olennaisesti ra-
joitettu,).

Todistus ( <= ) Olkoon gfl) (w) = St(i) (w)/St(O) (w), i=1,...,d jossa
numeraéri St(o) (w)>0Vt, (P=1).

Jos & = (&, &1, -.,&) on F-ennustettava ja itsenséd rahoittava salkku,
diskontattu salkun arvo on

Vi = &rSr = &S0 +° ZStAmeZ&ASt Vot (S--€),+ (¢-9),
(g'S)T
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Koska (f . §) . on martigaali muunnos jossa integrandi on F-ennustettava ja
integraattori on (@, F)-martingaali, se on lokaali martingaali.

Jos Vo(w) = 0 ja Vp(w) > 0, myds Vo(w) = 0 ja Vi(w) = (&- §)T >0, ja
Shiryaevin lemma seuraa etté V, on aito martingaali.

Siksi Eg (‘7T) = Eg(Vp) = 0, ja koska Vr(w) > 0 seuraa etti Vp(w) = 0
Q@ ja P-todennékéisyydella 1.

Siis malli on arbitraasivapaa.

Todistuksen toinen suunta (=). Esitdn Albert Shiryaevin konstruktiivi-
sen todistuksen, vaihtoehtoisesti voidaan kiytaé erottavan hypertason lauset-
ta ddreton ulotteisessa normi-avaruudessa.

Olkoon ensin d = 1 ja T = 1, merkitisn S, = gt(l) = St(l)/St(O). Oletetaan
myos ettd o-algebra Fy = N7 on P-triviaali.

Jos malli on arbitraasi vapaa,

P(AS, > 0) > 0ja P(AS, < 0) >0
muuten malli on triviaali eli P(AS, = 0) = 1 tai jompikumpi

P(AS, >0) =1 ja P(AS, > 0) >0
tai P(AS, < 0) =1 ja P(AS, <0) >0

on tosi ja voidaan rakentaa arbitraasi strategia. Esscherin muunnoksen avulla
rakennetaa riskineutraali mitta () ~ P jolla

Eo(AS) =0

eli tisséd tapauksessa (S, : ¢ =0,1) on (Q,F)-martingaali.

Olkoon edelleen d = 1, mutta késitellan monijaksoista mallia.
Koska malli on arbitraasi vapaa, todenndkéisyydelld (P = 1)

P(ASt > 0|./T"t_1)(&)) >0 ja P(ASt < 0|./T"t_1)(CL)) >0

ja sama patee diskontatulle osakeelle §t. Muuten, positiivisella todennékoi-
syydella, joskus

P(AS; > 0|F;1)(w) =1 ja P(AS; > 0| F_1)(w) >0
tai

P(AS; <0|F1)(w) =1 ja P(AS; < 0|F—1)(w) >0



2.2. DISKREETTI-AIKAINEN MARKKINAMALLI o1

ja silloin voitaisiin rakentaa arbitraasistrategiaa, lainaamalla numeraari in-
strumentteja ja ostamalla osakkeita (tai painvastoin).

Esscherin muunnoksen avulla 16ytyy satunnaismuuttuja (;(w) € L'(Q, F, P)
jolla

Ep(GAS|Fii)(w) =0

Tarkemmin, olkoon

0(0,w,t) = Ep (exp (-(Aé’t)2 + 0A§t) J-"H) (w)

Arbitraasivapaus-oletuksesta seuraa etté jokaiselle w:lle on olemassa
0.(t,w) := arg mein 0(0,w,t)
ja voidaan osoittaa ettd se on JF;_; mitallinen. Tamé& seuraa koska

inf (6, w,t) = inf o(0,w, )

on JF;_; mitallinen, ja jokaiselle w:lle kuvaus 6 — ¢(#,w,t) on konveksi ja
siksi jatkuva (harjoitustehtévi), ja voidaan rakentaa F;_ ;- mitallinen jono

0,(t,w) = argmin p(k/n,w,t)
keZ
jolla
0(On(w,t),w,t) — gn(ggo(&w,t) = . (t,w)
€
Olkoon
(i(w) :=exp (— (Agt)z + 9A§t> (0, w, )

jolla ((w) € LY(Q, F, P) jolla
EP(Q‘]:t—l)(W) =1 EP(CtA§t| Fio1)(w) =0

ja maaritellddn

Zr(w) =[] ¢(w) >0
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ja o-algebrassa Fr todennikoisyysmitta ) ~ P

Q(dw) = Zr(w)P(dw) = %(w)P(dw)

@ on todennakdisyysmitta koska

Q(Q) = Ep(Zr) = Ep (EI Ct(w)) — By (ﬂ Ep (<t<w>|ft_1)) —1

Huomataan myos ettd (Z;) on (P, F)-martingaali:
EP(Zt(W)‘JT'-tfl)(W) = thl(w)EP (Ct‘ftfl)(w) =Zi

Osoitan etta (§t :t =0,1,...,7) on (Q,F)-martingaali: abstraktista
Bayesin kaavasta

_ EP ZTAgt ]:t—l w
EQ(AS|Fi1) (w) = E(P(ZT‘.F‘}/l)(zJ() )

Ep(ZAS;|Fit) (w) ( Z =
Z—1(w) \Z,
Ep (CtASt‘JT_;tfl)(w) =0 O

f) (@) =

Tapaus jossa d > 1 sivutetaan toistaseksi.



Luku 3

Martingaaliesitys ja taydellisuus

Teoreema 3.0.1. (Aika-diskretti Doob-Meyerin hajotelma).
Olkoon (X, : t € N) F-sopiva prosessi filtraatiossa F = {F;}.
Ja E(|X:]) <o Vt=0,1,...,T.
Silloin

o
Xy =Xo+ A+ M,
jossa Ag = My =0, Ay on F-ennustettava ja M, on F-martingaal.
e Doobin hajotelma on yksikdsitteinen.

o Jos (X;) on ylimartingaali (vastaavasti alimartingaali) ennustettava
osa Ay on ei-kasvava (vastaavasti ei-viheneva).

Todistus
AXt — (AXt - EP(AXtL/T-.t—l)) + EP(AXt|.F.t_1) — AMt + AAt

jossa

t

t
A=) Ep(AX||Fi1), My=> (AX, - Ep(AX)|F)) -
s=1

s=1

Olkoon
Xt — XO — At + Mt

toinen Doobin hajotelma.
Silloin (M;— M) = (Ay—Ay) eli (My—M,;) on F-ennustettava F-martingaali
joka saa arvo 0 kun ¢t = 0, eli se on identtisesti nolla.

23
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3.1 Nelio-integroituvat martingaalit ja ennus-
tettava kovariaatio

A (P, {F;})-martingale (M) is square integrable when E(M?) < oo for all ¢.
If M;, N, are square integrable martingales then by using Cauchy-Schwartz
inequality

(M) < JE(M2)\E(N?) < oo

so that the product (M;N;) is in L' and it makes sense to consider its Doob-
Meyer decomposition:
We have

MyNy — M; Ny = M;_1AN; + N AM, + AM; AN, =
M, 1AN; + N, AM, + (AMtANt — Ep(AMtANt].E,l)) + Ep(AM;AN|F; 1)

We introduce the predictable process
t
(M,N); =Y Ep(AM,AN,|F,_y) (3.1.1)
s=1

We obtain the Doob-Meyer decomposition
MNy = MoNo + (M, N); +my
where dm; the sum the martingale increments
dmy; = My 1 AN, + Ny_ 1AM, + (AM,AN, — Ep(AM,AN,|F,_1))

where the integrability conditions in the definition of martingale follow from
Cauchy-Schwartz inequality since we have assumed M and N are square-
integrable.

We denote also

t
[M, N, :=> " AM,AN,

s=1

it follows that the process ([M, N|; — (M, N);) is a (P, {F;})-martingale.

[M, NJ; is called quadratic covariation or square-bracket process, while
(M, N); is called predictable covariation, or predictable-bracket process.
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Since E((AM,;)p|Fi—1) > 0, the process ([M, M];) is a submartingale and
therefore ((M, M);) is non-decreasing. The notations [M], := [M, M], and
(M) = (M, M), are also used.

Note [M, NJ; does not depend on the measure P, but the predictable
bracket (M, N); does !

Maaritelma 3.1.1. Two square integrable martingales (M), (Ny) are ortho-
gonal if the product (MyNy) is a martingale. Equivalent conditions are

i) [M, N]; is a martingale,

ii) (M, N); = 0, which means Ep(AM;AN|F;_1)(w) =0 P a.s.

3.2 Locally square integrable martingales

By the definition of localization, a F-adapted process is a F-locally square
integrable martingale if there is a sequence of stopping times 7, T oo such
that the stopped process (M., : t € N) is a square integrable martingale
for each n. We have the following characterization:

Lemma 3.2.1. In discrete time (M, :t € N) is a F-locally square integrable
martingale if and only if Ep(Xg) < oo ja P-almost surely

EP(Mt‘JT-;f—l) = M,y and (M), — <M>t—1EP(Mt - Mt—1>2‘]:t—1)<w) < o0,
(3.2.1)
Ep((My — My—1)?) = Ep({(M)y — (M);_1) € [0, +oc] (3.2.2)

and the locally square integrable martingale M, is a true square integrable
martingale if and only z'fE((M)t) < oo Vt.

Todistus. If (3.2.1)) holds, we can find a localizing sequence by taking
To(w) =inf{ t : Ep(My41 — My)?|F) (w) > n

On the other hand, if 7, T oo is a localizing sequence for M;, consider the
random sets A, = {w : 7,_1(w) <t < 7,(w)}, with 75 = 0. Then

o0 [ee]

AM, = 1(rno(w) <t < 7)) AM, = > 1(r0r (W) < t < 70(w)) AMinr,

n=1 n=1

where for a fixed t the event A, = { w : t € I,(w)} is F;_1-measurable
with A, N A,, = 0 for n # m, and for each w the sum contains only one
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nonzero term, and by Fubini we can change the order of the summation and
the conditional expectation. Therefore

(M), — (M), = E(AM)?|Fict) = > 1(7ac1(w) < t < 7(w)) E(AMips,)?| Fit) =0

where by Fubini we can change the order of the summation and the condi-
tional expectation, since

D 1(raa1(w) <t < 7(w) E(AMins, )?| Fior) < 0.
n=1

Note that we cannot conclude that E((AM;)?) < oo. O

Huomautus 3.2.1. By the Cauchy Schwartz inequality the predictable cova-
riation (3.1.1) of two F-locally square integrable martingales is well defined.

Lemma 3.2.2. If (H, : t € N) is F-predictable (M, : t € N) and is a F-local
martingale, then the martingale transform

t
(H-M), =Y HAM,

s=1

15 a F-local square integrable martingale with quadratic variation
t
<(H ’ M)>t - ZH3(<M3> - <Ms—l>)
s=1

3.3 Orthogonal projections in the space of local-
ly square integrable martingales

Let M and N two locally square integrable martingales,
We write

t
Ny =No+ (H- M)+ Ni- = No+ > H,AM, + N} (3.3.1)
s=1
where (H;) is the predictable process

A(M,N),  Ep(AMAN,|F, y)

i = AM, M), Ep((AM,)?|Fi_)

(3.3.2)
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where by the Cauchy-Schwartz inequality
A(M)y=0= A(M,N);, =0

and in such case we set 0/0 = 0 and N is a locally square integrable mar-
tingale orthogonal to M,.
We also have

E({ZHAM}) _ E(Z H2AG). ) and

which are finite if and only if N is a (true) square integrable martingale.

Lemma 3.3.1. In a multivariate situation consider a vector My = (Mt(l), ceey Mt(d)),
t € N with (P, F)-locally square integrable martingale components. If (N; € N)

is another (P, TF)-locally square integrable martingale, we have the orthogonal
decomposition

t t d
Ny = No+ 3 (Hy AM,) + N = No+ 35 HOAM® 4 N}

s=1 s=1 k=1

where

t
(NE M), = Ep(ANFAMP|Fy) =0 vt

s=1

H, = (A(N, M)t) (A(M, M>t) B (A(N, M)t>T

18 Fi_1 measurable. Here we used the vector and matriz notations

and

(A(N,M)t) = Ep(ANAMP|Foy),  and
k

(A<M, M>t) = Ep(AMP AMPO | F,y)
k¢

and A™' denotes the matriz inverse. When det(A) = 0 and A is not inver-
tible, we understand that yA='y" = yx where x is the solution of the linear
equation Ax = y.
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Esimerkki 3.3.1. We compute linear projections with Bernoulli random va-
riables. Let & (w) € {0,1} be a binary random variable with

P& =1)=1—P(& =0)=p € (0,1)
and let My (w) = & (w) — py.

1. Any random variable F(w) = f(&(w)) which is o(&)-measurable can be
written exactly as an L*-projection on the two dimenensional subspace

gnerated by { 1, M;}.
Fw) = f(&(w)) = Ey(F) + (f(1) = f(0))(&1(w) = p1)
where Ep(&) = Ep(€2) = py.

Consider now random variables & (w), ..., &r(w) with

P& =1F_1)=1—-P&=0|F_1) =p=p(&,.... &) €(0,1)
where Fy = 0(&1,...,&), and p; is F;_1-measurable.

We introduce the martingale

t

M; = Z(§S(W) —ps(w))

s=1

Let F(w) = f(&,...,&r). We project the L* martingale Ep(F|F;) with
respect to the L*-martingale M, obtaining

F(w) = f(&,....ér) = Ep(F)+

T

ZEP(f(éh s >€t*17 17£t+17 - 'gtn) o f(£17 s 7£t*170>€t+17 .- 'étn)|ft*1)(£t(w) _pt>
t=1

3.4 Martingale property and change of measu-
re

Teoreema 3.4.1. Let (Q < P and let

d
2) = 24 P) = T2 ()
Then M, is a (Q,{F;})-martingale if and only if the product (MyZ;) is a
(P, {F:})-martingale.
By using a localizing sequence it is also true that My is a (Q,{F})-local
martingale if and only if the product (MyZy) is a (P,{F})-local martingale.
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Proof for s <t, let A € F,.
EQ(]-A(Mt - Ms)) — EP(lAZt(Mt - MS)) - EP<]-A(ZtMt - ZSMS))

where we use the properties of the conditional expectation. By definition of
conditional expectation it means that

Eo(My|F,) = M, if and only if Ep(Z,M,|F,) = Z,M,

3.5 Doob decomposition and change of mea-
sure

Suppose that M is a (P, F;) martingale with My = 0 and AM, > —1.

t

Z,=E(M), = [](1+AM,) = <1 + i Zs_lAMs) >0

s=1

and we define on each F; consistently a measure
Qi(dw) = Zy(w) Pi(dw)

If (Zi)i—01,...r is integrable, then (Z;) is a P-martingale and Q;(2) = Ep(Z;) =
Zy = 1 which is a probability measure.

Esimerkki 3.5.1. Assume that {&{(w) @ t = 1,...,T} are i.i.d. N(0,1)
distributed (univariate gaussian with 0 mean and variance 1 ).
For a given § € R Define

M(0) = 3 {ep(bg, — 56~ 1)

This is a martingale with independent increments, and AM, > —1.
Then we set Zy(0) =1 and

t

200) = 010, =1+ Y Zea @501, = [[ (1 + exato — 309~ 1) =

s=1 s=1
t 1, t 1,
1_[e><p(9€S — 59 ) = exp 9255 — 59 t
s=1 s=1

It follows that Z(0) is integrable, since under P, the r.v. (Zizl fs) 1S gaus-
sian N(0,t). Since integrability is satisfied, Z;(0) is a P- martingale, which
defines a probability measure dQ(0) = Z;(0)dP, on Fy.
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Assume that M and N are locally square integrable P martingales, AM; >
—land Z; = EM);,t = 1,...,T with Zy € L'(P) for all ¢ is a a true mar-
tingale. By projecting N on M we obtain the orthogonal martingale decom-
position

N, = No+ (H - M), + N/

where H; is F-predicatable and N;- is a (F, P)-local square integrable mar-
tingales with (N1 M), = 0.

What happens to the local martingale property of N and M under the
new measure !

Lause 3.5.1. (Girsanov theorem in discrete time) When

dP|z
dQ|-7'-t

where M is a (P, F)-locally square integrable martingale such that AM; > —1,
the Doob decomposition of a (P,F)-locally square integrable martingale N
under Q) 1s given by

dP
=27y = EP(@‘E) =E(M),

Ny=No+ (H-(M,M)), + (H- (M — (M, M))), + N;"

where (M — (M, M)); is a (F,Q)-local martingale and N+ is a F-local mar-
tingale under both P and Q, and (H - (M, M)), is a predictable process.

Proof From Bayes’ formula of change of measure in conditional expecta-
tion,

Ep(ZAM|Fy_y)
Ep(Zi|Fi-1)

)|]:t—1> = Ep(AM|Fi1) + Ep((AM)*|Fiot) = 0 + A(M, M),

Z,
t—

EQ(AM|Fiy) =

AZy
Zy

Ep(AM,(1+

which means that (M, — (M, M),) is a Q-local martingale.
On the other hand

Z,
Bo(ANF|Fii) = En( )
t_

: AN |Fii) = Ep((1 + AM;) AN | Fioq)
= Ep(AN{"|Fio1) + Ep(AM AN | Fioy) = (M, N*Y)y — (M, N*), -1 =0

since N+ and M are orthogonal (P,F)-locally square integrable martingales,
therefore N/ is a (Q, F)-local martingale.
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In example [3.5.1) we compute (M(6), M(0)):, and find the law of (&)
under the probability measure Qr(6).

Recall that the characteristic function of the gaussian distribution N (1, o2)
is
Si%o?)
where X (w) is N (1, 0?)-distributed and 4 is the imaginary unit.

Now we want to compute the characteristic function of the vector &, ..., &

under the measure Q).
We have that for v = (uq,...,u;) € R

ox(u) == B, 2 (exp(iuX)) = exp(iuu —

o (exp(i Zusé“s = Ep(Z exp(i Zusﬁs =

s=1

Ep (exp (i(w o) - 59%) ) _

s=1

Ep(exp(iﬂus_wm;i 7)o (§ Sttt 3 =

s=1 s=1

ﬁ Ep (exp((us —i0)&, + —if) )) HeXp iOu, — — S)
2 x Ep(esxpli(d + €)us)

this means that the law under @) of &, is the same as the law under P of
(04 &), ie.under Q (& :s=1,...,t) are i.i.d. N(0,1).

3.6 Market completeness

Maaritelma 3.6.1. Consider the market model with instrument prices (St(k) :
t=0,1,... T,k = 0,1,...,d), and discounted prices :Si(k) = St(k)/St(O) with
respect to the numeraire St(o) > 0 P-almost surely. We assume that the ini-
tial prices (S((]k) ck=1,...,d) are deterministic. Assuming that the market
model is arbitrage-free, there exist an equivalent martingale measure () ~ P
such that §t(k), k=1,...,d are (F,Q)-square integrable martingales.

We say that the arbitrage free market model is complete if every essentially
bounded contingent claim F(w) € L>(Q2, Fr, P) can be replicated, as

d t d
F = (Yp, S) + p =2 Y05+ 0D YPASY

k=0 u=1 k=0
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here the strateqy Y is F-predictable and satisfying the self-financing condi-
tions

((3/15_3/15—1)7515):07 t:177t

Note that in this case ¢(F') := (Yp, Sp) it the initial price of a self-financing
portfolio replicating the contingent claim F', therefore it is unique arbitrage
free price of the contingent clain F.

Lemma 3.6.1. In a complete market, the risk-neutral martingale measure
for the stock prices is unique.

Todistus. Let Q ~ Q' ~ P two equivalent martingale measures such that the
discounted stock prices (§t(k) :t=0,1...,T,k=1,...,d) are F-martingales
with respect to both @@ and @)’. Consider an event A € Fr and the contingent
claim F,(w) = 14(w). Since the market is complete by definition

1a(w) =c(A) + (Y- S)r

with ¢(A) = (Yo, So) (scalar product). We define for all ¢ = 0,1...,T the

value process

and the corresponding discounted value process ‘775 =V/ St(o) with increments

- 1 v, -
A= oA = G gy A5 = (4, A8) - where

d d 1 ASC
B (k) S0) (k) (k) _ ) ==
=> VST, AP =0, > §PAvY <o, A( (0)) T T 0 o)
—o k=0 St St St—l

(k) (k)

- 1

ASH = A(St(o)> = <o &5 - (% ©) A
St St—l St St—l

Therefore we have

= 1A (YE)7SO
F:B—T: 5 +ZYASt %Jr;YASt

Since our market completeness assumption concerns bounded contingent
claim, we cannot use it directly unless By > 0 would be bounded from
below by a positive constant. Given n € N we replace the set A by the set
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A, = An {Br > 1/n}. Consider the sequence of bounded contingent claims
F,(w) = 1,4, with discounted values

0< ﬁn(w) = La, (@) <n and fn 0 14(w)

BT BT ((JJ)

< 00

Since 14, are bounded, by the completeness assumption for each n there
exists a replicating portfolio and

Fow)  (YomS) < ~
B = T2 YealSr

s=1

consider the discounted value processes

t
> (Yo,n: 50) 5
Vim = ———— Y nAS;.

On the right side we have a martingale transform, which must be a F-local
martingale under both risk neutral measures () and ’. Since the terminal
value is bounded, these local martingales are bounded F-martingales under

both @ and @’. Since a martingale has constant expectation,

Vo = % - EQ< 1A<W>1<§: > 1/n>) _ EQ,( 1A(w>1(§TT > 1/n>)

and the last two term coincide VA € F, n € N. By the monotone convergence

theorem as n — oo
La(w) La(w)
E = FEq
Q( Br ) N ( Br

and since 0 < By < o0, - and @’-almost surely, this implies that Q(A)
QA VA e FO

Ol

3.7 Predictable representation property

Let Si(w) € R? be a (P, F)-local martingale w.r.t. to a discrete time filtration
F = {F, : t € N}, with coordinates bounded from below: Sk (w) > —K P-
almost surely, 0 < K < oco. Without loss of generality we assume that Fy =
NPT the o-algebra containing the P-null sets. All Fy-measurable random
variables are P-almost surely equal to deterministic constants.
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We say that S has the representation property in the filtration F = {F},
if any bounded (P, F)-martingale (N;) can be represented as a constant plus
a martingale transform w.r.t. M

t t d
Ny=No+ (Y -8)=Xo+ > YuAS, =X+ > Y YIAS, (i)

u=1 u=1 =0
by using a F-predictable strategy (Y;).

Lemma 3.7.1. Let (S; : t € N) be a (P,F)-locally square integrable martin-
gale. The properties

1. S; has the predictable representation property (PRP) in the F-filtration,

2. the only bounded (P,F)-martingales (N;) which are orthogonal to S,
(which means that (S, N); = 0 and the product (S;N;) is a (P,F)-local
martingale) are constant,

are equivalent.

Todistus. Assume that the PRP holds for S. Then every bounded martingale
N; has the form Ny = Ny + (H - S);. When also (N;S;) is a local martingale,
necessarily

A(StNt) = St—lANt + Nt—lASt + AStANt -
(Si—1Hy + Ni—1)AS, + Hy(AS,)?

This gives a contradiction, since V¢
0= B(A(S:N)|Fi-1) = HE((AS,)?| Fioa) = Hy({S)e — (S)i-1)

which implies that AN, = H;AS; = 0, and N; = Ny P-almost surely Vt.
For the opposite implication, 2) says that necessarily every bounded (P, F)-
martingale has the representation

(S,N

Ni=No+ (H-S), with prodictable  H, = gt
) t ’ t=1

Teoreema 3.7.1. In the discrete time setting, a (Q,F)-square integrable
martingale S;(w) € R? which non-negative (or bounded from below), has the
predictable representation property (PRP) in the filtration F if and only if
there are no other equivalent martingale measures Q) ~ Q .In other words,
if Q' ~ Q with likelihood ratio Z(w) = %(w) and (S;) is a also a (Q',F)-
martingale, necessarily Q' = Q.
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Todistus. Without loss of generality we consider the case with Fy = N =
{ACQ:Q(A) € {0,1}}. Assume that Q' ~ Q and let Z, = EQ(‘fl—g{ft) >0
which is a (F, Q)-martingale with Eo(Z;) = 1. By the predictable represen-
tation property,

AZt - Zt—lHtASt

where H, is F;_;-measurable.
We show that S; is not a martingale under (', unless H; = 0 Vt and

Q' =Q:

Zy
Fiq) =
Zi 1 ) ‘ t 1)

Zi-1
EQ (ASt(l + HtASt) ‘ft—l) - EQ(AStl‘E—l) + EQ(Ht<ASt>2|JT';5_1) =
0+ HiEg((AS)?Fi1) #£0

AZ;

EQ/(ASt|Ft_1) — EQ (ASt ‘JT-;f—l) - EQ (ASt<]. +

unless H; = 0 Q-a.s. for all t. This means that Z;, = 1 for all ¢t and Q' = Q.

Viceversa, suppose that the representation property does not hold for S
in the filtration F. This means that there is a bounded (@, F)-martingale N
with decomposition

Ny = No+ (H-S);+ N

where Nj- is an L?-martingale with Ng- = 0, Eq ((N;)?) > 0 and Eg(AS, AN} |Fi_y) =
0. Note that since by assumption S; > 0 that also the increments AS; can
be bounded from below as

ASy =5, =512 =511 -

Since by assumption |N;| < ¢ < co @Q-almost surely, |AN;| < ct at each ¢,
and when H; > 0 we have

AN} = AN, — H/AS, < ct + H,S;_,
and when H; < 0

AN} = AN, — HAS, > —c¢, + H,S,_,
We define the process M; with My = 0 and increments

_Sign(Hu)
ct + |Hu’Su_1

1 forx>0

My = My = —1 forxz<0

AN > —1, sign(z) = {
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which is the martingale transform of a predictable and bounded process with
respect to the L2-martingale N;-. By construction M, is a (Q,F)-square in-
tegrable martingale with (M, S); = 0,

Since AM; > —1, we can use it to define the measure )’ on Fp with
likelihood ratio %(w) = Zr(w), where

t

d /
@ _ E(M), = H(l + AM,) >0 Q-almost surely

Z, = BolZr|F) = 5t =
t

s=1

Since

t
Zy =1+ ZAM, >0
s=1
is a positive ()-local martingale, it is bounded from below, and in discrete time
it follows by Shiryaev Lemma that Z; is a true martingale. Consequently

(' is a probability measure, and ' ~ @) are equivalent since Zr > 0. We
have that

SiZy = Si1Zs—1 + Zi 1 (AS, + AM,) + Z, 1 AMAS,

is a Q-local martingale since (S;) and (S;M;) are P-martingales. This means
that S; is a local martingale also under the measure )’, and again by Shiryaev
Lemma[2.2.5]it is a true (-martingale because it is non-negative. In this way
we have constructed another probability measure ' # @, Q' ~ @, such that
(S:) is a Q-martingale. O

Seuraus 3.7.1. Consider a market model (St(k) t=0,1,...T,)k=0,1,...,d)
which is free of arbitrage, where the assets St(k) > 0 are non-negative and the
numeraire St(o) > 0 is always strictly positive. Denote by §£k) = St(k)/St(O) the
discounted stock prices. the model is complete if and only if the martingale
measure Q) ~ P satisfying EQ(@(M\]—]) = gfﬁ) VO <u <t <T is unique.

Todistus. The = implication was shown in Lemma |3.6.1 For the <=
implication, we have seen that when the market is arbitrage free there is
a martingale measur e () ~ P such that

Eq(SP|F) =50, vo<u<t<T
Eq(exp((8,5)) <00 YO<t<T, fecRe

It follows that S? has all Q-moments and in particular Eo(S2) < oo V¢, which
means that St(k) > 0 are true square integrable ' martingales, and theorem

applies. O
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Esimerkki 3.7.1. Consider a sequence of i.i.d. standard normal random va-
riables (§;) on the probability space (Q, F, P). with the filtration of o algebrae
Fi=0(&:1<s<t).

t

Define My = > &. M, is a P-martingale, since it has independent inc-
s=1
rements and centered. M; is also square integrable, since the increments are

gaussian. Note that Fy = o(M:1 < s <1).
¢
Note that n; = (€2 — 1) are also i.i.d. and centered, and Ny = > n, is
s=1

also a P-martingale.

It follows that the product (N;M,) is a P-martingale,m since Ep(&n;) =
Ep(§ — &) =0.

The filtration {F;} generated by (M;) contains the P-martingale (Ny)
which is is orthogonal to (My). Neither M or N have the predictable repre-
sentation property.

We show that there exist an equivalent martingale measure for M. Note
that AN; = (&} — 1) > —1 P-almost surely.

Therefore

t

t
Zy =0+ AN) =1+> Z,_1AN, >0

s=1 s=1

defines an equivalent probability measure dQ; = Z,dP;.

By Girsanov theorem, since (M;Ny) is a P-martingale it follows that also
(M Zy) is a P-martingale. But this means that (M;) is a Q-martingale. So
Q ~ P but QQ # P is another martingale measure for P.

In order to construct a bounded (P,{F;})- martingale we can take the
i.9.d. sequence of centered and bounded random variables

g = (EN1)— Ep(E2 A1) € (—1,1)
It follows that
Ep(&ei) = Ep(&(&8 A1) — Ep(&)Ep(§ A1) =
Ep(&1(1&] > 1) + Ep(1(]&] < 1)) +0=0

since the distribution & is symmetric around 0.
Therefore for any fized T', the process stopped at T

tA\T

XtT = E €
s=1

is a bounded P-martingale orthogonal to (My).
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3.8 Application to hedging : Cox-Ross-Rubinsteinin
binomi-puun malli

Consider the finite probability space (€2, F, P) where Q = {0,1}T, with T <
0o, and F = 2%, the finite collection of all possible subset, and probability
measure satisfies P({w}) > 0 for all w € Q.

An history is a vector w = (wy, ...,wr) € Q and denote w' = (w1, ... ,w;)
fort <T.

Consider a market with a bank account B; and a stock price S, t =
0,1,...,T, adapted to the filtration F with F; = o(w,, s <t), Fo = {Q,0}

We assume that there are {F;}-predictable processes U;(w) > Ry(w) >
Dy(w) > —1. By > 0 and Sy > 0 are determistic values, and we let

t

B, = By H(1 + Ry),

s=1

t
Sy = So [ [(1 + Dy + wi(U; = Dy))

s=1

Suppose that G(w) is a Fi-measurable contingent claim, and we want to
find a self-financing hedging strategy (5;, ;) satisfying

Vi = BBt + VSt = Bey1Be + 7e415:

We show first that there is an unique probability measure () such that
@ ~ P and the discounted process S; := (S;/B;) is a Q-martingale.

Once we have shown that @) is the unique martingale measure for (.S;) in
the filtration F, it follows that every (Q,F) martingale (IV;) has the repre-
sentation as

t
Ny =No+ > H,AS,

u=1

where (H,) is a F-predictable process. In particular we can take

~ G
i a5 )

and obtain when ¢t =T

- Gw) =~ T ~
G(w) = Br =Vr=W+ Z%Ast
t=1
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where () is a F-predictable process.
By using the discete integration by parts formula we obtain the hedging
as follows:

t t
V,=ViBi =VoBo+ ) BAV,+Y Vi 1AB,

s=1 s=1

t
= % + Z BersAgs + Z ?_1 Bs—le
s—1

t
s=1 s=1

t

t

1

= % + Z Bsﬁ)/sg(ss - (1 + Rs)szl) + Z(‘/sfl - P)/sssfl)Rs
s=1 s

s=1

t t
= ‘/0 + Z 7SASS + Z /BSABS

s=1 s=1

where 3, = (V-1 — vS,_1)B;!. Note that the derivation above also in the
case when B; and R; are just F-adapted and not necessarily F-predictable.

Note that (s, 3s) is a self-financing and predictable strategy replicating
the contingent claim, since for t =T

Vi=Gw) =W+ (- S)r+(B-B)r

Note also that Vj = EQ(%), so that Vi = VoBy = BOEQ(%) the initial
endowment of the replicating strategy, is the unique arbitrage free price.
Next we give an explicit formula for the hedging in the binary market
case.
Lets’ first compute the martingale measure Q).

Ag _ <i_ St_:[) _ St—l ((1+Dt+(Ut—Dt)wt) B 1) _
! By Bi Bi_1 (1+ Ry)

Si—1
5y (U= Do = (Do = R))

Taking conditional expectation with respect to a measure (), and imposing
the martingale property
Si-1

Eo(AS|Fiy) = m((m — D) Eq(wi|Fio1) — (Dy — Ry)) = 0

which implies that @) is a martingale measure for (5;) if and only if

(B — Dy)

@(w'™h) == Eq(wi| Fior) = U, = Dy)’
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where ¢ (w'™!) € (0,1) is a probability since we have assumed that D, <
R, < Uy, P a.s, and it is uniquely determined. We define globally the unique
risk-neutral measure @) as follows:

T

Q) = [Tl (1 — (et~

t=1
and note that Q({w}) > 0 for all w € Q, therefore @ ~ P.
We define the basic -martingale

t

Mt - Z(Ws - QS(W(S_D))

s=1

We write
Agt = L(Ut - Dt)(% - Qt(w(tfl))) = L(Ut - Dt)AMt
B (14 Ry) B 1(1+ Ry)
and we can represent AM; in terms of Agt:
Bi1(1+R) =
AM, = ——— = AS,
YOS (U —Dy) T

Next we show how to use the martingale representation property (PRP) to
compute the hedging strategy for the contingent claim . Denote é(w) =
G(w)/Br(w).

One way to compute the hedging is to compute orthogonal projection in
the space of square integrable martingales M? of the martingale EQ(é | F)

with respect to the martingale M; (or Sy).

Maaritelma 3.8.1. If X(w) is a Fr-measurable random variable, we define
its discrete Malliavin derivative or stochastic gradient at time t w.r.t w; as

VtX(W) = X((,Ul, cee W1, 1,wt+1, .. .WT) — X(wl, Ce ,wt,l,(),wtﬂ, c. .(,LJT> s
for1 <t <T.

Note that in general V, X (w) is not F;, measurable unless the r.v. X (w) =
X (w') is Fy-measurable. In such case V, X (w) is also F;_j-measurable.
In particular the following quantities are Fr_;-measurable.

VrG'") = (G 1) + G ,0))  and
VrSr(w! ™) = (Sp(w' ™ 1) + Sr(w'1,0)) = Sr(Ur(w'™) = Dr(w™™1)) .
1

ngT(wal) = B—VTST (wTﬁl)
T
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Note also that

- ~ - S N
ASy = (St — Sr-1) = Jg ~(Ur — Dr)(wr — ar) = (VS1) (wr — ar)
T
so that we can write
1 ~ B ~
AMyp = (wp — gr(wT™) = ——ASp = — L AS
T ( T QT( )) VS T YV, Sr T

We have
Gw) = G wr) = G, 0) + (G 1,1) = W', 0)wr =
G(W'™,0) + VG Hwr =
G(w"™1,0) + VG (W' )gr + VoG (w' ) (wr — qr) =

- - - VG -
Eo(G|Fr_1) + VG AMy = Eq(G|Fr_y) + VTS BrASy
_ B T
~ VG VG
=F _ ASp — _
Q(G|]:T 1) + V,S5r St VTSTRTST 1
~ VG V+G Sr_y
= Fo(G|Fpr_ ——ASy — AB
W)+ G 5 3 5 By,
By investing at time (7" — 1) the value
~ Eq(G|Fr_1)
cr-1(G) = Eg(G|Fr-1) = Ql—l——RTl

we replicate the contingent claim G as follows: we buy the amount of stocks

V4G
T = V1 S7

at price ypSr_1 (if 47 < 0 we short-sell stocks) , if necessary by borrowing
from the bank at the predictable interest rate Rr, and buy

1

Br = B

(CT1<G) - ’YTST1>

bonds at price By_;.

Remark The martingale measure () when it is unique gives a device to
compute the price and hedging strategy. In fact the price hedging can be
computed without using probability, once we have assumed that all histories
w € ) have positive probability:
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A direct way to compute the hedging without using martingales is to
solve at time T the system of equations:

G(w'™,0) = BpBr +vrSr-1(1 + Dr)
G(w"',1) = Bpfr + yrSr—1(1+ Ur)

By substracting these two equations we get

VTG((,UTfl)
T =
ST—l(UT - DT)

and if the two equations with respective weights (1—qr(w? 1)) corresponding
to wy = 0 and gr(w? 1) corresponding to wy = 1 we obtain

1
Br = B—T(EQ(G|.7:T_1) — 7 Eq(St|Fr-1))
B 1 Sr_1
= BTEQ(G|~FT—1) - /YTBTfl

combining these toghether we get the price of the contingent claim at time
(T —1):

1

— — B_ 1 =
cr—1(G) = BrBr—1 + yrSr—1 1+ Ry

Eq(G|Fr-1)

The martingale method has the advantage that it gives a probabilistic in-
terpretation to the price of the contingent claim, which can be computed
directly as a Q)-expectation.

The other reason is that the martingale method can be extended to the
continuous-time setting.

The price and the hedging strategy in the whole time intervalt = 1,...,T,
is then obtained by induction:

Let ¢;(G) be the price of the contract G at time ¢ < 7. This is a F4-
measurable contingent claim. This means that are able to hedge the contin-
gent claim G expiring at time T if and only if at time ¢ we own a portfolio of
value ¢;(G). By repeating the martingale argument or by writing directly the
system of equations we find the price of the contract at time (¢t — 1) ¢;_1(G)
and the replicating portfolio B;(w!™1), v (w!™1).

The advantage the martingale method is that enables to compute directly
price and replicating strategy at all times ¢ by computing ()-expectations.

The predictable representation property of the ()-martingale M gives
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Teoreema 3.8.1. Discrete Clarck-Ocone formula:

Eq(GIF)(w) = Eq(G) + Y V. Eq(G(w)|Fy) (ws — gs(w*™))

B+ quQv(ééw)m) AZ,

u=1

where by definition V,Eq(G(w)|Ft) is Fi—1-measurable.
We set

_ ViEg(G(w)|F)
AVARH

t

By usiong integration by parts we obtain as before
Vi=Vi1 +%AS + B AB;

where

[ Eo(G|Fi-1) 1
By = ( 1+ R, VeSt—1 By,

In order to have V; = BtEQ(GB—GTU-}) in our portfolio at time ¢ we need
to invest the amount

G
Bt,lEQ(B—TLFt,l) at time (t — 1) .

Inductively , to have G = BTEQ(BQTU"T) at time 7" we have to invest at time
s < T the amount

G
c(G) = BtEQ(B—T\ft)

at time ¢.
The hedging at time (¢t — 1) is given by

Gw)
vt <BtEQ< Br |‘Ft)> _ Vtct(G)
VtSt vtSt ’

by = (cH(G) - %SH)

Ve =

By
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giving

t

Vi = Ct(G> = CO(G) + Z('yuABu + ﬁuABu)

u=1
T

Vp =G =c)(G)+ Y (WAB,+ B.AB,)

u=1

When R; is deterministic, we can take the discounting factors B,/ Br out-
side the conditional expectation.

If (Dy, Ry, Uy) are all deterministic, then under the martingale measure @
the random variables w; is independent from the past. Then the computation
of the hedging strategy may be simplified by using the following formula:

Seuraus 3.8.1. If (D¢, Ry, U;) are deterministic at all t < T, conditional
expectation and gradient commute in Ito-Clarck formula

V.Eq(G|F) = Eq(V,G|F)

giving

Eo(G|F)(w) = Eg(G) + Y Eq(V,GIF,) (ws — as(w*™)) -

s=1

Todistus. When w = (wy, ..., wr) we denote w"T the vector (wy,...,wr).

Using the independence of the r.v. (wy),

EqVGIFR) W)= > {Gw 1wt — G 0,w ) QW)

wt+1,T€{0’1}T7t

= ViEq(GIF) (W)

which is F;_;-measurable. ]
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Note that in general when the w; are not ()-independent we have

BoVGIF) = 3 {GE Lt - G 0,0t T) QU fuf)

wt+1,T€{0’1}T—t
#EQ(Vt@IEfl)(wH) =
Z {é(wtflj Lwtﬂ,T) - é(wtflj O, wt+1,T>}Q<wt+1,T’wt71)

wt+1,Te{D71}T—t
£V, Eq(G|F) (') = Vi Eg(G|Fimy)(w'™)
_ Z {é(wt—l’ 17wt+1,T)Q(wt+1,T|wt—17wt _ 1)

wt+1,T€{071}T7t

_ Z é(wtﬂ’ O7wt+1,T>Q(wt+1,T’wt71’ wy = O)}

wt+1,Tef0,1}T—t

Esimerkki 3.8.1. Assume that Ry = r,U; = u, D; = d deterministic, with
—l<d<r<wu. Then g =q=(r—d)/(u—d) is constant. We have that

Se = So(1+w)Ne(1+d)

¢
where Ny = 3 w.
s=1

Then if G(w) = @(Sr) is a plain european option, we compute the price
at time t = 0 using the distribution Binomial(q,T).

Vo = ¢o(G) = BoEq((St)/Br) =

(147)" " Z (:) (1= q)" " (So(l+u)"(1+d)" ™).

Similarly since the conditional distribution of (Np—N;) given F; is Binomial(q, T—
t), at time t the price of the replicating portfolio is

Vi = a(G) = BiEq(#(51)/Br|Fi) =

(1+r)7T Z_ (T; t> (1= q)" " (Sl + )M 1+ d)T M)

with this amount of money, we invest in ;11 stocks and invest the rest in
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the bank account, with

Vt+10t+1(G)
= —— - — (1
T Vt+15t+1 (
T—

1 AT —t—2
t+1-T ni1 _ N\IT—t—2—n
(LT {( ! )q (1-0q) .

n=

t+1-T EQ(Vt+1G|~7:t) _

+) Si(u — d)

) (sO(So(l + )V (1 d) TN — o(Sp(1 4 )N (14 d>T_Nt_n_l)) }
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Complements on American option

For the american option with (discounted) face value (F, : t = 0,1,...,T),
the value is given by Ur = Fr and by dynamic programming

Uy = max{F, Eq(Up1| )} t<T
We have
Ui = Eq(Uia|F) + (B — Eq(Upa|F2)*

which leads to the Doob decomposition t < T'

Uris — Uy = (U - EQ<UH1|E>) - (F —EQ<Ut+1rft>) (4.0.1)

(. J

~\~ ~\~
AMt+1 AAt«i»l

so that U; = Uy + M; — Ay where My = Ay = 0, M, is a martingale and A is
F-predictable.

4.1 Dual representation

Lemma 4.1.1. (Doob optional stopping): if My is a (F,Q)- martingale and
T(w) < T is a bounded stopping time, then Eq(M.) = Eq(My).

Proof The stopped process (M, : t < T) is a (F, Q)-martingale. The-
refore it has constant expectation, and for t = T" we get the result.

Let 7; = {7 F-stopping time with ¢ < 7 < T'}. Note that if (IV;) is a
martingale with Eq(Ng) =0

Ui = sup{ Eq(F] F1)} =sup{ Eo(Fy ~ M| )} < Eof swp { £~ M)
TE TE

t<u<T

")

7
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Therefore
U, :=supy Eol(F.| F < inf E sup { F, — M, f)
' TE%{ Q< ‘ t)} ~N martingale with Ny = 0 “ (t<u<T{ | T

(4.1.1)

In fact by using the Doob decomposition (4.0.1)) we can show that the infimum
is attained by choosing N; = M; = A; + U; — Uy, the Doob decomposition

and the inequality (4.1.1)) in fact is an equality.

Uy == sup{ Eq(F;| F)} = inf EQ( sup { F, — N,} ]—'t)
T€TZ N martingale with ny=0 t<u<T
(4.1.2)
Lemma 4.1.2.
maX{Ft7 Fooin =AM, Frpo — AMy g — AM;yy, ..., (4-1‘4)
oo Pr— AMp — AMyp — -+ — AMyq } (4.1.5)

Proof: By backward induction. (4.1.3) holds at ¢t = T since Fr = Ur.
Assuming that it holds at time ¢ < T', we have

U1 =

max{Ft_l, EQ(Ut|E_1} = max{Ft_l, U, — AMt} =

max{F,_1, F; — AM;, Fry1 — AMy1, Frpo — AMyyo — AMyiy, ...
o Fr— AMp— AMg, — - — AM, )
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Kohti jatkuvan ajan
markkinamallia

Madritelldén seuraavasti binomipuumallien jono:
Jaetaan aikavéli [0, T'] tasaisesti hilapisteilla Tk/N, jossa k = 0,1,..., N,
N € N. Olkoon

e ry > —1 deterministinen jono jolla kun N — oo, ry — 0 ja (1 +
ry)N — exp(rT). Esimerkiksi ry = r/N.

. BliN) = (14ry)* B k=0,..., N on riskiton numeréiri, jossa B{") =
1.

e —1 < Dy <ry < Uy ovat deterministisia jonoja jossa Dy, Uy — 0.
e Olkoon S,(CN) k=0,...,N osake, tuotolla
- (N)

Sh-1

Oletamme etté referenssi todennakoisyyden P:n suhteen
1< DM <Ry <u™  (P=1)

Merkitééin myos diskontattu osakeprosessi S ,EN) =S ,(gN) / B,(CN).

Oletamme etté on olemassa riskineutraali todenndkdisyysmitta @ (joka

on yksikédsitteinen kun R,E:N) ehdollisen jakauman supporti on kahden
pisteen joukko),

SNV N SNV
Eo(SMVI FMY =58, k=1,...,N,

79
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jossa .F,EN) —o(S™M .., S,gN)).

Oletamme sen lisddksi ettd ():n suhteen tuotot R,(CN) ovat riippumatto-
mia, ja ja toteuttavat

N
1
o3 = TZV&IQ(R,EN)) — 0% € (0,00) kun N — oo
k=1

Teoreema 5.0.1. Ndilld oletuksilla S](VN) (w) jakauman riskineutraali mitan
Q:n suhteen suppenee kohti log-normaalista jokaumaa, eli jakauman mielessd

kohti
Sp exp <Gaﬁ + ('r — 502)T>

jossa G(w) gaussinen E(G) =0, E(G?) = 1.

Miéritelmi 5.0.1. Olkoon jokaiselle N € N, XN) satunnaimuuttuja to-
denndikdisyysavaruudella (QW) | FWN PWN)Y ja X satunnaimuuttuja toden-
nikdisyysavaruudella (Q, F, P), Satunnaismuuttujen jono X ™) (w) suppenee
jakauman mielessd kohti satunnaismuuttujan X :n jokaumaa, kun kakille jat-
kuville ja rajoitetuille testifunktiolle f(z)

Epoo (f(X"N))) — Ep(f(X))

Lemma 5.0.1. Keskeinen raja-arvo lause: Olkoon kakille N € N (f,(cN) k=

1,...,N) PW) _riippumattomien satunnaismuuttujen jono, jolla
o 1™ =330 Bpon (6) —
. (O'(N))2 = Zi\;l Varpo ( ,(gN)) — 02 € (0,00)
o €M) <™ —0

jossa ¢N) on deterministinen jono.

Silloin
N
X2 36 s (1 Glopva)
k=1

jossa konvergenssi on jakauman mielessi ja G ~ N(0,1) (standardi gaussi-
nen)
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Lauseen todistus Taylorin kehitelméa

1 1 1
log(1+x)—x—§x2+§<1_m) 2 _
1
2

1 d*log(1 + )
2 dx?

=t

jossa £ =¢&(x),0< ¢ <zvai -1 <z <E<0.
Téisgéi seuraa Vd < x < u,
1 & 22 <A(d,u) :==d*Vu?> — 0 kun d,u — 0. ja kun t € [0, 7],

2 et =
|Nt/T)
log(S{\) ) =log(So) + Y log(1+ R{™)
k=1
[Nt/T] 1 [Nt/T]
N N
() = log(S0) + - (A= S+ O v a3 (L)
k=1 k=1
Nyt
[Nt/ T) ) [Nt/T] Tth " "
2\ _ (V)2 L 2 b
EQ<N>(Z(Rk )>_< 2INt/T| + ZVar = T 5 +ol) = o’

k=1

|Nt/T] [Nt/T] 1 1
Eom | log(S Eyon ~(RW)2 +o(1) =rt — =c?t/T + o(1
LN t/ T LN t/T) 2 [Nt/T] 2
Z Var g (log ) Z Eqm ({log ) - Z Eqw (log(SIEN)))
k=1

k=1
[Nt/ T] "

= 3 Egm ((R,QN))2> to(l) = o’

k=1

and the result follows by applying the central limit theorem |

5.1 Jatkuva aika, integrointi ja arbitraasi

Olkoon (S; : t € RT) osake prosessi, numerdarilla B; = 1. Olkoon f(z) jolla
on olemassa derivaatta f’(x) melkein kaikilla

ﬂ@—f@@+/ﬁﬂ@@
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Silloin Jos t +— X; on ja ei-viheneva
P =500+ [ = g0+ [ 70x
Xo
Esimerkiksi kun f(z) = (t —a)", f'(x) = 1(z > a)
Xt

F(X0) = F(Xo) + / 1(u > a)du = F(Xo) +01(X, > a)dX,

Xo

(Sp— k)t = (S — k)* + /T 1(S, > k)ds,
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Korkorakenne mallit

Kasittelemme markkinamalli jossa on kaytettavissd ainoastaan yksi riskiton
instrumentti

t

B, = Byexp ( / r(s)ds) jolla dB(t) = B(t)r(t)dt |

0

jossa lyhyt korko r(s) on stokastinen prosessi ja () ~ P riskineutraali hin-

noitelumitta optioille. Referenssina on "objektiivinen” todennéakoisyys P.
Tésséd r(t,w) on F-sopiva stokastinen prosessi, joka kutsutaan lyhyeksi-

koroksi (short rate). Kun F(w) € L*(€, Fr, Q), option hinta hetkelld 0 < ¢ <

T on
e(F) = Eq (F%‘}}) — E, (Fexp{—/tTr(s)ds} E)_

Tarkastellddn sopimus F'(w) = 1 joka maksaa 1€ lunastushetkelld 7'. Selléi-
sid sopimuksia kutsutaan obligaatioksi, velkakirjaksi tai bondiksi. Hetkella t
obligaatiolla on hinta

p(t,T) = Eq (exp{— /tT T(SMS} ‘E)

Huomataan ettd p(t,t) =1, Vt

Huomataan vield ettd kyseinen markkinamalli on epéatéydellinen, koska
pelkastidn riskiton instrumentti B; on kiytettédvissd. Kun otetaan numeraé-
riksi By, seuraa By := (Bt / Bt) = 1 on martingaali jokaisen todennéakéisyy-
den @) ~ P: suhteen. Tulkitsemme ettd markkinat valitsevat hinnoittelumit-
taa @@ ~ P. Jos P tulkitaan objetiiviseksi todennékoisyysmitaksi koron r(t)

33
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aika-kehitykselle, () poikkea siitd koska sisdltdd myos riskin markkinahin-
ta (market price of risk), joka kertoo markkinoiden riksinoton halukkuuses-
ta. Esimerkiksi, kun markkinat olisivat riski-averseja, riskinotosta joudutaan

maksaa premiumia, ja siksi
T ¢
p(t,T) = Eg (exp (—/ r(s)ds E)) < FEp (eXp (—/ T(s)ds) E)
¢ 0

Maritelldan obligaation spot-korko maturiteetilla T":

T—t T—t

r(t,T) =
Huomataan myos etta

rlt.1) =l r(,T) = — 2 logp(t. T)

1 T
= lim ——F, d =
il [ re])

=0

1 T
Eq (hm —— [ r(s)ds

T T —1 ),

7) =0

Maééritelladn obligaation etuperéinen korko (forward rate)

F(1.T) =~ logp(t,T)

josta seuraa f(t,t) = r(t).
Maaritelméasta seuraa suoraan

p(t.T) = p(t. 1) exp<— /t ' f(t,u)du) :exp<— /t ' f(t,u)du)

Kasitelldan diskontattu obligaatio numeraérilla B;:

BT = p(t;) :exp(— /0 t'r(u)du) Eo <exp(— /t : r(u)du) }})
— E, (exp (- /0 Tr(u)du) ‘]—})

joka on automaattisesti (F;)-martingaali hinnoitelumitan ¢):n suhteen.

Oletamme etta W, = (VVt(l), Ce Wt(d)) on d-ulotteinen Brownin liike hin-
noitteilu mitan @) suhteen riippumattomilla komponentteilla, joka virittaa
filtraatiota F = (F; : t > 0). Huomataan etté kun r(u) > 0,

F(w) = SEZ?) = BT1<W) = exp<— /0 Tr(u)du) e (0,1],
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muuten oletamme F' € L2(Q, FY, Q).
Koska Brownin liikkeen filtraatiolla on martingaalin esitylksen ominaisuus
on olemassa prosessi

Hy(w) = (H(l) (W),...,H® (w)) € L2(Q % [0,T], Q(dw) x dt; R?)

jolla
d t d t
BT) = F0,T) + 3 / HO (s, T)aw® = 5(0,7) + 3 / B(s, T)o (s, T)dW
i=1 0 i=1 Y0
jossa
S0~ 2. T)
§ p(s,T)

on hyvin mééritelty koska p(s,T") > 0. Jokaisella kiintedlld 7" > 0 ¢t — p(¢,T))
on lineaarisen stokastisen differentiaaliyhtéalon ratkaisu, ja siksi stokastisen
eksponentiaalisen muotoinen:

p(t,T) =p(0,T)exp (Z: /0 t oW (s, T)dW® — %Zj; /0 t (a(i)(s7T))2ds>

Seuraa osittaisintegroinnilla

p(t,T) :ﬁ(t,T)exp(/Ot (s)ds ) — (0, ) +Z/ 5, 7)o (s, )W + /Otp(s,T)r(s)ds

ja ratkaisemalla lineaarista stokastista differentiaaliyhtaloa

p(t,T) = p(0,T) exp (Xd; /0 t oW (s, T)dW + /O t{r(s) — %iia(i)(s, T)Q}ds>

Téasta saan stokastisen integraalin esitykesen etuperaisille koroille

0 0
Ft,T) = —5rlogp(t,T) = — 55 logp(0,T)
0 = [ o [t 1<, 2
_ = (@) _ _ = (2)
aT;/O D (s, TYdW ! (9T/ {r(s) 2;(7 (s,T) }ds

d t

do ¥ ; Lt oo @
= — - (4) (@) “ v
£(0,7) Z/ o (5 T)dW] +i21/oa (5, T)5r (5. T)ds
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Voidaan myo6s mallintaa suoraan etuperéisia korkoja f(t,T) seuraavasti:
F(&,T) = f(0,T) + / sTds+Z/ (s, T)dWD, VT > 0.

jossa VT, b(s, T'),a" (s, T) ovat sopivia prosesseja. Arbitraasivapaus ehto ra-
joittaa prosessien b(s,T),a” (s, T) valintaa, koska

p(t, T) :exp<— /t Tf(t,u)du— /O tr(s)ds)

pitda olla () martingaali aikaparametrilla ¢, jokaiselle T > 0.

Merkitaan
T
X(t,T):/ f(t,u)du
¢

ja lasketaan sen stokastisen differentiaali d; X (t,7") (aikaparametrin ¢:n suh-
teen).
Saadaan

/tT F(t, w)du — /OTf(O, w)du —
_/Otf<u’u)ds+/ot</s b(s udu)ds—l—Z/ (/ (s u)du)dW(l

jossa vaihdettiin integroinnin jarjestyssé. Stokastisen Fubinin lauseen perus-
tella se on sallittu kun jompikumpi stokastinen integraali on olemassa L?(P)-
mielessa.

Nyt kiytetddn martingaalin ehtoa: osittaisintegroinnilla ja Iton kaavan
perusteella, koska f(s,s) = r(s),

pie.1) = exp(X(0.7) = [ s ) =50.1) = [ s, T (o)
- [ #o. X1+ 5 [ Ty (), X7

d

501+ o3 ([ awan) — [ s b

=1

- i /Ot p(s,T) (/T a (s, u)du> AW



87

jossa p(0,T) = p(0,T). Koska p(t,T) on Q-martingaali,
/T 1i /Ta sudu>2 Vs, T
s 2= ’
Derivoimalla 7T':n suhteen saadaan Heath-Morton-Jarrow ehdot:
d T
b(s, T) = Za(i)(s,T) (/ a(i)(s,u)du> Vs, T
i=1 s

Eli volatiliteetti vektori a(s, T') méaéra driftia b(s, T"). Nama tulokset patevit
my6s kun riippumattomien Brownin liikkeiden mééra on d = +o0.
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