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Kaikissa tehtévissd satunnaismuuttujat elavat todennakoisyysavaruudel-
la (€2, F) varustettu todennékoisyysmitalla P ja filtraatiolla F = (F; : t € N),
jossa F, C F; kun s < t.

Muistetaan ettd prosessi (M; : ¢t € N) on (P,F)-martingaali kun M, €
LY, Fi, P) Vt € N ja Ep(My|Fi_1) = My_y V¢ > 1.

1. Osoita: jos M; on F-martingaali, Ep(M;) = Ep(M;) Vt € N.

2. Osoita seuraava lemma

Jos (M¢(w) : t € N) on (IF, P)-martingaali joka on myos {F; }-ennustettava,
eli V¢t > 0 M;(w) on F;_;-mitallinen, seuraa ettd se on satunnaisvakio:
M(w) = My(w) Vt €N, jossa My(w) on Fy-mitallinen.

3. Olkoon G = (G, : t € N) toinen filtraatio, jolla G, C F; Vt € N. Osoita
ettéd jos M; on (P, F)-martingaali joka on G-sopiva, se on myos (P, G)-
martingaali.

4. Todista seuraava lemma: Olkoon G C F ali-o-algebra, Y (w) G-mitallinen
satunnaismuuttuja ja satunnaismuuttuja X (w) P-riippumaton G o-

P
algebrasta. Esimerksiksi voisi olla G = o(Y") jossa X 1L Y.
Kaikille Borel mitallisille ja rajoitetuille funktioille f(z,y) péatee

Pe(f(XY)lo(V))(w) = [ F(X@),Y@)P(@)

f(z,Y(w))Px(dx)

y=Y(w) Re

- / F(X(@),y) P(dD)

jossa Px(B) = P(w : X(w) € B), B C R? on Borelin joukko, eli
kiinnitetdén satunnaismuuttujan Y:n arvo Y (w) = y ja integroidaan
X:n satunnaismuuttujan arvot marginaali-jakaumasta.

Kayta Kolmogorovin méaaritelmad ehdolliselle odotusarvolle.

Voit olettaa alustavasti 0 < f(z,y) = g(x)h(z), jossa g, h ovat mitalli-
sia. Voidaan rakentaa sitten jonoa

Zgn z) 1 flz,y) Y,y

ja kayttda monotonisen konvergenssin lauseetta.
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5. Olkoon (X;);>o F-sopiva prosessi jolla X; € L'(P) kaikille t > 0, AX; =
X — Xi-1, Ja

¢
Ayi= Ep(AX,|Fy), Ag=0
s=1
(a) osoita: A, € L' ja se on {F;}-ennustettava.

(b) osoita etta M, := (X, — Xo — A,,) on (P, {F,})-martingaali, jolla
My = 0.

() Yhtals
Xn = XO + An + Mn

on prosessin (X;) Doobin hajotelma martingaali- ja ennustetta-
vaan osiin. Osoita ettd Doobin hajotelma on yksikésitteinen: jos
(M"),, on toinen (P, {F,})-martingaali ja (A]) on toinen ennus-
tettava prosessi jolla Mj = Aj = 0 and

X, =Xo+ A + M,

seuraa M = M' and A = A’.

(d) Osoita ettd (X,) kun on alimartingaali (vastaavasti. ylimartin-
gaali ) Doobin hajotelman ennustettava osa A, on ei-viheneva
(vastaavasti ei-kasvava).

6. Olkoon Xy ja (U : t € N) P-riippumattomia satunnaismuuttuja jossa
U; on Tasaisesti jakautunut vélissd [0,1]. Olkoon f; : R x [0,1] — R
Borel mitallisia funktioita.

Maéritelladn induktiivisesti Xy (w) = fi(X;—1(w), Uy(w)) Vt > 1.
Olkoon F; =0(Xs:0<s<t),jalF=(F:t>0).

(a) Osoita ettd X;(w) on Markov prosessi, eli

P(X; € B|F,_1)(w) = P(X; € Blo(X;-1)) (w)

kaikille Borelin joukoille 5.
(b) Olkoon g : R — R rajoitettu funktio. Laske Doobin hajotelma

9(Xe) = g(Xo) + As(g) + My(g)



jossa A;(g) on F-ennustettava ja M,;(g) on F-martingaali.
Vihje

9(X,) = Ep(9(X0)|Fis) + (g<Xt> - Ep(g<Xt>|ft_1>)

jossa g(X;) = g(f(Xt—l, Ut))

7. Olkoon satunnaismuuttujat Y; (w), . .., Y7 (w) riippumattomia ja samoin
jakautuneita Binaari(p) jakaumalla, jolla P(Y; =1) =1—P(Y; =0) =
P.

Otamme todennékdisyysavaruudeksi kolikko avaruus Q = {0,1}7 ja
jossaw = (wy,...,wr),w; € {0,1} jaoletetaan ettd Yy (w) = w; € {0,1}

Olkoon Xy(w)=Y1+Yo+--- 4+ Y,

(a) Osoita ettd X; on Binomi(p,t) jakautunut, eli etta

P(Xy=z)= (]i) p"(1—p) 7"  kunze{0,1,2,...,n}, P(X =x)=0 muuten

(b) Laske Doobin martingaali hajotelma
Xt == XO + Mt + At

prosessille X;(w), jossa (M;) on (P, F')-martingaali ja (A;) on en-
nustettava filtraatiossaF = (F, :t =1,...,T) jossa F; = o(Y1,...,Y,).
(c) Laske (M;) martingaalin F-ennustettava kovariaatio prosessi (M),
jolla
M — (M),

on (P, F)-martingaali.
Vihje Laske Doobin hajotelma prosessille M?.



