HY Johdatus matemaattiseen rahoitusteoriaan I, Harjoitus-3
(10.02.2016)

1. Markkinamallissa on rahoitusinstrumentteja St(k) (W), t = 0,1, k =
0,1,...,d, alkuhinnoilla 7% = S(()k), jossa, P(Sik) > 0) = 1 ja numerééri
St(o) > 0 on deterministinen.

Rahoitus instrumenttin tuotto (englanniksi return ) on satunnaismuut-
tuja

Osoita ettd todennékoisyysmitta () on riksineutraali jos ja vain jos @:n
suhteen kaikilla instrumentilla on samoja tuoton odotuksia eli

Eg(R(S™)) = Eg(R(S™)) Vk=1,....d

2. Todennékéisyysavaruudella (€2, F) jossa P on referenssi todennikoi-
syysmitta, Olkoon Vi(w) > 0, ja B, = (1+7)'By >0, t =0,1
rahoitusinstrumentteja yhden perioodin arbitraasivapaassa markkina-
mallissa, ja ) ~ P riskineutraali todennakoisyysmitta

Oletamme ettd Vi(w) < ¢ < oo (P = 1), siis V] on rajoitettu satun-
naismuuttuja.

Olkoon Ry (V) := (Vi — Vo) /o
V:n instrumenttin tuotto (engl. return )
i) Osoita Eg(R1(V)) = r jossa r on riksittémén instrumentin tuotto.

ii) Olkoon P ~ (@) todenndkoisyysmitta joka ei ole vélttdméatta riski-
neutraali. Osoita

Ep(Ry(V)) = r — Kovarianssip (% : Rl(V))

Vihje: Kovarianssip(X,Y) = Ep(XY) — Ep(X)Ep(Y), kiytd mitan
vaihto kaava odotusarvolle

dpP
Ep(X) = FEg(X—
P(X) Q( dQ)
jossa g—g(w) on uskottavuusosaméétéd (Radon-Nykodimin derivaatta).

Jos haluat voit olettaa ettd todennédkoisyysavaruus on diskreetti.
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3. Todennékdisyysavaruudessa (€2, F, P) olkoon satunnaismuuttuja U(w)
tasaisesti jakautunut vélissa [0, 1]. Siis

Pw:a<Uw)<b})=(b—-—a)kun0<a<b<1.

Yhden perioodin markkinamallissa on kaksi instrumenttia:

Riskiton pankkitili B, = (1 4 r)'By jolla By = 1, r = 1/5, ja osake S;
jolla

So(w) =1kunt=0ja S(w)=(1/24 U(w)) kun t = 1.

(a) Osoita ettd markkinamalli on arbitraasivapaa mutta ei ole téydel-
linen, esittamaélla kahta erilaista riskineutraalimittaa.

Vihjeet: Yksi tapa (joka tietysti ei ole aino tapa) jolla voi saa-
da riskineutraalimitan on Esscherin-muunnoksen kautta, uskotta-
vuusosamaaralla

dQ ~
aP exp(a + 5)

jollekin a, B € R.

Toinen tapa jolla saa riskineutraalimitan on seuraava:

Olkoon V(w) ~Tasainen(a,b) jossa 0 < a < b < 1, siis kun a <
r<u<b

Pir<V <u)=(u—r)/(b—a)

ja I(w) € {0, 1} bindérisatunnaismuuttuja. Oletamme ettd I, V, U
ovat riippumattomia P-mitan suhteen,

PI=1)=1-PI=0)=c€[0,1)

ja sitten méaarittelemme

~

Ulw) = H{w)V(w) + (1 = [(w))U(w)

Osoita ensi ettd U:n jakauma on equivalentti U:n jakauman kans-
sa, siis

PU€EA) =0« PUEeA=0



~

Laske ensi Ep(U) , parametrien ¢,a,b funktiona ja esitd para-
metriarvot jolla P tule olemaan riskineutraali markkinamallissa
(B,S) jossa

§0(w) = So(w) kun t =0 ja
Siw) = (1/2+TU(w)) = (1/2+ I{w)V(w) + (1 = [(w))U(w)) kun t =1,

(b) Laske europpalaisen osto-option F(w) = (S;(w) — 1)+ arbitraasi-
vapaahintojen joukko C(F).

(c) Laske edullisin ylisuojaussalkku ja kallimmin alisuojaussalkku stra-
tegiat europpalaisen osto-optiolle F'(w).

(d) Tassa (By, S;) mallissa, milld optioilla on yksikésitteinen arbitraa-
sivapaa hinta ? Mitkéd optiot ovat toistettavissa ?

Vihje: tutki diskontatun option ja diskontatun osakkeen yhteisja-
kauman kantajoukon (joka riippuu vain referenssitodennéakéosyys-
mitan P:n nolla joukoista) konveksipeiton suhteellinen sisus.

Kéytannossa etsi pienin joukko joka siséltdd todennakoisyydelld
P =1 pari (S)(w), F(w)) € R?, ja piirra joukon konveksipeitto.

4. Olkoon (€2, F, P) todenndkéisyysavaruus ja e1(w),es(w) P:n suhteen
stokastisesti riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttu-
jat jolla

Kasitelldén (B, Sy, X¢) markkinamalli jossa riskiton instrumentti on
B, = (1+7r)By > 0,jossar > —1,t € 0,1, By = 1, S;(w), X(w)
t = 0,1 ovat osakeinstrumentteja jossa Sy = Xo =1

Siw)=04+d+ (u—d)e(w)(1+d+ (u—d)e(w))
Xiw)=1+u+(d—u)e(w)(l+u+ (d—u)e(w))
jossa —1 < d < r < u, esimerkiksi d = —1/5, r = 1/5, u = 2/5.
(a) Onko malli (By, S, X;) alkuhinnoilla (By, So, Xo) arbitraasivapaa
?

(b) Onko malli tdydellinen 7
Vihje Vaikka €2 on abstrakti todennékoisyysavaruus, voidaanko
kuvata tata mallia darellisessa todennéakoisyysavaruudessa ja mon-
ta tilaa siithen tarvitaan ? Toisin sanoen, kirjoita alas lista algebran
o(S1, X;) atomi-tapahtumista.
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(A€ Aon atomijos0 A#BeAjaB2DA —= B=A).

(c) Laske arbitraasivapaiden hintojen joukko swap optiolle F'(w) =
(Si(w) — X1 (w)) "
(d) Laske edullisin ylisuojausalkku ja kallimmin alisuojausalkku swap

optiolle F'. ( tietenkin ndma salkut tdsdméavit jos optio on suo-
jattavissa).



