MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS

Topologia I 2015
Harjoitus 4
Tehtavit 2.2. alkavalle viikolle

Néisséd harjoituksissa harjoitellaan avoimia joukkoja.

1. Tarkastellaan metristd avaruutta (X,d), missi X = Q ja metriikka on
médritelty ehdolla d(z,y) = |x — y|. Mééritellddn

U={reQ|2*<2}

ja
V={reQ|z®>2}.
(a) Osoita, ettd U on avoin.

(b) Osoita, ettd V on avoin.
(c) Osoita, ettd UUV =Q jaUNV =1.

2. Tarkastellaan metristd avaruutta (X,d), missé X = R ja metriikka on
médritelty ehdolla d(z,y) = |x — y|. Oletetaan, ettd U ja V ovat avoimia jouk-
koja, joille piatee UNV = . Osoita, ettd on olemassa ¢ € R, jolle pétee ¢ € UUV.

Vihje: Oletetaan, etti a € U ja b € V. Oletetaan, ettd a < b. (Tapaus b < a
on aivan samanlainen.) Merkitdin

A=1a,b]NU.

Osoita, ettd on olemassa ¢ = sup A4 ja ettd ¢ ¢ U U V. (Huom.: Tété piittelyi
kannattaa verrata Bolzanon lauseen todistukseen kurssilla Analyysi I.)

3. Tarkastellaan metristéi avaruutta (X, d), missi X = R? ja metriikka on
midritelty ehdolla d(z,y) = \/(z1 — y1)2 + (22 — y2)2. (Tissd = (21,22) ja
y = (y1,y2).) Merkitddn

U={ze€ X |xy> 2z +3}.

Osoita, ettd U on avoin. (T#sséd tehtdvi on tarkoitus tehdd suoraan avoimen
joukon mééritelmén perusteella. Sen voisi tehdd myos lauseen 4.8. avulla.)

4. Kirjan tehtava 3:10.

5. Kirjan tehtdva 3:3. Téssé ja seuraavassa tehtédvissd kannattaa muistaa,
ettd darellisen monesta reaaliluvusta voidaan aina valita pienin.

6. Kirjan tehtava 3:11.



