HY, Todennikoisyysteoria I tentti, ratkaisut 11 maaliskuuta

2015

Valitse 4 tehtédvaa listasta 1,2,3,4,5,6 ja vastaa tehtdvien kysymyksiin.
Toki voit myés ratkaistaa kaikki tehtévét jos sinulle jaé sithen tarpeeksi aikaa.
Kokeen kesto on 3 tuntia.

1. (a)

Esitd o-algebran maaritelma.

R.. luentomoniste.

Esitd Borelin o-algebran méaritelma.
R. luentomoniste.

Esité tulo o-algebran méaritelma.
R. luentomoniste.

Todista viite

BRY) =BR) @ --- @ B(R)

. J

d-kertaa

jossa B(R?) on R? avaruuden Borel o-algebra ja oikealla puolella
on d-kertainen tulo Borelin o-algebroista.

R. (harjoitus 2.6)

R? on separoituva metrinen avaruus jossa Q¢ on numeroituva ja
tihed R:ssa.

Mairitelman mukaan avaruuden €2 = R? Borelin o algebra on
avomien joukkojen virittama o-algebra.

Kun ¢t € R?, olkoon
(—oo,t] ={s€R: s; <t;,i=1,...d}
Todistan ensin ettd luokka

T ={(-0,q),q € Q}

on 7r-luokka joka virittiid Borelin o-algebran B(RY). Siité seuraa

BRY)o(T) C BR) @ - © B(R)

d-kertaa

Jos U C RY on avoin joukko, Yz € U on olemassa pallo

B(Qa:ara:) = {y : |y - Qx| < r:c}>



jolla x € B(qy,72) CU, ¢ €QINU, r, € Q+.
Koska Q¢ on numeroituva, tisti seuraa etté avoin joukko on nu-
meroituva yhdiste avoimista palloista

U= Blgn )
neN
jossa g, € Q?NU jar e QF.
Huomataan ettd voidaan myos korvata palloja d-ulotteisilla kuu-
tioilla: Jos U on avoin R%:ssa, koska Q on tihed R:ssa, Vo € U
Ir,ge Qljollar <q(elir; <gkuni=1,...,d

x € (r,q) = (ri,q1) X (r2,q2) X -+ X (rg,q4) C U.

Selviisti B(R?) D o(Z), koska (—o0,q) € B(R?).

Kun q,r € Q4, (—00,q)N(—00,7) = (—00, 7 Aq) jossar Aq € Q%
(r Aq); =min(r;,q),i=1,...d, eli Z on 7m-luokka.

Huomataan ettéi avoin laatikko kulmapisteilla r < ¢ € Q?, ( eli
ri<g kuni=1,...,d) on

L(r,q) :={s € R :r < s < q} € o(T).
Esimerkiksi kun d = 2, laatikon indikaattori funktiolla on esitys

1{t € L((r1,m1), (@1, 32)(} = Wt € (—00,(q1,q2))} + L{t € (=00, (r1,72))}
—1{t € (00, (r1,q2))} — 1{t € (00, (q1,72))}

joka yleistyy korkeammalle dimensioille.

Olkoon U C R? avoin joukko. Koska U on avoin, kaikille z € U on
olemassa avoin laatikko L(r(z), ¢(x)) jolla x € L(r(z),q(z)) C U
kulmapisteilld r(z) < ¢(z) € Q7. Téstd seuraa etti

U=JL(r(2).q() € o(T)

zelU

koska yhdiste on numeroituva (vaikka avoin joukko U on ei-numeroituva
): rationaalisten kulmapisteiden mééra on korkeintaan numeroitu-
va.

Koska maaritelin mukaan avoimet joukot virittdvat Borelin o-
algebran , myés o(Z) 2 B(RY).
Huomataan myos ettd kun A; € B(R), i =1,...,d,

A1XAQX"'XAd:BlmBzm"'de



jossa
Bi=(Rx--xR xA; x Rx---xR) € B(RY,
———— ———
1 — l-kertaa d — 1-kertaa
josta seuraa
BRY) D BR)® ---® B(R)

d-kertaa

2. n henkilod kayvéit teatterissa ja ennen esitystd jokainen jadttda hat-
tunsa naulakkoon. Esityksen jélkeen jokainen saa takaisin naulakosta
satunnaisesti poimitun hatun, ja kaikilla hattujen permutaatioilla on
sama todennakoisyys.

Olkoon X}, satunnaismuuttujat jolla

1 jos k-henkil6 saa takaisin oman hattunsa
0 muuten

Sp(w) = ZXk (w) = #{ henkilot jotka saavat takaisin oman hattunsa }
k=1

(a) Osoita : kun 2 < k <n, z € {0,1}
P(Xi=2,Xo=2,.. X5 =2) > P(X1 =2)P,( Xy =2) ... B,(X) = 2)

R.Kunz=1

P(Xi=1,Xo=1,.... X, =1D)=P(X; =P, _1(X1=1,..., X1 =1
— ... =P (X1 =1)P,_ (X1 =1)...Poj1(X; = 1) > P,(X; = 1)*

koska kin m <n, P,(X;=1)=m > P, (X;=1)=n""
Kun z=0,n=2
PQ(Xl :O,X2 :O) -

Kun z =0,

Pn(Xl :07X2:0,...,Xk:0)
=P (X1 =0)P,(Xy=0[X; =0)- - Py(Xp; =0|X; =0,X=0..., X1 = 0)

3



Kun k£ = 2, epayhtalo seuraa suoralla laskulla:

P,(Xy,=0|X; =0) =
Pn(XQ - 0|X1 - 0, B1,2)Pn(31,2|X1 - 0) + Pn<X2 - 0|X1 - 0, BiQ)Pn(Bfngl - O)

oy b =)= 1 (=22 (n—2) o
T Doy a1 o o T e =0
n—1 1

:1__

Yleisemmin, huomataan myos etté epayhtalot

PuX:1=0,Xy=0,..., X, =0)> P, (X1 =0,Xo=0,... Xj_1 = 0)P,(Xz = 0)
Pn(Xl :O,XQZO,...,Xk,1 :O‘Xk:(D >Pn(X1:O,X2:O,...Xk,1:O>
Pn(Xk:()'Xl:O,XQZO,...7X]€_1:O) >Pn(Xk:0)

ovat yhtapitdavia kun ovat voimassa.
Merkitdan tapahtuma

By = { {-henkilé on poiminut naulakosta k-henkilén hatun }

Huomataan ettd V¢ # 0/, k # k',

BN Bpp =0, BN By =0, Xp(w)=1p,,(w)

ja
k-1 k-1
a=(Nze)u(Us)
(=1 =1

Py(X,=1X;=0,...,X5_, =0)

k—1 k—1
= P,(Xip = 1| (\ Bp) P[] Bx| X1 =0,... . X4y = 0)
=1 =1
k—1 k—1
1 AP X =0, X = 0| N2 BEy)
_n—k+1p”(QB“) P.(X;=0,...X;_ 1 =0)
1 n—1 n-2 n—k+105.4(Xi=0,.. X4,=0)

n—k+1 n n—-1 n—k+2 P(X1=0,...X;_, =0)

1P 1(X1=0,...,X3_1=0 1
_ = 1(1 k—1 )S—:Pn(szl)
n Pn(X1:0,Xk_1:0) n

4



jossa
Pri(X1=0,..., X1 =0) < P(X1=0,... X1 =0)
ja on yhta pitava

n—1

P (X, =0/X1=0,...,X4-1=0) > P,(X, =0) = -
(b) Ovatko satunnaismuuttujat (X : 1 < k < n) P-riippumattomia?
ovatko samoin jakautuneita?
R. Koska epéyhtalo on aito, satunnaismuuttujat eivét ole riippu-
mattomia. Ovat kylld samoin jakautuneita. Tilanne on symmet-
rinen koska oletetusti tasainen jakauma permutaatiorhyméssa on
permutaatio invariantti.

(c) Laske odotusarvot Ep, (Xy), Ep, (X X,) kun 1 < k # ¢ <n. R.

1
Ep,(X1) = Ep,(Xg) = Py(X1=1) = -
1
Fp (X Xo)=P(Xi=1.Xo=1) = —
Pn( 1 2) ( 1 5 <\2 ) n(n_1>

(d) Laske odotusarvot Ep,(S,) eli keksiméérin montako ihmista saa
takaisin juuri omaa hattunsa eiké toisen henkilén hatun? R.

Ep,(S,) = Ep, (Z Xk) = Ep,(Xy) =nEp,(X1) =nn"' =1
k=1 k=1

(e) Laske myos Ep, (S?)

mt- ()

S En(Xi)+2 Y Ep(XiX)) = nEp, (X)) +2 (n) Ep (X1X5)

2
k=1 1<k<t<n
nn—1) 1
* 2 n(n-1) *
(f) Osoita
lim P, (S, =0)= lim P,(X; =0,V1 <k <n)=
n—oo n—oo
lim P, ({ ei kukaan saa omaa hattunsa takaisin }) > exp(—1)
n—o0



(Itse asiassa tdméa epayhtdlo on aito yhtdls). R.

n

P,(S,=0)>P,(X1=0)"= (n — 1) = <1 - l) —exp(—1) kunn — oo
n

3. Olkoon satunnaismuuttujat (Uyx(w) : k& € N) P-riippumattomia ja ta-
saisesti jakautuneita vilissa [0, 1], eli

P(U; € (ay,b), ..., Uy € (an,ba)) = [ [ (0r — ax)

VneN, 0<a,<b, <1
Olkoon

X, (w) = max{U;(w), ..., Up(w)}, ja Yy(w) = min{U;(w), ..., Up(w)}

(a) Osoita etta P(Y, <t)=P(X,>1—1t) kunt € (0,1).
Vihje Osoita ensin ettd V,(w) = 1 — U,(w) on my0s tasaisesti
jakautunut valissa [0, 1].

(b) Laske X, ja Y, kertyméfunktiot ja tiheysfunktiot.
(c) Laske E(XF) ja E(Y*) jossa k € N.
(d) Osoita

lim X, (w) =1, ja lim Y,(w)=0, P-melkein varmasti .

n—o0 n—o0

Vihje Muista Borel Cantellin lemmat.

R. (harjoitus 4.3) Riippumattomuuden nojalla,
(X <t) = P(U, <tUy<t,... U, <t)=PU, <t)P(Us<t)...P(U, <t)

PU <t)" =1"

X, jakauma on absoluttisesti jatkuva koska kertyméfunktiolla on
derivaatta

d
—P(X, < )ﬁtn =nt"!

joka on jakuman tiheysfunktio Lebesgue mitan suhteen.

an( ) =

n
n+k

1
E(XF) :n/ Rl =
0



Huomataan ettd Vw, X, (w) < X,41(w) < 1 ja siksi Yw on olemas-
sa monotoninen raja X (w) = lim, 5 X,(w) < 1.
Koska Vt € [0, 1)

f:P(Xngt):it”:%<oo

n=1 n=1

siitd seuraa ettd P(limsup,{ X, < t}) = 0 V&t < 1, ja siksi
limpp00 Xy (w) = 1 P-melkein varmasti.
Olkoon V(w) =1 —U(w).

PV<t)=P1-U<t)=PU>1-t)=1-PU<1-t)=1-(1—1t)=t¢

Yo(w) ja Y1(w), := (1 — X,(w)) ovat samoin jakautuneita:

P(Y, <t) = P(min{Ui,...,U,} <t) = P(min{Uy,...,U,} <t) = P(1 — max{V,..
tal suoraan
PY,<t)=1-PY,>t)=1-PY,>t)"=1—-(1-t)"

Y, tiheys funktio on

patt) = PE=D iy =1

E(Yk) = n/ol(l _ t)niltkdt _ nr(n)r(k + 1) _ n(n - 1)”{?! - nlk! (TL + /{3>_

" L(n+k+1) (n+k)!  (n+k)! \ n

jossa laskuissa esintyy Beta integraali.

Koska Y, (w) = 1 —max{Vj(w), ... V,(w)} jossa V;(w) =1 — U;(w)
ovat riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita valissé [0, 1], seuraa
ettd P-melkein varmasti

lim V,(w)=1—lim(1-Y,(w)=1-1=0

n—oo n—oo

4. Olkoon X (w) Gaussinen satunnaismuuttuja, odotusarvolla E(X) = 0
ja varianssilla F(X?) = o2, kertyméfunktiolla

1 K z?
Fx(t)=P(X <t)= \/W/ exp(—ﬁ)dx




Olkoon Y (w) = X(w)?. Laske Y:n jakauman kertyméfuktio Fy(t) =
P(Y <t) ja tiheysfunktio.

R. Kunt >0,
Fy(t):P(Ygt):P(X2<t) \/_<X<\/_)

1 Vi [ 9
B V2mo? ex 202 To? / e
o W \/—/
d
mo? / . p 20 2 V= 2mo? )y

dy
muuttujan vaihdolla y = 22,2 = = /¥, ja Y'n jakauman tiheysfunktio
on

—-1/2

dy

dP(Y <t) 1 Y\ 12
t pu— pu —_——

. Todennékoisyysavaruudella (€2, F, P), olkoon (X, (w) : n € N) P-riippumattomia
ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla

1

P(X;>0)=1, Ep(X)) <00, ja EH»(X
1

) < 0.

Olkoon S, (w) = Xj(w) + -+ + X, (w), n € N.

Laske
S
5 (3)

jossa m < n.
Vihje

ja



6. Olkoon X (w) satunnaismuuttuja todennakéisyysavaruudella (2, F, P).

Osoita ettéd seuraavat viitteet ovat yhtapitavia

(a) Ep(]X]) < o0
(b) Ve >0, > P(|X| > en) < oo

neN

(¢) Je>0: 3 P(|X] > cn) < oo

neN

R. Fubini lauseesta, kun ¢ > 0
¢ 'Ep(|X]) = Ep(cX]|) = / P(|X| > ct)dt
0

seuraa yksinkertaisesti odotusarvon lineaarisuudesta jos on olemassa
¢ > 0 jolla ?OP(|X| > ct)dt < oo, sité seuraa }oP(]X| > Kt)dt < oo
VK > 0. ’ ’

Viite seuraa koska Vt > 0,

OS P(|X|>cn)1((n —1)c <t <nc) < P(|X]| > ct)

8 ||M8

Z (|IX| > en)l(ne <t < (n+1)c)
ja integroimaalla Lebesgue mitan suhteen saadaan

0§§:P(|X| > cn) S/OOP(|X| >ct)dt§§:P(|X| > cn)

n=1 n=0



