HY Todenn#kéisyysteoria, kevit 2015, laskuharjoitukset 2 (4.2.2015)

1. Todennékoisyysavaruudessa (2, F), additiivinen todennékoisyys P on
o-additiivinen jos ja vain jos kaikille jonoille (4, : n € N) C F jolla
A, L0, ali A, D Anygja () A =0, seuraa P(A,) | 0.

neN
Téama ei pade dérettomaélle mitalle, esimerkiksi Lebesguen mitalle (R, B(R))
avaruudessa, joka on o-aarellinen. Keksi vastaesimerkki.

R Olkoon A Lebesgue mitta mitallisessa avaruudessa (€2, F) jossa {2 =
R, F =B(R) ,ja A, = [n,00), neN.

Silloin A, 2 Appq L N,yenln, 00) =0
mutta A\(A,) = 400 joka ei suppene kohti nollaan.

2. Olkoon (€2, F) todennédkoisyysavaruus (F on o-algebra).
Muistetaan ulkomitan maaritelmaé:

Kuvaus A : F — [0, 400 on ulkomitta (engl. outer measure ) jos

(a) A0) =0,
(b) A1CA A eF, i=12 = AA4) <A(A)
(¢) A on ali-o-additiivinen: kun {4, : n € N} C F,

A(Lnj An> < ; AA,)

Osoita: kun Q todennédkéisyysmittojen kokoelma todennékdisyysava-
ruudella (2, F), seuraa ettd

A(A) := sup Q(A), AeF,
QeQ

on ulkomitta.

R.
(a)
A(D) = sup Q(0) =0
QeQ
(b) kun A; C Ay A, € F, i =1,2YQ € Q Q(A;) > Q(A,) josta

seuraa

(A1) = sup Q(A1) > sup Q(Az) = A(Ay)
QeQ QeQ



(¢) kun {A, : n e N} C F,
/\(U An> <> A

R.

,%QA0:$m%%gAO}§wﬂ2;WMﬁSS%}MM

QeQ Qe

koska jokainen () € Q on o-additiivinen ja siksi ali-o-additiivinen,

ja Q(A,) < A(A,) ,VQ € Q.
3. Olkoon p1, 19 o-additiivisia mittoja todennékoisyysavaruudessa (2, F).

(a) Miki on pienin ulkomitta A : F — [0, +o0]
jolla A(A) > p;(A), VAe F,ie€ 1,27
R
p(A) = max{ju(A), u2(A)} VA € F

(b) Miké on pienin o-additiivinen mitta u : F — [0, +00]
jolla u(A) > p;(A),VAe F,ie 1,27
R Vastauksessa tarvitaan mittojen Radon-Nikodym derivaattoja.
O AA) := p1(A) + u2(A) on o-additiivinen mitta (€2, F) avaruu-
dessa, jolla A(A) > \;(A), VAe F,i=1,2.
Radon-Nikodym derivaattojem avulla konstruoidaan viela pienm-
péad dominoiva mitta

Olkoon (;(w) = %(w) i=1,2.

Ja

i) = [ GV Gl La@(d)
Seuraa ettd Vi = 1,2
pi(A) < p(A) < p(A) = pa(A) V p2(A) < pa(A) + p2(A) = A(A)

4. Todennékoisyysavaruudessa (€2, F, P), maaritelladn mielivaltaisen jou-
kon G C 2 ulkomitta

PH(G) = inf 3 P(F)
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jossa infimum otetaan yli kaikkien numeroituvien mitallisten peitteiden

{F,:neN}C FjollaGC | F,.
n=1

Caratheodoryn laajennuslauseen todistuksessa osoitettiin ettd P* on ul-
komitta, siis on numeroituvasti sub-o-addiitivinen, kasvava, ja P*(()) =

0.

Maariteltiin my6s o-algebra L joka koostuu kaikista joukoista A C
jotka jakaavat siististi ulkomitan P* seuraavalla tavalla

P (G)=P"(GNA)+ P (GNA°) VYGCQ
L jasenet kutsutaan myos P*-mitallisiksi. Olemme myd6s osoittaneet et-
ta P*: L+ [0,1] on o-additiivinen todennékoisyysmitta.
Madritellaédn nyt joukkoperheet

FP={ACQ:3B B"€ F with B D AD B" and P(B'\ B") = 0},
NP ={ACQ:3B € F with BD Aand P(B)=0} ( P-nolla joukot )

(a) Osoita ettéd jokaiselle joukolle G C €2, on olemassa joukko F' € F
jolla F O G ja P(F) = P*(G).
Ratkaisu.

Olkoon mitallinen peite {F}}reny € F jolla
Ur2a
k
Ulkomitan P* maéritelméasta seuraa, ettd Vn on olemassa peite

{7}, jolle

Pr(G) < P FD) = PR < PG +

n

Olkoon

A= (L}JF,ﬁ) eF.

I<n

Selviisti A" D A"t D @G, ja

JFr oA
k
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Asetetaan A :=lim | A" = (), yA" € F.
Seuraa P* maaritelmaéstéa, etta

P(G) < P'(A") = P(A") < P(J ) < P(G) +

n

Koska P on o-additiivinen (monotonisesti jatkuva),

P(A) = lim | P(A") = P*(G) O

Osoita ettd jokaiselle joukolle G € L, on olemassa joukko F € F
jolla E C G and P(E) = P*(G).

Vihje: soveltakaa tehtévén a) tulosta joukolle G ja kiyta oletusta
GelLl.

Ratkaisu.

Koska G € L,
1=P*(Q) =P (G)+ P*(GY)
Edellisesta tehtavasta seuraa ettd dA € F jolla A C G, A° C G¢,
1—-P(G)=P(G)=PA°)=1-P(A) O

Osoita ettd F¥ = o(F, NP). Taméi on o-algebran F P-tiydennys
P-nolla mittaisilla joukoilla.
Ratkaisu.

Pitda osoittaa, etta

e FP on o-algebra.
o o(F,NP)C FF.
Koska o(F, NP) on pienin o-algebra, joka sisiltid virittdji-
joukkonsa, niin inkluusion osoittamiseksi riittaé osoittaa, etté
virittdja joukot F,NT c FF.
— Jos A € F, niin valinnoilla B"= B” = A on P(B'\B") =
0jaAe FF.
— Jos A € N*, niin 3 B € F, jolle B2 Aja P(B) = 0.
Valitsemalla B’ = B ja B” = () on P(B'\B") = 0.
o o(F,NP) D FP.
Jos A € FF niin 3B',B" € F, joille B’ O A D B”. Tallsin
A= (A\B")UB". A\B" C B'\B", joten A\B"” € NT. Josta
seuraa, etti A € o(F,NT)
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FF on o-algebra:

e Selviisti Q € FP.
e Jos B> AD B" jossa (B'"\ B") € N?, (B") D A° D (B,
jossa (B")¢\ (B')¢=(B")NB =(B'\B") e N
e Jos Ay = BryUNy jossa By € F ja N, C Cy € Fjolla P(Cy) =
0, seuraa ettd A = |J(BrUNy) = (U Bk) U (U Nk> = BUN
k k k
jossa B € F

- )< () -

(d) Osoita etti F© = L. Vihjeet: Osoittakseen ettd N C £, muista
ettd ulkomitta P* on kasvava ja subadditiivinen.
Osoittakseen ettd o(F, NT) D L, kiytd tehtivia a),b).
Ratkaisu.

o

o FP =o(F,NT)C L.
Osoitetaan, ettéd virittdjajoukot kuuluvat luokkaan L.
- FCL.
Testijoukolle G C  on a)-kohdan nojalla olemassa F' € F
siten, ettd F' O G ja P*(G) = P(F). Jos A € F, niin
P*(G) <P (GNA)+ P (Gn A9
< P (FNA)+ P (FnNA°
=P(FNA)+ P(FNA°
= P(F) = P*(G).
- NP CL.
Olkoon N € NF, G C Q.
P*(G) < P*(GNN)+ P (GNN°)
< P*(N)+ P*(GNN° =0+ P (GNN° < P*(G)
ja N e L.
o LC FP.
Olkoon L € L.
a)-kohta = 3 B’ € F s.e. B D L ja P*(L) = P(B).
b)-kohta = 3 B” € F s.e. B C L P*(L) = P(B").
Nyt P(B'\B") = P(B') — P(B") = 0.
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5. Olkoon P todennékéisyysmitta avaruudessa (2 = R, F = B(R)), ja
F(t) := P((—o0,t]), joka kutsutaan todenndkoisyysmitan kertymé-
funktioksi. Osoita:

(a) F on kasvava

R. Koska (—o0, s] C (—o0,t] kun s < ¢, seuraa F(s) < F(t).
(b) F on oikealta jatkuva. Vihje: Kéyté todennékoisyyden o-additiivisuutta.

R. Kun n 1 oo,

(_007 L+ n_l] i (—OO, t] = ﬂ (—OO, t+ n_l]
neN

Koska P on c-additiivinen seuraa ettd F(t +n~') | F(¢).

(c)
lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T——00 T—r+00

R . Kunn 1 oo,
(—00,—n] 4 0 ja (—o00,n] T R
Koska P on o-additiivinen
F(=n) L P(0) =0 ja F(n) + P(R) = 1

(d) Keksi esimerkki jossa F' ei ole jatkuva.
Vihje: maaritelladn pistemassa §,(A) := 1(z € A) jossa x € R,
A € B(R).
Osoita etté d,(-) on todenndkdisyys. Mikd on sen kertyméfunktio?
Ratkaisu.

TN-mitan maaritelmé (A, B € B(R)):
e 5, (A)>0.
e 5,(02)=1.
e Jos AN B =0, niin

0,(AUB)=1(z € A) 4+ 1(z € B)
e cg-additiivisuus yhtéapitdvaa sen kanssa, etta
A, 1 0= P(A,) ] 0.

9z((—00, —n]) =0, kun —n < z.
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Kun todennékodisyysmitalla P on atoomi (tai pistemassa) {x}, eli
P({z}) > 0 jollekin z € R, koska P on additiivinen seuraa

P((—o0,z]) = P((—o0,x)) + P({x}) eli F(z) — F(z—) = AF(xz) = P({z}) >0

6. Maiiritelmin mukaan avaruuden Q = R? Borelin ¢ algebra on avomien
joukkojen virittdma o-algebra.

Kun t € R?, olkoon

(—oo,t] ={s€R: 5, <t;,i=1,...d}

Osoita etta luokka

T = {(—o0,q],q € Q%}

on 7-luokka joka virittdd Borelin o-algebran.

Vihje Jos U on avoin R%:ssa, ja @ on tihed R:ssa, Vo € U Ir,q € Q¢
jollar <gq(elir; <g kuni=1,...,d

r € (r,q) = (r,,q) X (r2,q2) X -+ x (rq,q4) € U.
R. Selvisti B(RY) D o(Z), koska (—o0, q] € B(RY).
Kun q,rec Qd7 (_007 q] n (_007 7’] = (—OO, A q] jOSS& UANVRS Qda

(rAq); =min(ry,q),i=1,...d, eli Z on 7m-luokka.

Huomaamme etta

jossa1=(1,1,...,1) € Q%
Olkoon

L(r,q) :=={s €R:r <5 <q} €0o(T)

laatikko kulmapisteilla r < ¢ € Q¢, (elir; < ¢ kuni=1,...,d).

Esimerkiksi kun d = 2, laatikon indikaattori funktiolla on esitys

1{t € L((r1,m), (¢, )]} = 1{t € (=00, (q1,¢)]} + L{t € (—o0, (r1,72)]}
—1{t € (o0, (11, q2)]} — 1{t € (o0, (q1,72)]}

joka yleistyy korkeammalle dimensioille.
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Laatikon sisalto
L°(r,q) = (L(r,q) \ OL(r,q)) € o(Z)

on avoin laatikko samoilla kulmapisteillé.

Olkoon U C R? avoin joukko. Koska U on avoin, kaikille z € U on
olemassa avoin laatikko L°(r(z),q(z)) jolla = € L°(r(z),q(z)) C U
kulmapisteilld r(z) < ¢(z) € Q% Téstd seuraa etti

U= 1°(r(@), 4(2)) € o(T)

koska yhdiste on numeroituva (vaikka avoin joukko U on ei-numeroituva
): rationaalisten kulmapisteiden mééré on korkeintaan numeroituva.

Koska méaaritelan mukaan avoimet joukot virittavat Borelin o-algebran
, myos o(Z) 2 B(RY).
R% Avoimet laatikot € o(Z). Jokaiselle pistelle z € R? on olemassa

Jok€Z,neNse xe€ A, k,n):= (217712%1) X (2%,%)

R? = U A(j, k,n),

7,k€Z,neEN

numeroituva yhdiste. Jokaiselle z € U C R? avoin on olemassa A(j, k, n)
s.e. © € A(j,k,n) C U. Kaikkien téallaisten joukkojen (numeroituva)
yhdiste on U.

. Olkoon (X, (w) : n € N) R-arvoisten satunnaismuuttujen jono toden-
nékoisyysavaruudessa (€2, F).

Osoita etta

limsup X, (w) := lim sup X(w), liminf X, (w):= lim inf Xj(w),

n =0 f>p, n—o00 k>n
e ovat olemassa Vw € (),
e ovat (F-mitallisia) satunnaismuuttujia.

R.

Huomataan ettd Vw € §2 jono

Yo(w) == sup Xj(w) > Vi1 (w)

k>n



on ei vahenevé, ja siksi silld on monotoninen raja olemassa, yhta kuin
lim sup,, X, (w).

Jos (X, (w) : n € N) on satunnaismuuttjen jono,

{osspi@) e oot = N{w K@ e (ol e 7

neN neN

koska X, ovat satunnaismuutujia.
Joukkojen kokoelma

C:= {B € B(R) : {w ssup{X,(w)} € B} € ]-"}

neN

on sekd m-luokka ettd Dynkinin luokka, eli se on o-algebra, ja koska
ses sisaltaa kaikki véalit (—oo, t], se sisaltda niiden virittdméaa o-algebra
joka on Borelin o-algebra B(R).

Téamé tarkoittaa VB in B(R)

neN

{w csup{X,(w)} € B} eF
eli kuvaus

w — iléIN){Xn(w)}

on F-mitallinen, ja méara satunnaismuutuja.



