HY Todennikdisyysteoria, keviit 2015, ratkaisut 1 (21.1.2015)

1. Olkoon Q = {wy,...,w,} ddrellinen joukko,

W = (wr,...,w,) € R} \ {0}, jossa Ry = [0,00), ja vihintdén yhdelle
koordinaatille 7, w; > 0 (aidosti).

Maaéritellaan VB C

iy wilp(w;)
Z:'Lzl Wy

e Osoita ettd Py on additiivinen ja Py (2) = 1. Rlaup = 14 +
]—B — ]-A]-B- Kun ANnB= @,

i Wilaop(wi) Do wila(ws) | YL wilp(wi) _

Pw(AUB):Z 7 ‘ = ~—n ) + v

Pw(A) + Pw(B)

e Karakterisoi Py -varmat tapahtumat.
R. Olkoon N = {i : w; = 0}. Tapahtuma A on varma <=
Py(A) =1« A°=Q\ACN.

e Olkoon X = (z1,...,x,) € R™
X tulkitaan sopimukseksi joka maksaa takaisin suuretta X (wy) =
xr kun wy, tapahtuu.

Laske sopimuksen X:n hinta (odotusarvo) Ep,(X) hinnoiteluto-
dennékoisyydella P,.

R

Epw(X):—Z;; =

2. (jatko) Olkoon Z = (z1,...,%,) € R \ {0}. Osoita hinnoittelutoden-
nékoisyyden vaihto kaava

Téassa (WZ) € R™ on pistettdin-tulo, eli (WZ2);, = W;Z; € R, i =
1,...,n.



Ep. (X) = Doiy TiZiWi D TiZiW Y iy W
P prmm— pr—
- D iy ZiW; Doy ZiWi Y g Wi

n n -1
T2, i=1 2iWi -
_ Y | (Z — ) — Ep,(ZX)Ep,(2)™"
Zi:l ¢

3. (jatko) Olkoon nyt C' C €2, jolla Py (C) > 0. Maritelldén VB C Q

jossa 1¢ on C joukon indikaattori. Osoita etté

Py(BNC(C)
Py (B|IC) = ———+—=
ja kuvaus

on additiivinen todennékdisyys. Py (B|C) on tapahtuman B:n ehdol-
linen todennédkoisyyys ehdolla C' tapahtumaa, Py todennékoisyyden
suhteen. Se on hyvin mééritelty pelkistdén kun Py (C) > 0.

R

Yo wilg(w)le(w;) Pw(BNC)
> im wile(w;) Py (C)

Py (B|C) =

4. (jatko) Oloon X : €2 — R mielivaltainen funktio, laske sen hinta (odo-
tusarvo) Ep,, (X|C) ehdollisen todennékéisyyden Py (-|C'):n suhteen.

R

Yo viwile(w)  Ep,(X1¢)

Ep,(X|C) = ST wile(w)  Pw(0)

5. Olkoon 2 = [0,1] N Q = {r rationaalinen: 0 <r <1 }.

Olkoon A kokoelma joukoista joilla on esitys aérellisenéd yhdistend jou-
koista (a,b]NQ, [a,b]NQ ,(a,b) NQ, tai [a,b) NQ, jossa 0 < a < b < 1.

Maaritelladan VO < a <b <1

P((a,b] N Q) = P([a,b] N Q) = P((a,0) NQ) = P([a,b) NQ) = b —a,



e Osoita ettd A on algebra, eli Q € A, jos A € A myos A® =
(Q\A) e Ajajos A,Be Amyts AUB € A.

e Laajenna P joukkofunktio dérellisesti addiitiiviseksi mitaksi koko
algebralle A.

e Osoita ettéd kyseinen additiivinen mitta P ei ole o-additiivinen.

Vihje Téssd tapauksessa 2 = [0, 1] N Q on numeroituva !.

R. Jos A, B C [0, 1] ovat d4rellisié vélien yhdisteitd, myos niiden komplent-
teja [0, 1]:ssa, yhdiste ja leikkaukset ovat dérellisia vélien yhdisteita.

Kun otetaan leikkaus Q:n kanssa, seuraa ettd A on algebra.
Olkoon A € A esitykselld

n

i=1
jossa0<a; <b <---<a,<b, <1,

notaatio “(” voi tarkoittaa “(” vai “[”,

notaatio ”)” voi tarkoittaa “|”, vai ),

eli valit saavat olle suljettuja tai avoimia oikealta ja vasemmalta.
Silloin joukon esitys on yksikésitteinen ja

n

Py(A) => (b — a)

=1

Suoraan méaaritelmésta seuraa ettd Py on aarellisesti additiivinen, mut-
ta ei voi olla o-additiiivinen, koska

o= U {4
q€QnNI0,1]
jossa Po({q}) = ¢ —q =0, ja () = [([0,1]) = 1 -0 = 1, josta

seuraa ristiriita, koska

=R+ Y AU O

q€[0,1]NQ

. Olkoon € mielivaltainen joukko, 2 merkitsee sen potenssijoukko, eli
Q:n alijoukkojen kokoelma. Maéritellaan alijoukkojen A, B C € | sym-
metrinen erotus

AAB = (AUB)\ (ANB) ={w:w € A vai w € B mutta ei molemmissa }
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Niyti ettd potenssijoukko 2 on rengas operatioiden A (summa) ja
N (tulo) suhteen. Eli

Esita identiteetti jasen A:n operaation suhteen,

Esita identiteetti N:n operaation suhteen,

osoita ettd jokaisella jasenilld on additiivinen inverssi,

osoita ettd A on assosiatiivinen ja distributiivinen ominaisuus on
voimassa.

Vihje : indikaattorille pétee

lanp =14lp, laup=14+1p—14lp
Laas) = (la+1p) mod 2 =14+ 15 —2x 141p = 141pe + 1plue

Ratkaisu.

A, B,C € 2%
(22 A) on vaihdannainen ryhmé, jos

o AAB € 2%,

o A liitdnnainen:

(AAB)AC = AA(BAC)

3 1-alkio 14, jolle
IAAA=AAIA = A

3 —A e 2%

AA(—A) = (—A)AA =14
e A vaihdannainen.
(22, A, N) on rengas, kun
e (22, A) on vaihdannainen ryhmi:

e ANB €29

N liitAnnainen

(ANB)NC =AN(BNC)

3 1-alkio 1A
1mﬂA:Aﬂ1m:A



e Osittelulait:

AN (BAC)=ANBAANC (AAB)NC =ANCABNC

Maéritelmien kohdat jarjestyksessa:

Operaatiot A, N suljettuja.

A on liitdnnainen koska summa modulo 2 on

luaapiac =2 (la+1p) +1c =14+ (1 + 1¢) =2 Laasac)

jossa =9 merkki on yhtasuuruus modulo 2.
1a = 0:

Tang =2 1a+1p =14

AAA = (), siis jokainen joukko on oman inverssi A:n suhteen.

A on vaihdannainen

liap =214+ 1p=31paa

M on liitdnnéinen ja vaihdannainen

Lanp)ne = (Lalg)le = lansne)
ANB=BnNA

N operaation identiteetti on 2, Q2N A=A

N ja A ovat distributiivisia

Laneac) = 1alpac =2 1a(1p + 1¢) =
1alp +14lc = 1anB + Lanc =2 1anB)a(anc)

7. Olkoon (9, F, P) todennékoisyysavaruus varustettuna o-algebralla F
ja todennakoisyydella P.

Osoita: joukko funktio p; : F x F — [0, 1]

P(AAB)

pi(A,B) = P(AAB), ja  pa(A B):= P(AUB)

— P(AAB|AUB)

( silloin kun P(A U B) = 0 sovitaan ettd 0/0 = 0 ), ovat etéisyyksié,
eli ovat positiivisia, symmetrisia ja toteuttavat kolmion epayhtaloa



Vihje Yleisesti, jos p; : E X E — R" on etiisyys, ja z € E, seuraa
myos

2p1<l‘,y)
pi(z,2) + pi(y, 2) + pa(2,y)
on myos etdisyys. Meiddn tapauksessa voidaan valita z = 0 (tyhja
joukko).

Huomataan ettéd Steinhaus muutoksen jélkeen po(z, 2) = d,(x), eli piste
r on eristetty ja metrinen avaruus (E, p2) ei ole yhtenéinen.

pa(x,y) == (Steinhaus muunnos )

.R Huomataan etta
Liac =1a+1c —2141c = (14— 10)2
— (la—1p+15-10)" = (1a—15)° + (15— 1) +2(14 — 15)(15 — 1¢)
jossa
(14— 15)(1p—1c) =15(1a+ 1c — 1) — 1alc
<1p(la+1lc—1aleg —1) =1p(lavc —1) <0
eli
laac < laap + LBAC)
< P(AAC) < P(AAB) + P(BAC)

Etéisyys pa(A, B) on Steinhaus muunnos etdisyydestd p;(A, B) jossa
valitaan z = () (tyhja joukko):

2P(AAB) B 2P(AAB)
P(AAD) + P(BAD) + P(AAB) — P(A) + P(B) + P(AAB)
2P(AAB)

~ P(A)+ P(B)+ P(A)+ P(B) —2P(AN B)
_ 2P(AAB)  P(AAB)
- 2P(AUB)  P(AUB)

p2(A7 B)

. Olkoon {G, : @ € 7} saman joukon 2:n g-algebrien kokoelma jossa Z
on mielivaltainen indeksi-joukko.

Osoita etti leikkaus
g = ﬂ ga

acl
on o-algebra.
Ratkaisu.



e 0.0 e G,Va € T koska G, on o-algebra. Siis Q,0) € G.

e Jos A € G,Va € T my6s komplementti A€ € G, Va € T, siis A € G
kun A € G.

o Jos {A, :n €N} CGVa € Tmybs A= ]J,.yAn € GVa € T,
siis A € G kun {A, :n e N} CG.
9. Todista véitteet:

Mielivaltainen 7(vastaavasti d)-luokkien, leikkaus on m(vastaavasti d)-
luokka. Eli

d(C) = N D

d-luokat poc

on pienin C:n sisdltava d-luokka, ja

)= [ J

m-luokat 7oc¢

on pienin C:n siséltava m-luokka. Myos

o(C) = n A

o-algebrat 4oc

on pienin C:n siséltavé o-algebra.

Ratkaisu.

i) d(C) on d-luokka. Méa#ritelmén vaatimukset:

e ) € D jokaisella d-luokalla D O C = Q € d(C)

e A B € d(C) siten, ettd A C B. Téastda A, B € D jokaisella
d-luokalla D DO C = B\A € D jokaisella d-luokalla
DDOC<«= B\Aed)

e Olkoon A,, € d(C), n € N monotonisesti kasvava jono ja
A, T Aeli A= U,enA,. Jono A, kuluu jokaiseen D ja
madritelmén nojalla A = U,enA, on jokaisen D alkio,
josta seuraa, ettd A € d(C)

ii) d(C) on pienin C:n siséltévé d-luokka: Jos Dy O C on d-luokka,
niin
dC¢)= (] DCD.
d-luokat poc



iii) 7(C) on m-luokka: A,B € 7(C) = A,B € J jokaisella 7-
luokalla 7 O C = AN B € J jokaisella w-luokalla J D C =
ANBen(C).

iv) 7(C) on pienin C:n sisiltdva m-luokka: samoin, kuin toinen
kohta.

v) Tehtavissa [8 jo osoitettu, ettd o(C) on o-algebra. Se, etté se
on pienin, menee samoin kuin toisessa kohdassa d-luokalle.

10. Olkoon E C (R U {+00}) kokoelma osajoukoista
(a1,01] U (ag,bo] U+--U (an,b,], meN
jossa n € N and a;,b; € (RU {+0c}), jossa
—00o<a; <b <ay<by<---<a, <b, <400,

Osoita ettda £ on algebra, mutta ei ole o-algebra.
Ratkaisu.

Merkitdén A; := (a;, b;] ja toiselle jonolle
—00<c <d < <dy <o <oy £ dyy < H00,

B; = (¢;,d;]. Joukot A, B € &, jos
A=) "4
i=1

m

B=> B,
j=1

missé summa-merkinté tarkoittaa erillisten joukkojen unionia.

(0.1)

Todennetaan maaritelman ehdot:

i) @ =RU{+o0} = (—o00,00] € £, 0 = (a,a] € £ mielivaltai-
selle a.

i) AS = (—o00,a;] U (b;, 00| € £.
Selvisti kun A € £ on olemassa esitys jolla

A:(al,bﬂU(ag,bg]U~~U(an,bn], ’RGN, CLiERU{ —OO}, bZERU{ +OO}
jaa; <b;,1=1,... n. Silloin
A = (—00,a1] U (by,az) U+ U (by_1,a,]) U (b, +0]

jossa mahdollisesti (a,b] = 0 kun a > b.
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iii) Adrellisen unionin (##rellisen leikkauksen) kuuluttava jouk-
koon &. Jos A, B kuten (0.1)), niin leikkaukselle on: Ensiksi

A;N B; = (a,b] € £, missi
a = max(a;, ¢;)

b= min(b,-, d])

Jos a > b, leikkaus on tyhja joukko () € £.

von-(0os)

i=1j=1

Koska B; N By = 0, kun j # k on
(AinBy) (AN By) =0
ja o
AnB={]) (4nB).
=1 1=1

Samoin, koska A4; N A; = 0 on
O AnB) (O A nBy) =0,
k k
ja

ANB=)Y Y (AnB)e€.

i=1 =1
£ ei ole suljettu numeroituvien yhdisteiden suhteen. Jokainen joukko
A, =(0,1— 1] € &, mutta UpenA, = (0,1) ¢ €.
. Olkoon {A, : n € N} saman tapahtumien joukon :n kasvava algebro-
jen jono, jossa A, 1 2 A,.
Osoita ettd yhdiste

A=A

neN

on algebra.

Jos korvataan “algebrat” “o-algebroilla” tamé viite ei valttaméatta pade,
esita vastaesimerkki.

Ratkaisu.



e Selvisti Q,0 € A; C A.

e Kun A, B € A, on olemassa n jolle A, B € A, kun n > n , tista
seuraa (AUB) e A, CAja(ANDB)ec A, CA

e A ei ole vilttamatta o-algebra,
Esimerkki:
Olkoon 2 = [0,1) ja

A, :a<[k2—",(k+ 1)27"),k=0,...,2" — 1),

.AnCAn.H.
Joukko
1 1
neN
1 11 11
pr— —_— 1 p— — p— —_
L UG DUk U

missd ensimmaéinen joukko € A, toinen € A,, jne. Siis (0,1) €
o(UpA,). Mutta (0, 1) ei kuulu mihinkéén joukkoon A,,, eiké siten
niiden yhdisteeseen.

12. Olkoon A, C Q, n € N, tapahtumien jono.
e Osoita:

limsup 14, (w) = Limsup, 4, (w), jossa lim supA = ﬂ U Ay

n n k>n

e Osoita: liminf, A, := ey Nysi An = (limsup,, A¢) jossa A° =
2\ A on tapahtuman komplementti.

e Osoita
limsup(A, U B,,) = (limsup A4,,) U (limsup B,,),
liminf(A, U B,) = (liminf A,) U (liminf B,,)

e (Osoita

(limsup A4,,) N (liminf B,,) C limsup(A, U B,,) C (limsup 4,,) U (limsup B,,)

n

Osoita jos A, T Aeli A, C A1 ja U, A = A, vai 4, | Ageli
A, D Apiqja(), An = A, molemmissa tapauksessa seuraa

liminf A,, = limsup A4,

n
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Ratkaisu.

]-limsupn An (W) =1 welim sup An =

VneN dk>nsewe A, &
VneN Jk>nsely (w)=1<

limsup1ly, (w) = 1.
" k>n

Liim sup,, 4, (W) =0 & w ¢ limsup 4,, &

dneNseVk>n wé¢ A<
dneNseVk>n 14 (w)=0<
limsup 14, (w) = 0.
n k>n
13. Olkoon 2 = {0, 1} joka koostuu binéirijonoista w = (w, : n € N) € Q.

Maéaritelldan sylinteri-algebrat F,,,n € N, jossa A € F,, jos ja vain jos
on olemassa A, C {0,1}" jolla

A={w: (wy,...,w,) € A, }.
Olkoon
Foo = \/]—"n:a<U}"n),
neN neN

joka on pienin o-algebra joka sisdltda kaikki sylinteri-o-algebrat.

Olkoon

L = {w :d lim nilzwi} =
i=1

n—oo
n n
_ -1 -1 — i inf -1
= W :lim sup n Ww; =1m 1mr n Wj
n—00 —1 n—o0 —1
1= 1=

Osoita L € Foo, mutta L & |, oy Fr-
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Vihje: Osoita ensin etté kaikille ¢; < g2 € [0,1]NQ

{w:limsupn~' Zwi € (q1,¢)} € Fu ja
" i=1
{w ‘liminfn~! Zwi e (ql,qQ)} € Foo
i=1

R. Huomataan ensin ettd kun A C €,

AeF, —= A={w: (wi,...,w,) € By} jossa B, C {0,1}".

Olkoon X,(w) = w, € {0, 1}.

{w: X, (w) =1} ={w:w, =1} ={w: (wi,...,wp_1,wn) € {0, 1} ' x {1}} € F,

eli X,,(w) on F,-mitallinen satunnaismuuttuja joka ei ole F,,_;-mitallinen.
Olkoon

N
X(w) :=limsup N * ZXi(w), w e

N—oo i—1

Koska Vn € N,w €

S(w) := limsup (N_l ZXi(w) + N7? Z Xi(w)) = limsup N~* Z Xi(w)

N—o0 i=n+1 N—roo i=n+1
josta seuraa ettil jokaiselle n € N, satunnaismuuttuja S(w) ei ole F,-
mitallinen.

Toisaalta S(w) on Fu-mitallinen, koska Vn € N
So(w) =n"") " Xi(w)
i=1

on F,-mitallinen ja siksi on myds Fa.-mitallinen ja S(w) = limsup,, S, (w)
on F.-mitallinen.

Samoin S(w) = liminf, S, (w) on Fa-mitallinen, mutta jokaiselle n € N
ei ole F,,-mitallinen.

ja my0s tapahtuma

losw-swl- U ({vir<sw<dnfoir<sw<d)

r,qeQ:ir<q

on F,.-mitallinen mutta Vn € N ei ole F,, mitallinen
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