HY Todenniakoisyysteoria, syksy 2015, laskuharjoitukset 5 , rat-
kaisut (25.2.2015)

1. Todennékoisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon Olkoon &,(w) riippumat-
tomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujen jono jolla

P =1)=1-P(, =0)=1/2

ja
w) = 2Z§n(w)3_”, Yw €
n=1

(a) Osoita ettd Yw € X (w) on hyvin médritelty (eli sarjaa suppe-
nee), ja X(w) € C C [0,1], jossa C' on Cantorin joukko.
R. Se on jo osoitettu 4 laskuharjoituskerralla.

(b) Olkoon Px(B)=P(X YB)) kun B € B([0,1]).
Osoita ettd Px(B) = P(B) jossa P on Cantorin jakauma ker-
tyméfunktiolla F'(t) joka méaériteltiin viimeisella harjoituskerralla
tehtévéssa 5.
R. Se on jo osoitettu 4 laskuharjoituskerralla.

(c) Laske odotusarvo E(X*), k € N.

R. Kun k=1,
X) =283 e ) =23 Begar =3 g = L3
n=1 n=1 n=1 1 o 1/3
koska

B(&) = 2P(&0 = 2) + OP(6, = 0) = 1 % %+0: 1/2

Summan ja odotusarvon jérjestysté saa vaihtaa Fubinin tai mon-
otonisen konvergenssin lauseen nojalla.

Kun k = 2, koska &,(w)? = &(w), B(€2) = E(&) = 1/2,
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josta tulee kombinaatorinen tehtéva.

Vaihtoehtoinen menetelméa momenttigeneroiva funktiolla: kun t €
R olkoon

mx(t) := E(exp(tX)) = E(exp (thgngn»

=[] E(exp(32t,)) =[] 1+ eX132(3_"2t)

n=1

— exp (i{log(l + exp(37"2t)) — log(2)}>

n=1

ja lahted derivoimaan

k

X ()

k

= ﬁE(exp(tX))

- E(;;T exp@X))
= E(j—; eXp(tX)) = E(Xk exp(tX))

jossa derivaatan ja odotusarvon jérjestyksen vaihto on perustelta-
vissa.

t=0 t=0

= E(X")

t=0

. Olkoon P ja @ todennikdisyyksiéd todenndkoisyysavaruudessa (€2, F),
jotka ovat ekvivalentteja, eli kun A € F Q(A) =0 <= P(A) =0, eli
P < Q ja Q < P. Silloin merkitddn P ~ Q).

Olkoon
_dP
= 0

uskottavuusosamaédra jolla péatee Eq(X) = Ep(ZX) kaikille satunnais-
muuttujille X > 0.

Z(w) (w)



Osoita etti

aQ
CSw) = 1/Z(w)

eli kaikille satunnaismuuttujille X > 0 Ep(X) = Eg(XZ™1)
R.

Eo(XZ™Y) = Ep(XZ7'Z) = Ep(X)

3. Gaussisesta jakaumasta.

(a) Osoita

e f (25 ([ )]

Vihje: Muuttujan vaihdolla x = rcos(f),y = rsin(d), r > 0
6 € [0,2m).

(b) On olemassa satunnaismuuttuja G(w) jolla

P(G < 1) = d(z) = # /oo exp (—y;)dy

G:n jakauma kutsutaan standardiseksi Gaussiseksi jakaumaksi.

Vihje Valitse todennékoisyysavaruudeksi (2 = R, F = B(R)).
(c) Mikd on G(w):n jakauman tiheysfunktio ?

Ratkaisut.

i. Kéytetdan vihjeen muuttujanvaihtoa x = r cos(f),y = rsin(0),
r>00€]0,2m). ja merkitdén Jakobiaania

oz oc
Ja:,y = ( % % > )
or 00
jonka determinantti on

|Jr,y| =

cos(f) —rsin(6) ’ .,
sin(f)  rcos(d) ’



(Lol 206 (e 20 (o))
(2l o)
:/R Rexp(f - >dxdy

)|Jm,y|dr a0

)

rdr df =

ii. Koska ®(z) on jakauman kertyméfunktio véite seuraa suoraan
Caratheodoryn lauseesta.

iii. standardi Gaussisen jakauman tiheysfunktio saadaan suoraan
derivoimalla kertyméfunktion

o(x) = L) = %Q_Wexp(—‘?)

(d) Olkoon m € Rjao >0, ja X(w)=m+oG(w).

i. Laske X'n jakauman kertyméfunktio P(X < x).
R.

g
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ii. Laske X:n jakauman tiheysfunktio. R.

px(e) = SP(X <) = 2P(G < TL) - Sa(th)

dx T o dx o

:0_1¢(1';u) _ \/%exp _(—p )
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iii. laske Radon-Nikodymin derivaatta (uskottavuusosaméaira)

it
dPg

jossa Px(B) = P(X € B) ja Ps(B) = P(G € B).

Vihje Uskottavuusosamaara toteuttaa mitanvaihdon kaavaa

| ) Pstn) = [ 1) G5 @) Potda)

kaikille Borel-mitallisille funktioille h(x) > 0.
R.

7o~ et~ o () [
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iv. Laske myo6s uskottavuusosamaéra

APy "

o= (o) 1=aexp((x2;§‘)2 -2)

v. Laske odotusarvo

Ep(exp(AG)) :/Qexp()\G(w))P(dw) :/Rexp(/\a:)Pg(dx)

R. “Nelion tayttamalla”

Ep(exp(\G)) = \/%_ﬁ /exp(—% + \z)dx = 7

ceof8) g [t Sra-on()

vi. Laske my6s odotusarvo Ep(exp(AX)) jossa X(w) = m +
oG (w).
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Ep(exp(AX)) = Ep(exp(A(m + 0@G)))

o2 \?
= exp(Au) Ep (exp(AoG)) = exp ()\,u + 5 >

4. Olkoon G;(w) i = 1,2, P-riippumattomia Gaussisia satunnaismuuttu-
jat, jossa Gy ~ N (i, 02),i=1,2.

Olkoon W (w) = G1(w)+Ge(w). Eli W:n jakauma on kahden Gaussisten
satunnaismuuttujen konvoluutio.

Osoita ettd W (w) on Gaussinen ja laske sen tiheysfunktio.

,R. Lasketaan jakaumien konvoluutio. Koska G; = p; + G jossa G, ~
N(0,02), voit olettaa ettd p; = 0. Nelion tdydentamailld,
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joka on Gaussisen jakauman tiheysfunktion odotusarvolla 0 ja varians-
silla (0% +02) O

5. Olkoon N;(w), i = 1,...,d P-riippumattomia Poisson(f;) satunnais-
muuttujia jossa 6; > 0,7 =1,...,d. Olkoon

X(w) = Ni(w) + -+ Ng(w)

Osoita ettd X on Poisson jakautunut parametrilla (6, +--- +6,). R.



Kun n = 2 (sitten se seuraa induktiolla),

k

P(Ny+ No=k)=Y P(Ny =, Ny =k~ ()= P(N, =()P(N, =
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jossa sovellettiin Newtonin binomikaava.

= exp(— (61 + 62))

. Olkoon X;(w), i = 1,...,n P-riippumattomia ja samoin jakatuneita
binddri satunnaismuuttujia joilla

P(Xi=1)=1-P(X;=0)=p, pe(0,1)

Osoita ettéd Sy, (w) = Xj(w)+- - -+ X, (w) on binomiaalisesti jakautunut,
eli

Psy=0) = ()= pr ™t k=01

R.
P(S,=k) = Z PXy=10,.. X, =1,) =
b1+l =k:£;€{0,1}
> P(X,=40,...X, =10,

E1+++Zn:k£le{071}

> P(X;=10,)...P(X, =0,) =p"(1 — p)** (Z)

O+ Al =k:0;€{0,1}

. Olkoon @ toinen todenndkdisyysmitta jonka suhteen X;(w),i =1,...,n
@-riippumattomia ja samoin jakatuneita bindari satunnaismuuttujia
joilla

QX;=1)=1-Q(X;=0)=q, ¢ (0,1)

Osoita ettd P ~ @ (eli P < @ ja Q < P ) o-algebrassa F, =
U(Xl,...,Xn).



Laske uskottavuusosaméara F, o-algebrassa joka on muotoa
_dpP
=40

jossa z : R — R on Borel mitallinen funktio.

R.
o) ()

8. Olkon satunnaismuuttuja X (w) > 0, ja olkoon g > 0.

Osoita:

Z(w) (W) = 2n(5n)

Ep(X?) = q/ t17'P(X > t)dt = Ep(X?) = q/ t P(X > t)dt
0 0

R.

B0 = [Tarrtan = ([ aria ) ran) -
o [7([ 1t s wan ) ran) -
q/ooo (/OOO 1(z > y)F(dw))y"‘ldy = q/ooo (/yoo F(dw))yq‘ldy =

q/ooo(l — F(y)y"'dy =

q/ooo P(X > y)y"'dy =

q/ooo P(X > y)y"dy — q/ooo P(X =y)y"dy =
o[ POx

koska joukko

{yeR: P(X =y) > 0}

on numeroituva ja sen Lebesgue mitta on nolla.



