HY Todenn#kéisyysteoria, syksy 2015, laskuharjoitukset 4 (18.2.2015)

1. Olkoon G : R — R ei-viahenevi funktio, eli G(s) < G(t) kun s < ¢.
Osoita ettd G on Borel mitallinen.

R. Olkoon I = (—o0,t], t € R.

Silloin kiiéinteiskuvalle
Gl)={reR:G)el}={rcR:G) <t} ={reR 2 < G(1)}
tai
Gl)={reR:z< G}
jossa
() = sup{e : G(a) < £}

on G(z) funktion yleistetty kdéinteisfunktio eli G™'(I) on vili joka ta-
pauksessa, ja erityisesti se on Borelin joukko. Olkoon

D = {B € B(R) jolla G'(B) on Borelin joukko }

D on Dynkinin luokka, eli suljettu komplementtin ja monotoonisen
rajankkdynnin suhteen.

Koska se sisaltdd kaikki vilit (—oo,t],t € R jotka muodostuvat -
luokkaa (suljettu) leikkauksen suhteen, se sisdltdd myos vilien virit-
taméaa o-algebra, joka on Borelin o-algebra ja viite on osoitettu.

2. Todennékéisyysavaruudessa (2, F, P), olkoon X, (w) n € N satunnais-
muuttujen jono jolla

> Ep(1Xal) < o0
n=1

jollekin p > 0.
Osoita: VK € N

(a)

> P(1X, > 1/K) < K? Y E,(IX,]) < o0

n=0 n—o00



Vihje: muista Chebychevin epayhtalo.
R P(|X,| > 1/K) = P(|X,|? > K?) < KPEp(|X,|?) josta seu-
raa

> P(IX,| > 1/K) < K> Ep(|X,|") < o0
n=1 n=1
(b) Osoita:

lim X, (w) =0 P-melkein varmasti .
n—00

Vihje muista Borel Cantelli lemma (kumpi 7).
R
Borel Cantellin lemmasta, VK € N,

P(limsup{|X,| >1/K})=0, VkeN
= P(li%inf{|Xn| <1/K})=1, VkeN
= P([) U NA{Xal <1/K})

KeNneNm>n

= P({w:Vk € Nan = n(w) : Ym > n|X,,| < 1/K}> =P({w: JLHSOX”(M) =0})

3. Todennékéisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon satunnaismuuttujat U, (w),
n € N P-riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita vélissa [0, 1], kerty-
mafunktiolla

Fi(t)=P(U; <t)=t,t€]0,1]
Olkoon
My (w) = max{X; (), ..., Xn(w)}
jonon juokseva maksimi.
(a) Laske M, jakauman kertyméfunktio
F.(t)=P(M, <t), tel0,1]

R Riipumattomuuden nojalla,

P(M, <t)=P(X; <t,Xo<t,....,X, <t)=P(X; <t)P(Xy <t)...

= P(X, <t)"=1t"



(b) Osoita M, jakauma on absoluttisesti jatkuva Lebesgue mitan suh-
teen ja laske sen tiheysfunktio.

R M,, jakauma on absoluttisesti jatkuva koska kertyméfunktiolla
on derivaatta

d d

joka on jakuman tiheysfunktio Lebesgue mitan suhteen.
(c) Osoita

lim M,(w) =1 P-melkein varmasti.
n—oo

Huomataan ettd Vw, M, (w) < M,41(w) < 1 ja siksi Vw on ole-
massa monotoninen raja My (w) = lim,, o M, (w) < 1.

Koska Vt € [0, 1)

0 00 . "

n=1

siitd seuraa ettd P(limsup,{ M, < t}) = 0 Vt < 1, ja siksi
limppoo My (w) = 1 P-melkein varmasti.

4. Olkoon P ja P’ todennékoisyysmittoja todennédkoisyys avaruudessa
(Q,F,P).

(a) Olkoon a € [0, 1]. Osoita ettd todennédkoisyyskien konveksi kom-
binaatio

Qu(A) = aP(A) + (1 — a)P'(A)
on todennakoisyys, ja kun 0 < o < 1,
Qo> P ja Qo> P

eli P ja P’ ovat absoluttisesti jatkuvia QQ,:n suhteen.

R. Selvisti kun Q,(A) =0ja0 < a < 1, myds P(A) = Q(A) = 0.
(b) Olkoon a € (0,1) ja

dP , dP’
- an (CU), < ((JJ) - an (UJ),
uskottavuus-osamadrit (Radon-Nikodym derivaatat), ja olkoon

u(A) = / (C(w) V ¢(0)) La(w) Qa(dw)

jossa x Vy = max{z,y}.

¢(w)



(c)

Osoita etté p on pienin mitta jolla
u(A) > P(A)V P'(A) VAeF

R Olkoon v = 1/2. Huomataan ensin etti ¢(w) + ('(w) = 2, koska

pu(A) = /Q (C(w) V ¢'(w)) 1a(w)Qy2(dw) > /Q C(w)14(w) Q1 ja(dw) = P(A)

samoin u(A) > P'(A).
Olkoon v(A) jolla v(A) > P(A) Vv P'(A) VA e F.Silloin v > P
ja v > P/, jamyos v > ()y/2. Olkoon

tw) = T2 ()
Silloin
H(A) = / (C(w) V ¢'(w)) () La () (o)
ja

yA) > P(A) Vv P(A)

Osoitamme ettd w(w) := (((w) V {'(w))¢(w) < 1 v-nolla mittaisen
joukon ulkopuolella.

B ={w: ((w)l(w) >1} U{w: ((w) > ('(w)}
B’ ={w: {(w)(w) > 1} U{w: () = ('(w)}

Seuraa ettd BN B = ()
u(B) = P(B) > v(B), wbB')=P(B)>v(B)
ja koska epayhtélot ovat aitoja silloin kun v(B) > 0 tai vastaavasti

v(B') > 0, siitd seuraa ettd v(B U B') = v(B) + V/(B) = 0, eli
w(w) < 1 v-nolla mittaisen joukon ulkopuolella.

Osoita ettd pu(Q) =1 <= P =P’
R Olkoon

C={w:{(w)> W)} " ={w:{(w)>((w)}



Selvisti C N C" = 0 ja
CUC ={w:((w) # W)}
Silloin
u(C) = P(C) = P'(C) ja u(C") = P'(C") = P(C")

jossa epéyhtélot ovat aitoja silloin kun p(C) > 0 tai u(C") >0
Tasta seuraa

1(92) = p(C) + u(C) + p{¢ =} =

P(C)+ P(C) + P{¢=(}) = P(C)+ P(C) + P'({¢=(}) >

(P(C)+ P(C") + P{C =) V (P(C) + P(CY+ P{C =) =1vi=1
(

jossa epayhtdlo on aito jos ja vain jos u({¢ # ¢'}) > 0.

5. Olkoon F' : R — [0,1] todennékdisyysjakauman kertyméfunktio, eli
F(t) on ei-vihenevé oikealta jatkuva, F'(—oo) = 0 ja F(4+00) = 1.
Merkitdén AF(t) = F(t+) — F(t—) = F(t) — F(t—) > 0.

(a) Osoita ettéd epédjatkuvuuden pisteiden joukko
{t: AF(t) >0}
on korkeintaan numeroituva
(b) Osoita:
F(t) = Ft) + > AF(r)

r<t

jossa F(©) on ei-vihenevi ja jatkuva.
(c) Osoita ettd

FO(t) = F@(t) + FO)(t)

jossa

F@(t / f@

jossa f(® > 0 on Borel mitallinen, ja
FO(t) = 1 ((~o00, 1)

jossa ;1(*) on singulaarinen Lebesgue mitan suhteen.

5



6. (Cantorin joukko ja Cantorin jakauma) Olkoon 2 = Cjy = [0, 1], varus-
tettuna Lebegue mitalla Py jolla Fy(t) = Py([0,t]) = ¢ kun ¢ € [0, 1].

Olkoon
Cy=10,1/3]U[2/3,1],
Cy=10,1/91U[2/9,3/9]U[6/9,7/9] U [8/9,1].

Cp=Cn11/3+(2/3+ Cn_11/3) ,n €N.

jossa kun A C [0, 1] merkitddn

(a)

(a+bA)={y=(a+bzx):zc A}

Osoita: tapahtumien jono C), on ei-kasvava eli C,, 2 C,, 1 | C =

N C..

neN
C kutsutaan Cantorin joukoksi.

Osoita ettd Cantorin joukko C' on kompakti ja Borel mitallinen.
Jokaisella = € [0,1] on esitys x = > 377, jossa & € { 0,1,2}.

k=1
Osoita:

C, = {ﬁZZSk&C : £k€ {0,2}‘71 Skgn}
k=1

k=1

osoita my0s ettd on olemassa bijektio C' — [0, 1] josta seuraa
ettd C ei ole numeroituva.

Osoita: Py(C,) = (2/3)", jossa Py on Lebesgue mitta.
Madéritellan funktioiden jono F,, : [0, 1] — [0, 1], jolla kun ¢ € [0, 1],

Fu(t) = (3/2)" /0 1e, (s)ds

Osoita F,(t) on todennikoisyysjakauman kertyméfunktio, F,(¢)
on jatkuva, ja vastaava todennikoisyysjakauma P,(t) on absolut-
tisesti jatkuva Lebesgue mitan Fy:n suhteen.

6



(f) Osoita Vt € [0,1] , 3

F(t) == lim F,(t)

n—oo

(g) Osoita ettd Py(C') = 0 jossa Py on Lebesgue mitta.

(h) Osoita ettéd funktio F(t) on jatkuva.
Vihje muista Ascoli Arzela lause.

(i) Osoita ettéd F(t) on todennékoisyysjakauman kertyméafunktio. Vas-
taava todennakdisyys P kutsutaan Cantorin mitaksi.

(j) Osoita etta P(C') = 1 = P(]0,1]) ja Cantorin mitta P on singu-
laarinen Lebesgue mitan P, suhteen.

(k) Osoita ettd Cantorin mitalla P pétee
P({t})=AF(t)=0 Vt,
eli Cantorin mitalla ei ole pistemassoja.

R.

Induktiolla, Po(Cy) = 1, Po(Ch) = 2/3 ja Po(Ch) = Po(Ch_1)2/3 =
(2/3)", ja koska C, | C seuraa c-additiividuusesta ettd Py(C) =
im0 Po(Cly) = lim,see(2/3)" = 0.

Kun z € C,
xr = 223_’%%  wy, € {0,1}
k=1
ja on olemassa bijektio z — u € [0, 1] jossa
u= ZQ‘kwk cwy € {0,1}
k=1

siksi C'lla ja vélilld [0, 1] on sama kardinaliteetti, ja ovat molempia epé-
numeroituvia.

Olkoon (& (w) : k € N) P-riippumattomia ja samoin jakautuneita bi-
nédari satunnaismuuttuja jolla

P& =1)=1-P&=0)=1/2 Vk



ja U(w) on tasaisesti jakautunut vélissa [0, 1] ja P-riippumaton (&x(w))
jonosta, eli P(U <t) =t kunt € [0, 1].

Olkoon
Xo(w) =2 & (w)3™"
k=1
Yo(w) =X, (w) + U(w)3™"
kertyméafunktioilla

Fo(t) = P(Y, <t) jaGu(t) = P(X, <t

Seuraa etta
t

F.(t) = (3/2)”/ 1c,(s)ds

0

on absoluttisesti jatkuva ja G,,(t) on palottainvakio porrasfunktio, jolla
AG,(z) € {0,27"}.

Koska
0 < Xpa(w) < Xp(w) S V(w) <1
seuraa etta
Gno1(t) > G,(t) > Fo(t) > G,(t) — 27" (0.1)

Koska X, (w) on el vihenevi ja rajoitettu on olemassa monotoninen
raja X (w) = lim, 0 Xy(w) < 1 Vw € Q, ja koska Y, (w) — Xp(w) =
27"U(w) — 0, seuraa ettd myos Y, (w) — X (w), vaikka jono Y, (w) ei
ole monotoninen.

Huomataan ettd Vn,m > N,

sup ‘Gn(t) - Gm@)’ < 27N
t€[0,1]

ja epayhtéloisté (0.1) seuraa ettd

sSup |Fn(t) - Fm(t)| <2X 2_N7
te(0,1]

eli (F,, : n € N) on jatkuvien funktioiden Cauchy jono C([0, 1]) avaruu-
dessa varustettuna supremum normilla:

I f lloo=sup{[f(t)] : t € [0,1]}



Koska C([0, 1]) varustettuna supremum-normilla on tdydellinen metri-
nen avaruus, kaikilla Cauchy jonoilla on rajaarvo joka on jaktuva funk-
tio ja vaite seuraa.

Téata voidaan osoittaa myos puhtaalla todennéakoisyysteorian argument-
tilla.

Osoitan ettd koska Y,(w) — Y(w) P-melkein varmasti seuraa etté

Y, (w) KA Y (w) jakauman mielessé joka tarkoittaa etta F,(t) — F(t) =
P(Y < t) kaikissa pisteissd jossa F(t) on jatkuva. Toisaalta F(t) on
jatkuva, koska jos t° olisi epédjatkuuvuspiste jolla AF(t%) = F(t°) —
F(t°—) = P(Y = %) > 0, siitd seuraisi ettd t° € C kuuluisi Cantorin
joukkoon ja silld olisi esitys jossa

=2 Z 2937k
k=1

jossa z9 € {0,1}.

Mutta tapahtumalla {w : Y (w) = °} = {w : &(w) = 2y Vk € N}, on
todennékoisyys

P(Ute=ad) ) = lim2 =0

eli Y satunnaimuuttujan jakaumalla ei voi olla pistemassoja ja sen ker-
tyméfunktio F(t) on jatkuva.

Jakaumien konvergenssi esitetdan Todenndkoisyysteoria II kurssilla.



