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1. Todennékoisyysavaruudessa (2, F, P) olkoon U(w) satunnaismuuttuja
joka on tasaisesti jakautunut vélissd [0, 1], eli sen jakaunan kertymé-
funktio on

0 ,t<0
Fy(t):=P{w:Uw) <t})=<{t ,0<t<1
1 , t>1

Laske odotusarvot

Ep(U"), ja Ep(exp(rU)), r€R.

R.
1 1r+1 _ 07‘—1—1
/ U'(w)P(dw) = / u" Fy(du) = / wdr=———=1/(r+1), kunr> -1
Q R 0 r+1

400  kunr < -1

2. (a) Todista Chebychevin epéyhtild: jos X (w) > 0 P-melkein varmas-
ti,

Vihje
0<t1(X(w)>t) < X(w)
(b) Osoita my6s Chentsovin epéayhtalo
P(X >t) < ir;%{exp(—)\t)Ep(exp(AX))}
R Lasketaan odotusarvo
0 <tP(X >t) < Ep(X)

Olkoon Y = exp(AX). Koska x — y = e on kasvava kun \ > 0,
seuraa VA > 0,

P(X >t) = P(Y > exp(AX)) < Ep(exp(AX))e ™ .



3. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) Poisson(#) jakautunut, jossa 6 >
0 on parametri, eli

Qn
Py(X =n)= exp(—ﬁ)m neN

Osoita ettd P on todennékoisyys.
R Seuraa exponentiaalisen funktion Taylorin kehitelmasta

oo on
i) =32
n=0

(b) Laske Ey(exp(AX)), VA > 0.
R Olkoon X > 0.

Ey(exp(AX)) = e’ Z e’\”% =e! Z w =exp(0(e* — 1)

(¢) Arvioi yldpuolelta Py(X > ¢) Chentsovin epéyhtéllla.

Py(X >t) < %g(f){exp(—t)Ep (exp(tX))} = %Eg{exp(ﬁet — 60— t)}

koska minimipistessa t*

I (0ct—0—1) =0

seuraa ettd minimi saavutetaan kun t* = —log(f) ja sijoittamalla
saadaan arvio

Py(X >t) <exp(l —0+logh) =0Gexp(l —0)

4. Todennékoisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon S,(w) binomiaalisesti-
jakautunut parametreilla n € N ja p € (0,1), eli X(w) € {0,1,...,n}
P-melkein varmasti jossa

Pe () = P({w: 56 = 1)) = ()= k=100

Newtonin bimomi kaavasta

(p+q)" = Zn: (Z)p’“q""“

k=0

jossa ¢ = (1 — p), seuraa ettd Px({0,1...,n}) =1
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(a) Laske momentti-generoiva funktio
gs, (0) == Ep(exp(GSn)), 0>0

(b) Olkoon p < a < 1. Osoita suurten poikkeamien ylaraja:

o= (2 (122)" oo fon(2) -0 -one(12))

= exp{ —nK(P,|P,) }

jossa (tiedoksi vaan)

wniny) = 3 ey = v () + 0 -5

w=0,1

on bindéri todennékdisyyden P, suhteellinen entropia binéari
todennékosyyden P,:n suhteen, jossa P,({1}) =1 — P,({0}) =p
€ (0,1).

Vihje: kun 6 > 0
P(S, > an) = P(exp(0S,) > exp(fan))

Kéytd Chentsovin epdyhtéld ja minimoi ylaraja derivoimalla #:n suh-
teen.

Ratkaisu.

(a) Oletetaan, ettd funktio g : R, — R, on kasvava ja g(z) # 0, kun
x # 0.
Jos t > 0, niin joukossa {w: X >t} on g(X) > g(t)1ix>y(w). =
E(9(X)) = E(g() a2 (w)) = g(t) P{X > t}.
Koska ¢(t) > 0, tistd seuraa
E(g(X)
9(t)

Valitsemalla ¢g(z) = z, saadaan tehtavin véite.

P{z >t} <

(b) g(z) = e on kasvava ja posiitivinen. Edellisesti kohdasta saa-
daan

P{X >t} < E(em),

e)\t

joka on voimassa kaikilla A > 0, josta viite. (Odotusarvon on
mukava olla olemassa.)



(c) Poisson(#) jakautuneelle satunnaismuuttujalle X on momenttige-
neroiva funktio

Mx(\) == E(eM) = Z e’\ke_ey
k=0 '

Ak
_ -0 (e*d)” (e*—1)
=) g =e

k=0

(d) Chebyshev =

MX<)\) 9(e>‘—1)—)\t.

PQ{X Z t} S eAt =€

exponentilla f()\) := §(e* — 1) — M on minimikohta, joka 16ytyy
suoraan derivoimalla

f'(A) =0eM —t =0,

josta A = log(%) (oletettava, etté t > 6). e/ toisen derivaatan

s
FINE ) 4 (/)2

positiivisuuteen riittaa, etta f” (5\) = 0 > 0, mikd on ja ollaan
minimikohdassa ja

. . t
Pp{X >t} < RO =1)=At _ (t—0) <§) .

Jos t < 6 f voidaan kirjoittaa esimerkiksi
fN) =0 +t—t)(e*—1) =Xt
=0 —t)(e*—1)+ter —1-N)

R T N TE S

3
51 3!)\ +...),

joka on kahden positiivisen kasvavan (A > 0) funktion summana
positivinen, kasvava = e/ surin alaraja saadaan antamalla A —

0.

5. Olkoon X € L'(Q, F, P), siis Ep(|X]) < oo . Osoita etta

Ep(|X[1(|X|>n)) L 0kun n 1 oo .



Vihje
0 < [X(w)[1(|X (w) < b]) T X (w)]

kun n 1 co.

Ratkaisu
Koska | X(w)[1(]X(w)| < n) T |X(w)| Vw kun n 1T oo monotonisen

konvergenssin lauseesta seuraa

Ep(|X@)L(X W) > ) = Ep(IX @)]) - Ep( X (@)1 X (@)| < n)) 40 kunn 1 oo

6. Tehtdva numeroituvuudesta:

(a) Osoita: tauluun=|0, 1] mahtuu ylinumeroituva mééri erillisi nolla-
merkin="0’ eli ympyrédn muotoisia kiyrid, (siis ympyréa-kiyrét
saavat olla myos sisikkiisid kun eivit koske toisiaansa).

(b) Osoita etti taulussa = [0, 1]? tai vaikka = R? avaruudessa mahtuu
korkeintaan numeroituva méaaraa erillisid '8’ eli ’oo’-merkkin muo-
toisia kdyria ( siis ’8’- muotoisia kiyrat saavat olla my0s sisdkkaisia
kun eivit koske toisiaansa).

Ratkaisu

Koska R? on numeroituva yhdiste 1:n levyisisti nelidisté, rittdé tarkas-
tella nelista [0, 1]%,
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(a) Kuvaus r € (0,3) — C,, missé C, on (3,1) keskinen r-siiteinen

ympyré on bijektio ylinumeroituvalta joukolta.

(b) Samaistetaan kahdeksikko K rationaaliparin (p,q) kanssa

K — (p,q),

missa p kuuluu kahdeksikon toiseen silmukkaan ja ¢ toiseeen. Kos-
ka Q x Q tiheéssd R2:ssa téllaisia pisteitd aina on olemassa. Piste
ei ole yksikésitteinen, mutta koska kahdeksikot eivit saa leikata
toisiaan, on kuvaus K +— (p,q) injektio. Jos leikkaus olisi sal-
littu, voitaisiin valita yhteinen rationaalipiste pari, joka kuuluu
kumpaankin kahdeksikkoon. (Tédma4 sallii sisédkkéiset, leikkaamat-
tomat kahdeksikot) Q? on numeroituva = toisiaan leikkaamatto-
mien kahdeksikkojen joukon mahtavuus on korkeintaan numeroi-
tuva.



