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1. Todennékoisyysavaruudessa (€2, F,P), olkoon Olkoon &,(w) riippumat-
tomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujen jono jolla

P(6,=2)=1—P(&, =0) =1/2

ja
X(w) = an(w)S_”, Vw €

(a) Osoita ettd Yw € © X(w) on hyvin mééritelty (eli sarjaa suppe-
nee), ja X(w) € C C [0, 1], jossa C' on Cantorin joukko.

(b) Olkoon Px(B) =P(X~'(B)) kun B € B([0,1]).
Osoita ettd Px(B) = P(B) jossa P on Cantorin jakauma ker-

tyméfunktiolla F(¢) joka méériteltiin viimeisella harjoituskerralla
tehtavéssa 5.

(c) Laske odotusarvo E(X*), k € N.

2. Olkoon P ja @ todennikéisyyksid todennékoisyysavaruudessa (€2, F),
jotka ovat ekvivalentteja, eli kun A € F Q(A) =0 <= P(A) =0, eli
P < @ ja @ < P. Silloin merkitdan P ~ Q).

Olkoon

_dP
= 0
uskottavuusosamaédra jolla pétee Eq(X) = Ep(ZX) kaikille satunnais-
muuttujille X > 0.

Osoita etta

Z(w) (w)

dQ
TEw) =1/2(w)

eli kaikille satunnaismuuttujille X > 0 Ep(X) = Eg(XZ 1)

3. Gaussisesta jakaumasta.



(a) Osoita

2 2 2 2
2%2//exp(—x Y )dxdy: (/exp(—x—>da:)
R JR 2 R 2

Vihje: Muuttujan vaihdolla z = rcos(),y = rsin(d), r > 0
6 € [0,2m).

(b) On olemassa satunnaismuuttuja G(w) jolla

P(G < 2) = ®(x) = \/LQ_W /_Oo exp(—y;)dy

G'n jakauma kutsutaan standardiseksi Gaussiseksi jakaumaksi.
Vihje Valitse todennékéisyysavaruudeksi (2 = R, F = B(R)).

(c) Miké on G(w):n jakauman tiheysfunktio ?
(d) Olkoon m € Rjac >0, ja X(w) =m+ ocG(w).
i. Laske X' jakauman kertyméfunktio P(X < x).

ii. Laske X:n jakauman tiheysfunktio.

iii. laske Radon-Nikodymin derivaatta (uskottavuusosaméadra)
dPx
ar, ™
jossa Px(B) = P(X € B) ja Ps(B) = P(G € B).
Vihje Uskottavuusosamaara toteuttaa mitanvaihdon kaavaa

/}Rh(a:)PX(dx) :/Rh(az)%(aj)Pg(dm)

kaikille Borel-mitallisille funktioille A(z) > 0.
iv. Laske my0s uskottavuusosamaéara

AP @)
dPy "

v. Laske odotusarvo

Erlex(06)) = [

exp(AG(w))P(dw) = /exp()\x)Pg(dx)
Q

R

vi. Laske my0s odotusarvo Ep(exp(AX)) jossa X(w) = m +
oG (w).



4. Olkoon G;(w) i = 1,2, P-riippumattomia Gaussisia satunnaismuuttu-
jat, jossa Gy ~ N (i, 02),i=1,2.

Olkoon W (w) = G (w)+Ge(w). Eli W:n jakauma on kahden Gaussisten

satunnaismuuttujen konvoluutio.
Osoita ettd W (w) on Gaussinen ja laske sen tiheysfunktio.
Vihje Laske jakaumien konvoluutio. Koska G; = u; + G% jossa G} ~
N(0,0?), voit olettaa ettd p; = 0.
5. Olkoon N;(w), i = 1,...,d P-riippumattomia Poisson(f;) satunnais-
muuttujia jossa 6; > 0,7 =1,...,d. Olkoon
X(w) = Ny(w) + -+ Nyg(w)
Osoita ettéd X on Poisson jakautunut parametrilla (6; + - -+ 6,,).

6. Olkoon X;(w), i@ = 1,...,n P-riippumattomia ja samoin jakatuneita
binddri satunnaismuuttujia joilla

PX;=1)=1-P(X;=0)=p, pe(0,1)
Osoita ettd Sy, (w) = X;(w)+- - -+X,,(w) on binomiaalisesti jakautunut,
eli

P(S, =k) = <k>p’“(1 -p)"* k=0,1,...,n

7. Olkoon @) toinen todennékoisyysmitta jonka suhteen X;(w), i =1,...,n
@-riippumattomia ja samoin jakatuneita bindari satunnaismuuttujia
joilla

Osoita ettd P ~ @ (eli P < @ ja Q < P ) o-algebrassa F,, =
O'(Xl,...,Xn).

Laske uskottavuusosaméaara JF, o-algebrassa joka on muotoa

Z(w) = %(w) — 2(5,)

jossa z : R — R on Borel mitallinen funktio.

8. Olkon satunnaismuuttuja X (w) > 0, ja olkoon ¢ > 0.
Osoita:

Ep(X?) = q/ t17'P(X > t)dt = Ep(X?) = q/ t7 P(X > t)dt
0 0



