HY Todenn#kéisyysteoria, kevit 2015, laskuharjoitukset 1 (21.1.2015)

1. Olkoon Q = {wy,...,w,} dérellinen joukko,

W = (wi,...,w,) € R} \ {0}, jossa Ry = [0,00), ja vihintdén yhdelle
koordinaatille 4, w; > 0 (aidosti).

Maéritelladan VB C

iy wilp(w;)
Z?:l Wy

e Osoita ettd Py on additiivinen ja Py (2) = 1.

e Karakterisoi Py -varmat tapahtumat.

e Olkoon X = (z1,...,z,) € R™
X tulkitaan sopimukseksi joka maksaa takaisin suuretta X (wy) =
x) kun wy, tapahtuu.

Laske sopimuksen X:n hinta (odotusarvo) Ep, (X) hinnoiteluto-
dennéakoisyydella P,.

2. (jatko) Olkoon Z = (21,...,%,) € R% \ {0}. Osoita hinnoittelutoden-
nakoisyyden vaihto kaava

By (X) = 2P )

Téassd (WZ) € R™ on pistettdin-tulo, eli (WZ);, = W;Z; € R, i =
1,...,n.

3. (jatko) Olkoon nyt C' C €, jolla Py (C) > 0. Maritelladn VB C (2
Py (B|C) := Pw1.(B)

jossa 1¢ on C joukon indikaattori. Osoita etté

Py(BNC)
Pw (B =
ja kuvaus

on additiivinen todennékoisyys. Py (B|C) on tapahtuman B:n ehdol-
linen todennidkoisyyys ehdolla C' tapahtumaa, Py todennékdisyyden
suhteen. Se on hyvin mééritelty pelkdstdan kun Py (C) > 0.
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4. (jatko) Oloon X : 2 — R mielivaltainen funktio, laske sen hinta (odo-
tusarvo) Ep,, (X|C) ehdollisen todennékéisyyden Py (-|C'):n suhteen.

5. Olkoon 2 = [0,1] N Q = {r rationaalinen : 0 <r <1 }.

Olkoon A kokoelma joukoista joilla on esitys aérellisené yhdistena jou-
koista (a, b NQ, [a,b]NQ ,(a,b)NQ, tai [a,b) NQ, jossa 0 < a < b < 1.

Maaritellaan VO < a < b <1
P((a,b]ﬂ(@):P([a,b]ﬁ(@):P((a,b)ﬂ@):P([a,b)ﬂQ) =b—a,

e Osoita ettd A on algebra, eli Q2 € A, jos A € A myos A® =
(Q\A) e Ajajos A,Be Amyts AUB € A.

e Laajenna P joukkofunktio darellisesti addiitiiviseksi mitaksi koko
algebralle A.

e Osoita ettéd kyseinen additiivinen mitta P ei ole o-additiivinen.

Vihje Téssa tapauksessa {2 = [0,1] N Q on numeroituva !.

6. Olkoon 2 mielivaltainen joukko, 29 merkitsee sen potenssijoukko, eli
Q:n alijoukkojen kokoelma. Maéaritelladn alijoukkojen A, B C €, sym-
metrinen erotus

AAB = (AUB)\ (ANB)={w:w € A vai w € B mutta ei molemmissa }

Niyti ettd potenssijoukko 2 on rengas operatioiden A (summa) ja
N (tulo) suhteen. Eli

Esité identiteetti jadsen A:n operaation suhteen,

Esita identiteetti N:n operaation suhteen,

osoita ettd jokaisella jasenilla on additiivinen inverssi,

osoita ettd A on assosiatiivinen ja distributiivinen ominaisuus on
volimassa.

Vihje : indikaattorille pétee

lanp =14lp, laup=14+1p—14lp
Liaap) = (1a+1p) mod 2 =14+ 15 — 2 x 141p = 141 + 1plye



7. Olkoon (92, F, P) todennékoisyysavaruus varustettuna o-algebralla F
ja todennéakoisyydella P.

Osoita: joukko funktio p; : F x F — [0, 1]
) P(AAB)

A, B)= P(AAB A, B) = ———+=P(AAB|AUB
pA.B) = PALE). jn  plA.B)i= 55 5 = PIAABIAUB)
( silloin kun P(A U B) = 0 sovitaan ettd 0/0 = 0 ), ovat etéisyyksié,
eli ovat positiivisia, symmetrisia ja toteuttavat kolmion epayhtalca
Vihje Yleisesti, jos p; : E x E — R" on etiisyys, ja z € E, seuraa
myos

2p1(2, y)
pl(xv Z) + pl(y7 Z) + pl(x7 y)

on myos etiisyys. Meiddn tapauksessa voidaan valita z = 0 (tyhja
joukko).

(Steinhaus muunnos )

paa,y) =

8. Olkoon {G, : a € I} saman joukon Q:n o-algebrien kokoelma jossa 7
on mielivaltainen indeksi-joukko.

Osoita etté leikkaus

g::ﬂga

a€el

on o-algebra.

9. Todista viitteet:

Mielivaltainen 7(vastaavasti d)-luokkien, leikkaus on m(vastaavasti d)-
luokka. Eli

d(C) = N D
d-luokat poc
on pienin C:n sisaltavé d-luokka, ja
(C) = ﬂ J
m-luokat 7oc
on pienin C:n siséltava m-luokka. Myos
o(C) = A
o-algebrat Aoc

on pienin C:n siséltavé o-algebra.
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10. Olkoon E C (RU {+o00}) kokoelma osajoukoista
(a1,b1] U (ag,bo) U+--U (an,b,], meN
jossa n € N and a;,b; € (RU {+00}), jossa
—00<a; <b<ay<b << a, <b, < +oo,
Osoita ettd £ on algebra, mutta ei ole o-algebra.

11. Olkoon {A, : n € N} saman tapahtumien joukon 2:n kasvava algebro-
jen jono, jossa A, 1 2 A,.

Osoita ettd yhdiste
A=A,
neN
on algebra.

Jos korvataan “algebrat” “o-algebroilla” tdmé vaite ei valttamatta péade,
esita vastaesimerkki.

12. Olkoon A, C Q, n € N, tapahtumien jono.

e Osoita:

lim sup 1An (w) - ]-limsupn An (w)7 jossa lim Sup An - ﬂ U Ak

n n k>n

e Osoita: liminf, A, := ey Nysi An = (limsup,, AS) jossa A° =
2\ A on tapahtuman komplementti.

e Osoita
limsup(4, U B,,) = (limsup A,,) U (limsup B,,),

liminf(A, U B,) = (liminf A,,) U (liminf B,,)

e (Osoita

(limsup A,,) N (liminf B,,) C limsup(A,, U B,,) C (limsup A,) U (limsup B,,)
Osoita jos A, T Aeli A, C Any1jall, A, = A, vai 4, | Aeli
A, 2 Apiq ja(), An = A, molemmissa tapauksessa seuraa

liminf A,, = limsup A4,



13. Olkoon 2 = {0, 1} joka koostuu binéérijonoista w = (w, : n € N) € Q.

Maaritelldén sylinteri-algebrat F,,n € N, jossa A € F,, jos ja vain jos
on olemassa A, C {0,1}" jolla

A={w: (w1,...,wy) € A, }.
Olkoon

Foo = \/]—"n:a<Ufn>,

neN neN

joka on pienin o-algebra joka sisdltda kaikki sylinteri-o-algebrat.
Olkoon

{w d lim n~ sz} =

n—oo

{w lim sup n™ sz—hm inf n~ sz}

n—00 n—oo

Osoita L € F,,, mutta L & |J

nGN

Vihje: Osoita ensin etta kaikille ¢; < ¢2 € [0,1]NQ
{w hmsupn sz (1, q2) } € Fs ja

{w hmlnfn Zwl (q1, G2 }6.7:



