HY Todenn#kéisyysteoria I, kevat 2015, laskuharjoitukset 3 (11.2.2015)

1. Todennékoisyysavaruudessa (2, F, P) olkoon U(w) satunnaismuuttuja
joka on tasaisesti jakautunut vélissd [0, 1], eli sen jakaunan kertymé-
funktio on

0 ,t<0
Fy(t) =P{w:U(w) <t}) =<t ,0<t<1
1 ,t>1

Laske odotusarvot

Ep(U"), ja Ep(exp(rU)), reR.

2. (a) Todista Chebychevin epayhtalo: jos X (w) > 0 P-melkein varmas-
t,

Vihje
0<t1(X(w)>1) < X(w)

(b) Osoita myos Chentsovin epayhtélo
P(X >1t) < ir;%{exp(—)\t)Ep (exp()\X))}

3. Olkoon satunnaismuuttuja X (w) Poisson(f) jakautunut, jossa 6 >
0 on parametri, eli

Py(X =n)= exp(—@)m neN

Osoita ettd P on todennékoisyys.
(b) Laske Ep(exp(AX)), VA > 0.
(c) Arvioi yldpuolelta Py (X > t) Chentsovin epayhtalolla.

4. Todennakéisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon S,(w) binomiaalisesti-
jakautunut parametreilla n € N ja p € (0,1), eli X(w) € {0,1,...,n}
P-melkein varmasti jossa

Pt = ({55 = 13) = (1) -pr s k=100



Newtonin bimomi kaavasta

n n -
(p+q)" = (k)p’“q” g

i
o

jossa ¢ = (1 — p), seuraa ettd Px({0,1...,n}) =1
(a) Laske momentti-generoiva funktio
gSn(G) = Ep(GXp(GSn)), 6>0

(b) Olkoon p < a < 1. Osoita suurten poikkeamien ylaraja:

piseon < (8 (F28) " =onfoaone(5) <00 (15) )

= exp{ —nK(F,|P,) }

jossa (tiedoksi vaan)

iy 5 (B () 0 -vs(15)

w=0,1

on bindari todennakoisyyden P,m suhteellinen entropia bindari
todennékosyyden P,:n suhteen, jossa P,({1}) =1 — P,({0}) = p,
€ (0,1).

Vihje: kun 6 > 0
P(S, > an) = P(exp(6S,) > exp(fan))

Kéytda Chentsovin epayhtéld ja minimoi yldaraja derivoimalla #:n suh-
teen.

5. Olkoon X € L'(Q, F, P), siis Ep(|X]) < oo . Osoita etti
Ep(|X[1(|X|>n)) L 0kunnt oo .
Vihje
0 < X (w)[1([X (w) < 0]) 1 [X(w)]
kun n 1 co.

6. Tehtava numeroituvuudestas:



(a) Osoita: tauluun=|0, 1] mahtuu ylinumeroituva mééri erillisié nolla-
merkin="0’ eli ympyrian muotoisia kdyrid, (siis ympyra-kiyrit
saavat olla my6s sisdkkéisia kun eivit koske toisiaansa).

(b) Osoita etté taulussa = [0, 1]* tai vaikka = R? avaruudessa mahtuu
korkeintaan numeroituva maaraa erillisia '8’ eli ’oo’-merkkin muo-
toisia kdyria ( siis ’8’- muotoisia kiyrat saavat olla myos sisdkkaisia
kun eivit koske toisiaansa).



