HY Johdatus Matemattiseen rahoitusteoriaan II, Harjoitus 3
Ratkaisut (4.04.2014)

1. Amerikkalaiset optiot epitaydellisessd mallissa .
Todennékéisavaruudella (2, F, P), oletamme markkinamallia jossa on
kaksi rahoitusinstrumenttia (By(w), S¢(w) : ¢ =0,1,...,T), ei negatii-
visia ja {F; }—0,1,. r-sopivia (adapted).

Voidaan olettaa ettd o-algebra Fy = {2, 0} on triviaali, siis By ja Sy

deterministisia.

Olkoon (G¢(w))i=1 2. r amerikkalainen optio, siis oikeus lunastaa ker-
ran Gy(w) valitulla hetkella t € {1,...,T}.

Olkoon Q eqvivalentti martingaali mittojen joukko numeraarilla S,
Oletamme ettéd (B, S) markinamalli ei ole tdydellinen, siis Q siséltéa
useita riskineutraalimittoja.

Merkitsemme diskontatut prosessit
Si(w) = Si(w)/Bi(w), Gi(w) = Gr(w)/Bi(w)

(a) Osoita ettd hetkelld ¢ = 0 amerikkalaisen option (G¢(w))i=1. . 7
arbitraasivapaaiden hintojen joukko C on yksikésitteinen jos ja
vain jos Uy” = Uy, ja muuten C on avoin vili (U ,Uy") , jossa
maédritelladn rekursivisesti

Uf (w) = Uz (w) = Gr(w),
Ut (w) = max{ Gi(w), Bi(w)sup Eg(U,/Biy1|F)(w) }, t=1,....,T—1
QeQ
Uy (w) = Bo sup Eq(Uy' (w)/Bi(w))
QeQ
U (w) = max{ Gi(w), Bi(w) clglelfg Eo(U /Bl Fe)(w) } t=1,...,T -1
Us (w) = Bo inf Eq(Uy (w)/Bi(w)) ¢=0

Vihje: katso ensi mita tapahtuu kun 7" = 2.

R. Hetkelld t = T' — 1 option haltija saa valita option sisiisen
arvon Fr_j(w) ja eurooppalaisen option Gp(w):m valissé.
Hetkella t = (7" — 1) eurooppalaisen osto option G (w) arbitraa-
sivaapaiden hintojen joukko on

CT—l = {EQ(GT/BTlﬂ—I)BT—l . Q ~ P on martingaali mitta }
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Tésta seuraa ettd hetkellda ¢ = T — 1 amerikkalaisen option arbit-
raasivapaaiden hintojen joukko on

Cr_q = {GTl(w) V (Br_1(w)Eq(Gr/Br|Fi-1)(w)) : @ ~ P on martingaali mitta }

Hetkella t = (T — 1) Jokaiselle w:lle amerikkalaisen option arbit-
raasivapaaiden hintojan joukko on avoin vili (Ur_,(w), U} (w))
tai yksio Up_;(w) = UF_,(w), (tdmé tapahtuu jos ja vain jos Cr_;
on yksio, tai tai

Gr-1(w) > Br-1(w)Eq(Gr/Br|Fr-1)(w)

kaikille riskineutraali mitoille ) ~ P.

Induktiivisesti, olkoon U;:,(w) € F;;1 ameriikkalaisen option ar-
bitraasivapaat ala- ja yla- hinnat hetkelld (¢t + 1), jotka tadsmaa-
vt silloin kun hinta on yksikésitteinen, siis U, (w) = U, (w) =
Ut+1 (w)

Siis hetkelld (¢ 4+ 1) amerikkalainesesta optiosta voidaan maksaa
vahintdan U, (w) mutta ei enempéd kuin U, (w) ettel kenelle-
kadn tulisi arbitraasimahdollisuuksia.

Rekursiivisesti, jos hetkella ¢ option hinta C; olisi pienempi kuin

Grlw) v (Btw inf EQ<U;1/Bt+1|ﬂ><w>)

Q~pP riskineutraali

option ostaja voisi tehdé arbitraasia, koska jos C; < G} option os-

taja saa heti riskitonta voittoa ostamalla amerikkalaisen option ja
lunastamalla optionsa saman tien, muuten C; < By(w)Eq (U, 1/ Big1|Fi)(w)
kaikille riski neutraalille mitoille Q € Q.

Koska

Bi(w) . inf EQ(U1 /B | Fr) (w)
Q~P riskineutraali

on myos suurin alisuojausstrategian hinta optiolle U, ;, on olemas-
sa alisuojaus portfolio m = (f11, V1) € Fi jolla on arvo hetkelld
t

Vi" = Bey1Be + 1415 = Cy



ja jolla
:H(W) < Utjrl(W)

P ja ) melkein kaikille w:lle

Arbitraasi strategia on seuraava: hetkelld ¢ otamme velaksi salkun
7 jolla on arvoa V™ = (Y, saamme siitd rahasumman C; kiteen jol-
la ostamme amerikkalaisen option. Siis kokonaisuudessa hetkell&
t padoman arvo on 0.

Hetkelld ¢ + 1 me myymme amerikkalaisen option pois jolla on ar-
voa vahintddn U, , ja maksamme takaisen velkamme V;7 ;. Meille
jaa kiteen ei negatiivinen summa joka on joskus my0s positiivinen.

Jos hetkelld ¢ option hinta C} on suurempi kuin

Gt<w>v(Bt<w> sup EQ<U;1/Bt+1m><w>)

Q~pP riskineutraali

silloin option myyja voi tehdé arbitraasia, koska jos option haltija
lunastaa heti optionsa, myyjé voittaa heti (C;—G;) > 0, jos option
haltija ei lunasta heti optionsa, hetkelld (¢ 4+ 1) option hinta tule
olemaan korkeintaan U, (w), ja koska

By(w) sup EQ(UtJ—ri-l/Bt+1‘ft)(w)

Q~pP riskineutraali

on pienin ylisuojavan strategian arvo, silld summalla pystyy suo-
jamaan option U}, (w) ja tdmé on hetkelld (¢ + 1) yldraja ame-
rikkalaisen option hinnalle. Siis option myyja ei hévida koskaan ja
joskus saa postiivista voittoa.

Osoita etté

Uy = By sup sup Eg(G,), U, = sup inf Eg(G,)
T€To QEQ TeTo F€C

jossa Ty on pysdhdyshetkien joukko, ét := G/ B; on diskontattu
amerikkalaisen option sisdinen arvo.

R Induktivisesti, osoitamme etta

Ut .= Ut /B, = sup sup Eg(G.|F), U~ :=U; /B, =sup Helfg Eqo(G-|F)

TE€T QEQ TET:

jossa T; = {7 pysahdyshetki , 7" > 7 > t}.
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Kunt = (T'—1), méérittelemme pysdhdyshetki 7*(T'—1,w) € Tr_4
seuraavasti:

(T —1,w) = (T — 1) kun Gy_y > supg Eq(Gr|Fr-1),

muuten 7*(T — 1,w) =T.

Siis méaritelméasta seuraa ettd 7°(7T" — 1, w) on optimaalinen jolla

UJJ“F 1 — Sup SHPEQ(G | Fr-1) 7supEQ(GT*(T—1)|FT71)
T€Tr_1 @

Vastavaasti méarittelemme 7,(T — 1,w) € Tr_1,
jossa 7.(T' — 1,w) := (T'— 1) kun Gr_y > infy Eq(Gr|Fr-1),
muuten 7, (7 — 1,w) =T.

Seuraa ettd 7, on optimaalinen

Ur_y = sup inf Eg(G;|Fr-1) = inf Eq(G-, (r—1)| Fr-1) = mf sup EQ(G |Fr_1)
T€Tr_1 Q @ reTra

Osoitamme ettd myos viimeinen yhtalo on voimassa.

Kiinitdmme ensi ) ~ P, ja méaarittelemme 7,(Q) := (T — 1) kun

Gr_1 > Eq(Gr|Fr-1),

muuten 7,(w) = T'. Seuraa etté 7.(Q) on optimaalinen:

Eo(Gru@lFro1) = sup Eo(Gr|Fro

TETT_1
Nyt huomaamme etté

IIlf sup EQ(G ‘fT 1 —lIleQ( T ( Q)|fT 1) ingQ(éT*(T_1)|fT_1)

TETT 1

Induktiivisesti oletetaan ettd T' > t > 0, ja olemme maaéritelleet
To(t + Lw), 7"(t + 1,w) € Ti41 jotka ovat optimaalisia hetkelld
(t+1), siis

Ut+1 = Ssup sup EQ(ér|ft+1) = SUP EQ(ér*(t+1)|]:t+1)
TETt+1 QEQ

rq = sup inf EQ(G |Fie1) = 1nf EQ(GT*(t+1)|E+1)

TET 41 QeQ

Madérittelemme pysdhdyshetki 7*(¢, w) € T; seuraavasti:
T*(t,w) =t kun G; > supg Eg( t+1|‘7:t)
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muuten 7*(¢t,w) = 7(t + 1, w).
Madrittelemme myos pysédhdyshetki 7, (¢, w) € T; seuraavasti:
* (t,w) =t kun Gy > infg Eg( t+1|]—})
muuten To(t,w) = 7 (t + 1, w).
Induktion hypoteesin avulla seuraa etta
Ut := sup sup EQ(G |Fy) = Sup Eq(G T*(t)|]-"t)
TET QEQ
U7 = sup inf Eg(G,|F,) = 1nf EQ( | F)

reT, QEQ

Osoita etta

Tonin (W) = inf{l <t<T: Gy> Bw) élelfg EQ(UtH/BtH]E)(w)}
ja

Tmax (W) = inf{l <t<T: G > B(w) glég EQ(Utfrl/BtH]E)(w)}
ovat pysdhdyshetkia jolla Tuin < Tiax P-melkein varmasti.

Tmin J& Tmax Ovat pysahdyshetkia, koska esimerkiksi,

(o) <1 = U {6160 = it a0l 7))} € 7

1<s<t

Tmin < Tmax S€Uraa suoraan siitd etta Ut 12U

Osoita ettd option ostajan ei kannata lunastaa optionsa ennen
hetked Tyin(w) eikd hetken 7q,(w) jéilkeen.

R Option ostajan ei kannata lunastaa optionsa hetkelld ¢ kun
t < Tmin(w) koska silloin

€ inf Fo (U — inf Fo(G
Gilw) < o Eq(UpnlFo)(w) = sup tuf, Eo(Gr|.F1)
oikealla puolella on amerikkalaisen option alahinta.

Vastaavasti hetkelld ¢ option ostajan ei kannata endé odottaa kun
t = Tynaz(w), ensimmaéinen hetki jolla

Gilw) > sup EQ(Uj,|F)(w) = sup sup Eq(G,|F)
QeQ TETi+1 QEQ

jossa oikealla puolella on amerikkalaisen option ylahinta.

Kirjallisuus: Tété problematiikkaa késitellidn muun muassa lu-
vussa 6.3 Follmerin ja Shiedin Stochastic Finance kirjassa.
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2. Olkoon Black ja Scholes jaktuvaaikaisessa markkinamallissa instrumen-
teilla (B, S; : 7 € RY), By = exp(rt) jossa r > 0 on deterministinen
korko, ja

1
Sy =Sy eXp(aWT + (r — 502)T)

jossa (W; : t € [0,7]) on Brownin liikke todennékéisyysavaruudessa
(Q,F,P).

Differentiaalimuodossa
t t
dS; = Si(cdWy + rdt), eli Sy = Sp + / S,odW,, + / S,rdu
0 0

t
dBt = Btrdt, Bt == B() + / BquU
0

t
jossa [ S,o0dW, on Iton integraali.
0

(a) Osoita ettd P on riskineutraali numerdérin B;:n suhteen, eli S, =
S;/B; on (P,F)-martingaali filtraatiossa F = { F}V}, jossa F}V =
o(Ws:0<s<t).

(b) Laske hinta europpalaiselle osto optiolle X (w) = (Sr — K)™* bino-
mipuumalli approximatiolla, jossa kun £ =1, N,

Byr/n = Bge—iyryn (1 + 7T/N)
Swr/n = Sge—1yryn (L + rT/N + &o+/T/N)

ja satunnaismuuttujat & ovat P-riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita, jolla

P& =1)=1—-P(&=—-1)=1/2.

R Binomi mallin approksimaatiosta saatiin kaava option hinnalle

o(X) = Eq(f(S7)) exp(—rT)

jossa f(Sr) = (Sr — K)*

1
dS; = Sy(rdt + cW,;), which means S; = Sjexp (O’WT + (r — QUZ)T)



ja (W;) on Brownin liikke mitan @:n suhteen joka on raja riski
neutraalimitoista @,,. Seuraa etté

EqQ((Sr — K)) exp(—rT) =

exp(—rT) /—OO{SO exp(yoVT + (r — %(72)T) — K}Jrexp(—%)j—g_ﬂ
= exp(—rT) 7{5 exp(yaﬁ + (r— 1<72)T) - K} exp(—y—Q)ﬂ

J 2 27\ on

jossa
d- = a\l/T (log(K/So) + gUQ —rT),
= Spexp(—o?T/2) /00 exp(—y—2 + yaﬁ)ﬂ — Kexp(—rT)(1 —®(d"))
_ 2 Vor

=5 /d exp(— ly = ;ﬁ) )\ZJ_W — Kexp(—rT)®(—d")

= So(1 = ®(d~ — oVT)) — K exp(—rT)®(—d")
= So®(oVT — d~) — K exp(—rT)®(—d")

1 T,
g\/T(IOg(K/SO)+§U —rT)) +

—Kexp(—rT)® (_g\l/T (log(K/So) + gUQ _ rT))

B log(So/K)  ovT 1

—SOCD< T + 5 +0\/T)
log(So/K)  oVT

U\/T — 7 —i—raﬁ)

ja ®(z) = PW; <z) =1—®(—z) = 1—-P(W; > —x) on
standardi-gaussisen satunnaismuuttujan W; kertyméafunktio. Kos-
ka jakauma on symmetrinen 0:n ympérille, seuraa ettd ®(x) =
1—®(—x).

:S()(I)<O' T —

—K exp(—rT)qD(



