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Tehtévissd (W : ¢t € [0, T]) Brownin liike, eli Wy(w) = 0, lisdykset ovat P-
riippumattomia ja stationaatisia joilla kun 0 < s < t (W, —W,) ~ N (0,t—s),
ja P-melkein varmasti polut ¢ — W;(w) ovat jatkuvia, joilla on olemassa
kvadrattinen variaatio [W, W], = ¢.

1. Olkoon x4, y; jatkuvat funktiot joilla on olemassa kvadraattiset kovari-
aatiot, [z,z]; [y, y]; ja ristivariaatio [z, y];.

Kéyta Iton kaavaa funktiolle f(z,y) = zy osoittamaan osittaisintegroin-
nin kaavaa

t t
Ty = ToYo +/ Tsdys +/ Ysdas + [,y
0 0

Olkoon t — z; > 0 jatkuva funktio jolla on kvadrattinen variaatio
[w7$]t-

Laske integraali esitys funktiolle y, = f(x;) = 33% Laske myos kvadrat-
tinen variaatio [y, y|; ja ristivariaatio [x,yl;. Vihje: kiiyta Iton kaavaa.

R. Iton kaavasta

0 0

d(X:Y:) = df (X, Y3) = a_yf(Xt’ Y;)dY; + %f(Xt,Y;f)dXt

1 o2
+ §a—y2f(Xt,3@)d[Y]t

1 92
+ §@f(xt,yt)d[X]t

2

+ 8sc'8yf<Xt’ YA X, Y] = Yid X, + XdY; + d[ X, Y],

eli
¢ ¢
XY, = XY +/ Y.dX, +/ XdYs + [ X, Y]
0 0

jossa integraalit ovat Ito integraaleja tai poluttaisia riippuen integraalin
tulkinnasta.

2. Olkoon S; = Spexp (O’Wt + (u— %2)75) ja By = Byexp(rt). Laske inte-

graali esitys diskontatulle osakkeelle S; = S;/B;.
R. Olkoon By = 1.

dS, = S,odW, + Syudt



S, 1 d
a2t = —d S
5 = 05+ S 5

ja
t t
Si/ By = Sy + / exp(—ru)odW, + [ Syexp(—ru)(p —r)du
0 0

Laske mys kvadrattiset variaatiot ja ristivariaatiot [S, S, [S, Sy, [Ze, Zi),
[ZtSt] ja [ZtSt]

jossa Z; = exp( oW, — —t) ja ="

R. Kun sekii Ito integraalit [, f(s)dX(s) ja [y g(s)dY(s) ettd ristiva-
riaatio [X,Y]; ovat olemassa, Ito integraalien vélinen ristivariaatio on

[ sax. [ awav] = [ oy,

(Kunita Watanabe yhtalo ).

Muistetaan myos ettd kvadrattinen variaatio on symmetrinen bilinee-
rinen [X,Y + 4] = [Y + A, X] = [V, X] + [A4, X], ja jos t — A; on
rajoitetusti heilahteleva seuraa ettd [A, A]; = [A, X]; = 0. Koska

dZt == —Zteth

ja Browinin likkeelle [W]; = t,

¢ ¢ t
[S, 5], = / S20%du, [Z,7), = / Z20%du, [S, S), = / S2o2du,
0 0 0

t
S, 7], / SuZuubudu, S, 2], = — / §uZuoraBudlu,
0

Olkoon @), jolla Wt = W+ 0t on ) Brownin liike. Girsanovin lauseesta
seuraa etta

dQ

Z p—
LT AP,

= exp(—0W; — %8275)

joka toteuttaa dZ, = —Z,0dW,, Zy = 1. Osoita etta

[

1
th Zt = exp(é’Wt 9 )



joka toteuttaa d(z%) = Z%@dwt, Zio =1

R. koska Ep(X) = EP(§Z) = Eo(XZ™') jossa Z = %, seuraa

__ dP

mitan vaihtokaavasta ettd Z—! = 1o

7zt = exp(@Wt + %9275) = exp(@Wt + 0%t — %9275) = exp(@ﬁé — %9215)

joka on stokastinen eksponentiaali, eli lineaarisen stokastisen differen-
tiaaliyhtalon ratkaisu.

Huomataan etta Z; ' on @-martingaali koska Wt = W, + 0t on Q-
Brownin liike.

. Black ja Sholesin mallissa S; = Spexp(cW; + ut), B, = Bgexp(rt),
laske hinta ja suojausstrategia aasialaiselle optiolle

A
F(w):T/O Sudu

Vihje Option suojaustrategian diskontattu arvo on martingaali riski-
neutraali mitan @):n suhteen toteuttaa véilissa 0 <t < T
—rT

)
e t T
0 t

jossa A, = fg Sydu on derivoituva ajan suhteen, ja ®(¢,a,x) on siled
funktio. Laske ®(t,a,x) ja kiytd [ton kaava integraali esityksen laske-
miseen,

V—E—E(f\}")—e_TTE /TSdu
IRV AV

. Laske Black ja Scholesin osittaisdifferentiaali yhtalo edellisen tehtavéin
funktiolle ®(t, a, x)

R. 4-5 Riski-neutraali mitan suhteen,

St = Spexp (O‘(WT — W) + (r— J?)(T — t))
Eq(St|Fi) = SiEq(St/Si|Ft) =

2

Sy exp((r — %)(T — t)) Eq (U(WT — Wt)) = Syexp(r(T —1t))



ja

v = exp(—r;T —1)) (At + St/t exp(r(T — u))du)
= exp(—ZST— t))At _'_%/t esp(—r(u — )du
_exp(=r(T—=1t) ,  (L—exp(=r(T =1)))S; _
— T Ay + T =®(t, T, Ay, Sy)
jossa
F(t,T,a,z) = exp(=r(T' = 1) . (L=exp(=r(T = 1)

T rT
Tésta seuraa ettéd suojavan salkun alkupadoma on option hinta hetkelld
t =0, jolloin Ay =0
1 —exp(—rT))Sy
rT

c(F) = ®(0,T,0,5,) = (

ja Iton kaavasta seuraa

0 0
dV, = a@(t, T, Ay, Sp)dt + %(I)(t,T, Ay, Sp)d A,
+ 18_2q>(t T, As, S;)d[S]; + icI)(t T, Ay, Sp)dS
202 T T gy

Itserahoittava suojaussalkun arvo on V; = v,.S; + n, B, jossa

A
= Vi —%S)/B: = eXP(—TT)?t,
_ 9 (I —exp(=r(T -1)))
'yt - ax(p(t?Ta At7 St) - TT

Téstéd seuraa myos Black ja Scholesin osittaisdifferentiaali yhtalo
dVy — vdS; = ndBy = (V; — 4Sy)rdt =

(@(t7 T, At7 St) - %@(t, ,_T7 At7 St)St rdt =

0 0 1 92
a@(t, T, At7 St)dt + %(D(t, T7 Ata St)Stdt + 5@@(25, T, Ata St)StQO'th

eli

O(t,T,a,x)r =

0 0 0 1 0
—&(t,T,a,z)er + —0(t,T,a,2) + —®(t,T,a,2)x + ===P(t, T, a, x)x*0?
e Jor G2 )+ 52 Jrt 5 g Jv’o
Huomataan etté option hinta ja suojas-strategia riippuvat parametrista

r ja o, mutta ei riipu ollenkaan drifti-parametrista f.



