HY Johdatus Matemattiseen rahoitusteoriaan II, Harjoitus 1
(21.03.2014)
Tarkastellaan binomimalli jossa Sy = By =1, B; = (1 + r)' By, ja

¢

Si(w) = S H(l + Rs(w)), jossa referenssi mitan P:n suhteen
s=1

P(Ri(w) = ulFia)(w) = P(Ri(w) = u) =

—1 < d < r < u ovat deterministisia, t = 0,1,...,7.

Kun valitaan riskiton instrumentti B; numerédariksi, ja merkitdan os-
kakkeen diskontattu arvoprosessi S;(w) = Sy(w)/B,, riskineutraali toden-
néikoisyyden ():n suhteen jolla S, on F-martingaali, jossa F = (F), F; =
O'(Rl,...,Rt).

R;(w) ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita joilla

QR =u|Fi1)(w) =1—P(Ri(w) =d|Fi1) = Q(Rr=u) =1 - Q(R; = d)

t
Olkoon X; = > (1(Rs = u)2 — 1) satunnaiskulku, eli referenssi todenné-
s=1
kéisyyden suhteen

P(AX,=1)=P(R,=u)=1—-P(AX,=-1)=1—P(R, =d) =1/2
ja
X = max X;
1<s<t

satunnaiskulun joukseva maksimi.

Oletamme jatkossa etté

1 —(14+d)" -
(1+wu)=(1+4d) — d T
(1+u)r—u
= a= 5
u

Silloin voidaan esittids

St == S()(l + U)Xt

1




ja siksi

Sf = max S, = Sp(1 + u)™ (0.1)

1<s<t
(Huomataan etté ilman oletusta (1 +d) = (1 +u)~' (0.1)) ei pade !

1. Laske

referenssi todennékoisyyden P:n suhteen.

2. Osoita satunnaiskulun hejastusperiaate

PX; >k X,=k—-1)=P(X,=k+1)
PX;=kX,=k—0)=PX;>kX,=k—1)—P(X;>(k+1),X,=k—1)

referenssi todennékoisyyden P:n suhteen.

Vihje Kuvassa |l] esintyvét polku X; ja sen hejastus X] joka on hejas-
tettu tasolle k£ = 3 seuraavalla tavalla:

kun 7(w) = min{¢ : X,(w) > k}
X{(w) = Xi(w) jos t < T(w),
X/ (w) = Xi(w) — 2(Xt(w) — Xr () (T(w)))

Jokaisen X; polun joka kulkee k£ tason ylapuolella ja padtyy k tason
alapuolelle, vastaa yksikésitteinen hejastettu polku X, joka pédtyy k
tason ylapuolella.

P todennékéisyys on symmetrinen, kaikki polut ovat yhtéa todennakéi-

sia.

3. Osoita etté uskottavuusosamaéaériprosessi riskineutraali ja referenssi to-
dennékoisyyden vélissé on

) = o) =

p
t+ X,
jossa ¥y = =t = S 1(Ry = 1)

riskineutraali.
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Kuva 1: Satunnaispolku ja sen hejastus, hejastettu tasolle k = 3.



4. Laske polkuriippuvaisten optioiden ja suojausstrategiat (B, S;) marr-
kinamallissa

(a) F(w) = f(Sr,57) = (57 — Sr).
(b) F(w) = f(S7,S%) = (St —k)T1(S; > ¢) jossa 0 < k < c.
(¢) F(w) = f(57,57) = (57— k)"1(5F < ¢)

Vihje Kayta hinnoittelu kaava:

F F f(Sr, S%)
F)=ByFEg| — | = BoEp| Zr— | = BoE Sp)——= | =
C( ) 0 Q(BT) 0 P( TBO) 0 P(ZT( T) B,
jossa P on symmettrisen satunnaiskulun jakauma ja
dQr
Lp = —— = zp(8
T dP; ZT( T)
on uskottavuusosamééra mitanvaihto kaavassa.
Suojausstrategian laskemiseen kiyté kaava
1 ~ & Eo(VF|F)
—F(w) = Eo(F)+ Y =L —*_"*UAGS,
Bo s=1 EQ(VSSSU:S—l)
= Flw) & Si(w)
F = =
(CU) BT ’ St (w) Bt )

ja esita ehdolliset odotusarvot riskineutraalitodennédkéisyyden suhteen
abstrakti Bayesin kaavan avulla, jossa ehdolliset odotusarvot lasketaan
referenssimitan P:n suhteen.



