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Inledning

Logik ar laran om hérledning. Med hjéalp av logiken kan vi siga nér ett resonemang &r
korrekt och nér det inte ar det. For att kunna studera resonemang pa ett matematiskt
exakt vis, maste vi definiera vad vi menar med resonemang och pastaenden. De matema-
tiska begrepp vi definierar kan naturligtvis inte fanga alla delar och nyanser av manskligt
tdnkande, men for matematiska bevis ar de vél lampade.

P& den hér kursen studerar vi satslogik och predikatlogik. Satslogiken &r egentligen ett
fragment av predikatlogiken. Den befattar sig med enkla pastaendesatser som

Det regnar och vi kor bil.
Ifall jag glommer paraplyet blir jag vat.

Predikatlogiken eller forsta ordningens logik har en storre uttrycksformaga. Med den
kan vi undersdka hérledningar av formen

Alla ménniskor ar dédliga.
Sokrates ar en manniska.

Sokrates ar dodlig.
eller formellt uttryckt

Va(P(z) = Q(x))
P(a)

Q(a)

Predikatlogiken ar den logik vi behover for att studera matematiska bevis. Av peda-
gogiska skil borjar vi d&nda med satslogiken som ger oss en bild av de metoder vi skall
anvanda men undviker manga av predikatlogikens svarigheter.

Tva centrala begrepp inom logiken ar syntax och semantik. Med syntax avser vi regler-
na for det formella sprak vi anvénder. Vilka tecken &r tillatna i formlerna? Vilken form far
formlerna ha? Semantiken befattar sig med formlernas tolkning. Semantiken inom predikat-
logiken avser de modeller vi betraktar. Inom satslogiken innebér semantiken sanningsvardet
i pastaendena.

Det hér materialet bestar av tva delar. Den forsta behandlar satslogik, den andra
predikatlogik. Vi foljer i stort uppléggningen och innehallet i Jouko Vaanéanens kursmaterial
“Logik One” [3]. Andra inspirationskéllor har utgjorts av [1] och [2].




1 Satslogik

1.1 Formler

Satslogiken studerar ord som inte, och, eller och om ...sd. Den studerar hur strukturen
av pastaenden paverkar deras sanningshalt och beroendeférhallanden oberoende av sak-
innehallet i pastdendena. Satslogiken behandlar endast péstaendesatser dvs. satser som
uttrycker ett sakforhéallande. Fragesatser, imperativa satser och andra sprakliga satser som
inte ar konstaterande faller utanfor satslogikens ramar.

De minsta bestandsdelarna i satslogiken &r enkla eller atomdra satser. De bestar av
enskilda pastaenden som inte kan spjalkas upp i mindre helheter med hjalp av ord som
“inte”, “och” och “eller”. Exempel pa atoméra satser ar:

Det regnar.
Bilen &r bla.

Sammansatta satser byggs upp med hjilp av konnektiv. Pa den hér kursen anvinder
vi konnektiven inte, och, eller, om...sd och om och endast om. Vi kommer senare dels att
se att det finns fler tdnkbara konnektiv, dels att forsta varfor vi inte behover granska dem
skilt. Exempel pa sammansatta satser ar:

Jag tar bilen endast om det regnar.
Vi stddar och ni diskar.

Eftersom vi ar intresserade av satsernas struktur och sanningshalt, men inte sjilva
sakinnehallet, abstraherar vi bort den hér “onddiga” informationen och ersétter de atoméra
satserna med satssymboler

bo,P1,- - -

Vi introducerar ocksé symboler for konnektiven:

Symbol Tolkning Namn

- inte negation

A och konjunktion
\% eller disjunktion
— om ...S8a ... implikation
om och endast om ekvivalens

Pa sa sétt kan vi skriva om givna satser pa ett satt som understryker deras struktur.
Vi kan t.ex. definiera

po Det regnar.
p1 Jag glomde paraplyet.
p2  Jag blir vat.

Nu kan satsen Om det regnar och jag glomde paraplyet sa blir jag vat. skrivas (poAp1) —
p2. Den nagot pessimistiska satsen Om jag glomde paraplyet si regnar det. blir p;1 — po.

For att kunna bevisa nagot generellt om alla satslogiska formler behéver vi en formell
definition f6r vad en formel &r. Fn saddan hér definition gor satslogiken till ett formellt sprdk,
dvs. ett systematiserat sprak med explicita regler for hur sprakets symboler far kombineras.

Definition 1. En satslogisk formel ar en andlig f6ljd (teckenstréng) bestaende av sats-
symboler pg, p1, p2,. .., konnektiv =, A, V, —, > och parenteser '(’, ’)’, konstruerad enligt
foljande:



1. Varje satssymbol pg, p1, p2,... ar en satslogisk formel.
2. Om A &r en satslogisk formel s dr —A en satslogisk formel.

3. Om A och B ér formler, sa ar (AA B), (AV B), (A — B) och (A < B) satslogiska

formler.
4. Endast teckenstrangar bildade enligt 1-3 ovan &r satslogiska formler.

Det hér &r ett exempel pa en induktiv definition. Istéllet for att explicit sdga hur en
formel ser ut (vilket skulle vara oméjligt) beskriver definitionen hur formler stegvis byggs
upp fran enklare formler genom upprepade tillampningar av en regel. Man kan bevisa
att definitionen ovan entydigt definierar den minsta méngd formler som innehaller alla
satssymboler och &r sluten under de operationer reglerna 2—-3 ovan beskriver.

Anmdrkning 2. For enkelhets skull utelamnar vi ofta parenteser dir tolkningen ar otvety-
dig. Sa skriver vi t.ex. A A B istéllet for (A A B). Déremot &ar tolkningen av A — B — C
inte unik s& hér maste vi specificera om vi menar (A — B) — C eller A — (B — C). Nar
vi studerar sanningsvirden skall vi se att formler som A A B A C' ar entydiga trots att de
kan tolkas som bade (A A B) A C och AN (B A C). Orsaken ér att formlerna i fraga &r
ekvivalenta, dvs. har samma betydelse.

D4 vi undersoker en satslogisk formel ar strukturen det viktiga. Hur ar den uppbyggd?
I vilken ordning har delarna pusslats ihop? Behéndiga begrepp i de hér betraktelserna ar
huvudkonnektiv och delformler.

Definition 3. En satslogisk formels huvudkonnektiv ar det konnektiv som har tillampats
sist enligt 2—-3 i Definition 1 i den stegvisa konstruktionen av formeln.

T.ex. i formeln (mA A (B — —C)) ar huvudkonnektivet en konjunktion.

Definition 4. Om A dr en satssymbol s& d&r A den enda delformeln till A.
Delformlerna till =A dr —A samt delformlerna till A.

Delformlerna till A A B d&r A A B samt delformlerna till A och B.
Delformlerna till AV B ar AV B samt delformlerna till A och B.
Delformlerna till A — B d&r A — B samt delformlerna till A och B.
Delformlerna till A <+ B ar A <> B samt delformlerna till A och B.

T.ex. har formeln ((pg — p1) <> —p2) delformlerna ((py — p1) <> —p2), (po — p1), —P2,

Po, p1 och po.
De direkta delformlerna ar de delformler som huvudkonnektivet sammanbinder. Det

har innebar att bara sammansatta formler kan ha direkta delformler.

Definition 5. Den direkta delformeln till =A &r A.
De direkta delformlerna till AANB, AV B, A— B och A+ B ar A och B.

Lemma 6 (Induktionsprincipen for satslogiska formler). Anta att P dr mangden av satslo-
giska formler och Q dr en delmdngd av P som uppfyller foljande villkor:

1. wvarje satssymbol p,, tillhéor Q,
2. om A tillhor Q sdé tillhor = A ocksd @,
3. om A och B tillhér Q sa tillhor (AN B), (AV B), (A — B), och (A« B) ocksi Q.



Da dr Q = P.

Bevis. Vi reducerar principen till vanlig induktion (6ver de naturliga talen) genom att
betrakta antalet konnektiv i formlerna. S& vi introducerar en hjalpfunktion

kon: P — N, kon(A) = antalet konnektiv i A.

Eftersom en formel &ar en teckenstring &r kon véldefinierad (dvs. antalet konnektiv i en
formel &r entydigt). Vi dr nu intresserade av egenskapen

E(n): Om A &r en satslogisk formel och kon(A) = n sa tillhor A méngden Q).

Vi visar att E(n) ar sann for alla n € N.

Bassteg: n = 0: Om A € P och kon(A) = 0 sa ar A en satssymbol och tillhor @ pa basen
av (1) ovan.

Induktionssteg: Vi antar att n > 0 och E(k) ar sant for alla k < n (induktionshypotes)
och visar att E(n + 1) ar sant. S& lat A vara en satslogisk formel s& att kon(A4) = n + 1.
Fran Definition 1 kan vi se alternativen for vad A kan vara. Eftersom k+1 > 0, kan A inte
vara en satssymbol, s& foljande alternativ aterstar:

e A = —B. Eftersom — r ett konnektiv ar kon(A) = 1+kon(B). Saledes ar kon(B) = n
och enligt induktionshypotesen har vi B € ). Enligt (2) ovan maste da ocksa A € Q.

e A= (BANC),A=(BVv(C),A= (B — C)eller A= (B < C). Da har vi
kon(A) = kon(B) + 1 + kon(C) sa bade kon(B) < n och kon(C) < n. Saledes ger
induktionshypotesen B € @ och C € Q, vilket enligt (3) ovan ger A € Q.

Slutsats: F(n) haller for alla n € N och saledes har vi P C Q. O

Reduktionen till klassisk induktion kunde ha gjorts pa flera olika sétt. Vi kunde t.ex.
ha anvéint hjédlpfunktionen # A = antalet symboler i A. Da hade bassteget borjat vid n = 1
men i 6vrigt hade beviset sett i stort sett likadant ut.

Bevis som anviander induktionsprincipen ovan kallas ofta strukturell induktion. Nedan
ett klassiskt exempel:

Exempel 7. Visa att varje satslogisk formel innehaller lika manga hoger- som vénsterpa-
renteser.

Bevis. Definiera H P(A)=antalet hogerparenteser i A och V P(A)=antalet vansterparente-
seri A. Vi visar med strukturell induktion att V P(A) = HP(A) {or alla satslogiska formler
A.

Bassteg: A dr en satssymbol. Da &r VP(A) =0= HP(A).

Induktionssteg: Steget bestar av foljande fall:

e A = =B och (induktionshypotes:) VP(B) = HP(B). Da ar VP(A) = VP(B) =
HP(B) = HP(A).

e A= (BANC),A=(BV(C),A=(B— C)eller A= (B <> C) och (induktionshypotes:)
VP(B) = HP(B) och VP(C) = HP(C). D iir VP(A) = 1 + VP(B) + VP(C) =
1+ HP(B)+ HP(C) = HP(A).

O



1.2

Sanningsvirden och sanningsvardetabeller

Som tidigare konstaterats undersoker satslogiken pastaenden som &r antingen sanna eller
falska. Det hér dr ocksa den enda information satslogiken ser i atoméra pastaenden. Darfor
dr det naturligt att satslogikens semantik, dvs. betydelsen i formlerna, bestams av de
sanningsviarden satssymbolerna har.

Definition 8. En virdering &r en funktion v : {p, | n € N} — {0,1}.

En viirdering ger alltsa varje satssymbol ett sanningsvarde: 1 (sann) eller 0 (falsk). Med
sanningsvirdena for satssymbolerna bestdmda kan vi induktivt definiera sanningsvéirdena
for godtyckliga satslogiska formler.

Definition 9. Lat A vara en satslogisk formel och v en virdering. Sanningsvérdet for A,
v(A), bestams enligt foljande:

1.

2.

Om A &r p,, dr v(A) redan definierat.

Om A &r —B och v(B) ar definierat dr v(A) = 1 om och endast om v(B) = 0.

. Om A ér (B AC) och v(B) och v(C) ér definierade ar v(A) = 1 om och endast om

bade v(B) =1 och v(C) = 1.

. Om A ar (BV C) och v(B) och v(C) ar definierade &r v(A) = 1 om och endast om

atminstone det ena av virdena v(B) och v(C) ar 1.

. Om A ér (B — C) och v(B) och v(C) &r definierade ar v(A) = 1 om och endast om

atminstone det ena av villkoren v(B) = 0 eller v(C') = 1 uppfylls.

. Om A ér (B <> C) och v(B) och v(C) ar definierade dr v(A) = 1 om och endast om

v(B) =v(C).

Ett enkelt sétt att askadliggora definitionen ovan ar genom sanningsvdrdetabeller (eller
sanningstabeller). Tabell 1 visar sanningsvardetabellerna for konnektiven.

Al -A

1 0

0 1

A B|AAB A B| AVB
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
A B|A—B A B| A+ B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Tabell 1: Sanningsviardetabeller for konnektiven



Negationenes, konjunktionens och ekvivalensens sanningsviarden ar mycket naturliga.
De mindre sjéalvklara fallen &r disjunktion och implikation.
For disjunktionen maste vi valja mellan tva mojligheter. Satserna

Utfarden inhiberas om det regnar eller ar for kallt.
I priset ingar en bulle eller en bakelse.

visar tva mojliga anvindningar av “eller”. I den forsta satsen &r det knappast ténkt att
utfarden blir av om det bade regnar och ar kallt. Har &r “eller” inklusivt eller inkluderande
dvs. det inbegriper fallen

Det regnar.
Det ar for kallt.
Det regnar och det &r for kallt.

Den andra satsen &r ett exempel pa uteslutande “eller”: i priset ingar en bulle eller en
bakelse men inte bada. I logiken anvands V for inklusivt “eller”.

Implikationen A — B skulle vi intuitivt vilja definiera som “ A leder till B”. Eftersom se-
mantiken bara ser till sanningsvérdena pa A och B kan vi emellertid inte fanga s& komplexa
begrepp. Hur skall vi da definiera sanningsvardet for A — B? Idén bakom definitionen ar
att vi fangar pastaendet “om A dr sann si &r B sann”. Det hér forklarar sanningsdefini-
tionen i de fall A &r sann. Det knepiga &r hur vi skall tolka definitionen da A &r falsk.
Enligt definitionen &r A — B da alltid sann. Ett sétt att forsta definitionen &r att se pa
ett exempel:

A: n ar delbart med 4.
B: n &r jamt.

I det hér fallet leder A faktiskt till B sa da ar det naturligt att kridva att A — B &r sann
oberoende av vad n &ar. Valen n = 2 och n = 3 ger oss da de rader i sanningsvirdetabellen
déar A &r falsk.

Sanningsvirdetabeller dr inte enbart behéndiga for att visualisera konnektivens seman-
tik. De ger oss ocksa ett behandigt satt att undersoka sanningsviardena for en formel under
alla maojliga varderingar. 1 kolumnerna langst till vinster raknar vi upp alla satssymboler
som forekommer i formeln. Héger om dem skriver vi ut formeln sa att varje satssymbol
och konnektiv bildar en egen kolumn. Raderna i tabellen motsvarar alla méjliga sannings-
vardeskombinationer satssymbolerna kan fa. Da vi fyller i tabellen borjar vi med att sys-
tematiskt lista de héir kombinationerna under satssymbolerna till vinster. Sedan fyller vi
stegvis i tabellens hogra del enligt foljande:

1. Skriv ut sanningsvirdena for satssymbolerna (kopiera dem fran kolumnerna till vins-
ter pa samma rad).

2. Granska delformlerna i formeln. Da vi bestdmt sanningsviardena for de direkta del-
formlerna till en formel kan vi bestdmma formelns sanningsvérde och skriva in det i
kolumnen under huvudkonnektivet.

3. Upprepa steg 2 tills hela tabellen ar ifylld.

Ezempel 10. Vi konstruerar en sanningsvirdetabell for formeln (=(pg Ap1) <> (—poV —p1)).
De satssymboler som forekommer i formeln &r pg och p;. S& vi borjar med att rita upp
kolumnerna och fylla i sanningsviardena for satssymbolerna.



po Pl (0 (o A p) & (= po Vo p1))
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0

Sedan undersoker vi vilka delformler som har sanningsvardena for de direkta delform-
lerna definierade. De &r konjunktionen och negationerna till héger. Vi fyller i deras san-

ningsvarden:
po p1| (= (po A p1) & (= p vV - p))
1 1 1 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0
Nu kan vi fylla i negationen till vinster och disjunktionen:
po 1| (= (po A p1) < (= p V = p))
1 1 0 1 1 1 0 1 0 O 1
1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0O 1 1 0
Sist fyller vi i ekvivalensen:
po p1| (= o A p) & (= p V =2 p1))
1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 O 1
1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 1 0O 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0O 1 1 0

Vi mérker att formeln (—(po A p1) <> (=po V —p1)) har sanningsvirdet 1 oberoende av
virdering. En sddan formel kallas tautologi (fran grekiskans “tauto”, samma och “logos”,
ord/idé). I vardagssprak anvinds termen tautologi om uttryck som inte innehéaller nagon
ny information eftersom de alltid &r sanna, t.ex. “Jag kommer eller jag kommer inte”.
Inom logiken &ar tautologier dnda till nytta eftersom vi kan anvinda dem foér att omforma
information till mer hanterbar form. Tva formler A och B &r satslogiskt ekvivalenta, A & B,
om v(A) = v(B) for alla virderingar v. Ett annat sétt att uttrycka samma sak &r att
sidga att formeln A <> B &r en tautologi. Vi kan alltsd anvinda tautologier for att hitta
ekvivalenta former fér givna formler.

En formel &r satisfierbar om det finns nagon vérdering som ger den sanningsvirdet
1. Alla tautologier ar alltsé satisfierbara, men det finns satisfierbara formler som inte &r
tautologier. Dessa &r kontingenta, dvs. de ar sanna enligt en del varderingar och falska
enligt andra. Formler som &r falska under atminstone en véirdering kallas falsifierbara.
Bland de falsifierbara formlerna har vi specialfallet av formler som alltid ar falska. De
kallas kontradiktoriska. Figur 1 visar ett schema &ver de olika formelkategorierna.

Ezxempel 11. Tautologa och darmed satisfierbara satser:

Det regnar eller det regnar inte.

Po — Po-
AV —A.

Kontingenta och ddrmed bade satisfierbara och falsifierbara satser:



satisfierbara

falsifierbara
kontingenta
ontradiktoriska

Figur 1: Schema &ver formelkategorier

tautologa

Det regnar.
Po A p1

Kontradiktoriska och darmed falsifierbara satser:

Det stammer inte att han &r antingen trott eller lat, men trétt ar han.
AN-A
(((po = p1) Apo) A —p1)

Ur logisk synpunkt &ar en av de viktigaste egenskaperna en formel har av vilken kategori
den &r. Kategorin kan man utlédsa ur formelns sanningsvirdetabell. Det &r emellertid inte
en sarskilt effektiv metod. Med n satssymboler far vi 2" rader i tabellen. Det innebér att
tabellens ldngd vixer exponentiellt med antalet satssymboler i formeln vilket begrénsar
anviandbarheten av metoden. Vi skall senare pa kursen lira oss ett par mer behédndiga
metoder.



1.3 Sanningsfunktioner

Vi kan nu konstruera sanningsvirdetabeller for godtyckliga formler. En naturlig foljdfraga
ar: Kan vi konstruera formler for godtyckliga sanningsvérdetabeller? Till exempel kan vi
fraga: Finns det en formel A, uppbyged av satssymbolerna pg, p1 och ps, med féljande
sanningsvirdetabell:

Coo O~ =3
cCoRR OO R RS
oo~ oR ORI
O R OO ORI

For att battre kunna studera fragan definierar vi begreppet sanningsfunktion.
Definition 12. En sanningsfunktion ar en funktion f: {0,1}" — {0,1}, dar n € N.

Ett exempel pa en sanningsfunktion &r:

z y | fla,y)
T 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Sanningsfunktioner &r generaliseringar av de vanliga konnektiven =, A, V, — och <.
Granskar vi tvastilliga sanningsfunktioner ser vi att det finns allt som allt 2* = 16 av dem.
De finns presenterade i foljande tabell.

Xy ‘ - N — V

1 110 0 0 0O O O O O 1 1 1 1 1 1 1 1
1P 0|0 0 060 1111 0 O0 0 0 1 1 11
0 1,0 0 1. 1.001 1 0 0 1 1 00 1 1
o 0o 1. 0 1 0 1 0 1 O 1 0 1 0 1 0 1

Vi kéinner enkelt igen konnektiven =, A, V, — och <> men ser att det ocksa finns en
hel méngd andra sanningsfunktioner. En del av dem motsvarar etablerade logiska grindar
inom digitaltekniken, som t.ex. Sheffers streck (NAND):

Varje satslogisk formel bestdmmer en sanningsfunktion:

Definition 13. Om A dr en formel som innehaller enbart satssymbolerna po, ... p,—1 s&
kan vi definiera den n-stalliga sanningsfunktionen for A, f4, enligt

xr; omi<n

fa(zo,... ,an-1) =v(A), dér v(p;) = { 1 annars.



Var ursprungliga fraga kan nu stéllas som: Finns det for varje n-stéllig sanningsfunktion
f en formel A sa att f4 = f7 Det visar sig inte bara att detta stdmmer utan att det finns
ett mekaniskt sitt att konstruera formeln.

Lemma 14. Om f dr en n-stdllig sanningsfunktion (n > 1) sd finns det en satslogisk
formel som innehdller bara satssymbolerna py, ... pn—1 och konnektiven -, A och V och for
vilken fa = f.

Bewvis. Lat f vara en n-stillig sanningsfunktion, n > 1. Om f &r den konstanta nollfunk-
tionen (dvs. alltid far virdet 0) véljer vi t.ex. A = pg A —pg. Sa vi kan anta att f far virdet
1 atminstone for en n-tipel (zg,...z,—1). For varje n-tipel z = (z9,...x,—1) definierar vi
en formel

.. Di omx; =1
Az = Ao Qn— d ;=
2= (a0 gn-1),  dér g; { —p; om z; = 0.

Idén med Az ar att formeln har sanningsvirdet 1 for exakt de varderingar som ger sats-
symbolerna po, ... p,—1 sanningsvirdena i n-tipeln Z.
Lat X = {z € {0,1}" | f(z) = 1}. Eftersom vi antog att f(z) = 1 {6r atminstone en
n-tipel Z, s ar X inte tom och vi kan lata A vara disjunktionen av de Az dar z € X.
Det aterstar att visa att fa = f. Sa lat (dop,...,dn—1) € {0,1}" och lat v vara san-

ningsfunktionen dér
o(py) = d; omi<n,
PU= 1 annars,

dvs. v &r sanningsfunktionen fran Definition 13 for vilken fa(do,...,dn—1) = v(A4).

Om nu f4(do,...,dn—1) =1, dvs. v(A) = 1, sd maste en av disjunkterna i A vara sann.
Alltsa dr v(Az) = 1 for nagon z € X. Men formlerna Az ar definierade sa att den enda av
dem som &r sann under v &r Ag,,. 4, ,)- Alltsd maste vi ha (do,...,dn—1) € X vilket pa
basen av hur X var definierad ger f(dp,...,d,—1) = 1.

A andra sidan, om f(d,...,d,_1) =1 sa &r (do,...,d,_1) € X. Da &r A(dg,...dn_1) €1
av disjunkterna i A. Ay, g, ) r sann exakt for virderingar som ger p; sanningsvirdet
di, alltsa &r v(A gy, .. 4,_,)) = 1 och enligt disjunktionens sanningsdefinition v(A) = 1. Det
hér i sin tur innebéar att fa(do,...,dp—1) = 1. a

Notera formen pé formeln A ovan. A &r en disjunktion dér varje disjunkt &r en kon-
junktion av satssymboler och negationer till sadana. Formen kallas disjunktiv normalform
och forkortas ofta DNF. Vi har visat att varje sanningsfunktion motsvaras av en formel
i disjunktiv normalform. Eftersom varje formel definierar en sanningsfunktion har vi vi-
sat att det for varje formel finns en ekvivalent formel i disjunktiv normalform. Den hér
ar emellertid inte unik. Om vi mekaniskt enligt beviset ovan konstruerar den disjunktiva
normalformen for

Do = P1
far vi formeln
(po A p1) V (=po A p1) V (—po A —p1)

men det finns en ekvivalent mycket enklare formel

—po V p1

som ocksé &r i disjunktiv normalform. Notera att vi i normalformen godkénner disjunktio-
ner och konjunktioner med bara en disjunkt eller konjunkt. Séledes &r formlerna

Po
po Ap1 och

po VD1

10



alla i disjunktiv normalform.

Lemma 14 visar att varje konnektiv kan definieras med konnektiven —, A och V, dvs.
varje konnektiv kan uttryckas med hjéilp av en kombination av de hér konnektiven. En
konnektivmingd som kan definiera alla sanningsfunktioner kallas fullstdndig. Vi har sett
att {—, A, V} ar fullstdndig. Vi kan enkelt observera att V kan definieras med — och A:

AV B < —(-AN-B)

Saledes kan vi induktivt byta ut alla disjunktioner i en formel i disjunktiv normalform och
visa att redan méngden {—, A} ar fullstindig. Vi kan t.o.m. hitta fullstindiga konnektiv-
méangder med bara ett konnektiv. Ett sddant exempel dr Sheffers streck som vi stotte pa
tidigare. Fullstdndigheten av {|} ldmnas som 6vningsuppgift.
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1.4 Naturlig deduktion

Med sanningstabeller (eller andra semantiska metoder) kan vi visa att en given slutsats
stammer. T.ex. ar slutledningen

Om det regnar eller snéar sa blir skorna bléta.
Skorna, ar inte blota.
Alltsa snoar det inte.

riktig eftersom formeln (((po V p1) — p2) A —p2) — —p1 ar en tautologi. Vi sdger att en
formel B &r en satslogisk konsekvens av A, A = B om A — B &ar en tautologi eller,
ekvivalent uttryckt, om varje viardering som gor A sann ocksad nodvandigtvis gor B sann.

Med semantiska metoder kan vi kontrollera att en given formel &r en tautologi. Ett
annat angreppsitt ar ett syntaktiskt bevis dar vi héarleder formler fran givna formler. En
hérledning, ocksé kallad deduktion eller formellt bevis, ar generellt sett en foljd av formler
konstruerad enligt specifika regler. Styrkan i formella bevismetoder ar att de gor bevisen
mekaniskt verifierbara. De ger ocksa metoder att studera begrédnsningarna i bevisfoéring.

Den hérledning vi hér presenterar kallas naturlig deduktion. “Naturlig” betyder hér att
den forsoker imitera det sett vi vanligtvis resonerar. Den &r emellertid langt mer pedantisk
dn de informella bevis en matematiker anvénder sig av till vardags. Den naturliga deduk-
tionen bygger pa introduktions- och elimineringsregler for konnektiven. Det finns andra
hérledningssystem med andra regler, t.ex. Hilberts system som bygger pa férre regler men
dér hérledningarna &r mindre intuitiva.

Ett enkelt exempel pa en deduktionsregel ar: Bevisen ar uppbyggda sa att varje vagratt
streck ar ett steg i harledningen, premisserna star ovanfor strecket och slutsatsen nedan.
Hoger om strecket anges vilken deduktionregel som anvénts. “A I” innebéar introduktion av
konjunktion och det vart bevis ovan séger ar att om A och B &r sanna, s &r A A B det
ocksa. Genom att upprepa deduktionssteget kan vi hérleda t.ex. (A A B) A (B A A) fran
premisserna A och B:

A B B A

AT AT
ANB BAA N

(ANB)N(BANA)

I Tabell 2 finns deduktionsreglerna sammanstéllda. Reglerna dr valda s& att de bibehéal-
ler sanningen i formlerna under alla virderingar. Genom att kombinera dem och anvénda
slutsatserna i tidigare deduktioner som premisser i féljande steg kan vi bygga upp trad av
deduktionssteg. De har ar vara deduktioner. Om det finns en hérledning av formeln B fran
premisserna Ao, ... A,_1, skriver vi {Ag...A,—1} F B. Ifall méngden premisser &r tom
skriver vi kort - B.

Da vi anvénder reglerna V E; — I, <+ I och — I far vi stryka premisser, vilket vi
indikerar med att sétta klammer runt premisserna. Samtidigt markerar vi nar vi strukit
dem genom att markera klamrarna och regeln med samma nummer. Méjligheten att stryka
premisser innebér att vi kan gora tillfdlliga antaganden som sedan stryks fran den slutliga
deduktionen. Vi illustrerar dethdr med regeln Vv E:

Ezempel 15. Vi visar att {AV B,A — C,B — C} I C. Vi kan ténka oss att harledningen
fortloper som ett bevis med tva fall: antingen dr A sann eller sa &r B sann. S& anta for
ett 6gonblick att A &r sann. D& kan vi anta A och A — C (eftersom den senare hor till
premisserna) och deducera:




Konnektiv Introduktion Elimination
. . A B ANB ANB
Konjunktion A5 " I 1 NE T p AE
[4]  [B]
.. . A B : :
Disjunktion AV B v I AV B v I AV B p o
c vV E
[4]
a0 } A— B A
Implikation B I 5 - E
A B
4] 18]
Ekvivalens B A Ao % A o B Ao {34 B g
AoB 7 !
[A]
31 : _|_|_A_
Negation : -E
s BA-B A
-A

Tabell 2: Satslogikens deduktionsregler

A andra sidan om B ér sann, kan vi deducera

B—C B
C

Nu vet vi inte om A eller B &r sann men enligt premisserna ér AV B sann, s nagondera
maste vara det, och i vilket fall som helst maste C' vara sann pa basen av deduktionerna
ovan. Vi behover alltsa inte veta vilkendera som &r sann (utan kan stryka A och B) bara
vi vet att AV B stdmmer. Saledes far vi deduktionen:

— E

A—C A B—C [B!
— E — E

AV B C__ C o na

Reglerna V E, — I, <> I och = I tilldter att vi stryker premisser men de forutsdtter
det inte. Vi kan dérfér anvinda reglerna i forkortad form i fall dar det inte finns nagot att
stryka:

_ B
A— B

Mérk val att eftersom naturlig deduktion ar en syntaktisk och inte en semantisk be-
vismetod, sa far vi inte &ndra syntaxen i vara premisser. Saledes kan vi behova bevis av
intuitivt triviala pastaenden, som t.ex. {A A B} - B A A. Regeln — I forutsétter ocksa att
kontradiktionen &ar av formen B A—B, exempelvis “B A B duger inte (men nog =B A—-—DB).

Vi illustrerar anvindningen av naturlig deduktion med att hérleda féljande delar av de
Morgans lagar:

Ezempel 16. Vi visar {=AV =B} - =(A A B).

— 1
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[AA B! B [A A B)?

A [-A)3 B [-B]3
AT AT
AN-A 11 BA-B 19
-AV -B -(AANB) -(AANB)
VE,3
ﬂ(A/\B)

Exempel 17. Vi visar {=(AA B)} - AV —B-

Idén i det har beviset ar foljande: Vi méarker att om vi antar bade A och B s kan vi
via motségelsebevis (—I) hérleda —A och samtidigt stryka A. Dérifran ar det latt att na
—AV~-B. Men B far vi inte struket. A andra sidan kan vi fran =B enkelt hirleda = A\ - B.
Man skulle ju tycka att B V =B stammer, sa vi antar att vi har en harledning Bv B

och deducerar:

A" [BP
ArB "' —aB)
(ANB)AN=(ANB) . ?I
P S S o 7[ﬁ3]2 VI
BV -B ﬂi\gﬂ% -AV-B VE,?2
Nu aterstar bara att visa att B \ZZ B finns. Den ser ut s& har:
[B]!
Bv-B "' [~(BV-B)?

(BV-B)A—~(Bv-B)

_-B ’

BV -B [-(BV -B))? .

(BV-B)A~(BV-B)
—~—~(BV —B) o
BV-B

Liagg maérke till att vi vid den andra elimineringen far eliminera alla forekomster av —(B V
—B) i hérledningen.

Vi har nu huvuddelarna i ett bevis av den ena av de Morgans lagar. Vi sammanstéller
dem:

Ezempel 18. Visa att F (A A B) <> (-AV —B).

-(A A B) -~AV-B
Vi betecknar med 0 hérledningen i Exempel 17 och med R héar-
-AV -B —~(AAB)

ledningen i Exempel 16. Da har vi

[~(AAB)' [AV =B
Q R
-~AV-B -(AAB)
—(AAB) <+ (mAV —-B)

Vi har sett hur naturlig deduktion ser ut i praktiken. For att matematiskt exakt kunna
bevisa nédgot om den behéver vi en formell definition.

Definition 19. Méngden av deduktioner definieras enligt foljande:

A

14



10.

11.

. Den triviala deduktionen A (dar A &r en satslogisk formel) dr en deduktion. I det

hir fallet &r P = () och A ar samtidigt bade premiss och slutsats.

. Om A och B ar deduktioner sa dr A4 B en deduktion.
ANB
P P P
. Om ANB ar en deduktion sd &r A A B och A A B deduktioner.
A B
P P P
. Om A ar en deduktion sa ar A och A deduktioner.
AV B BV A
P A B
. Om AVE Q och R ar deduktioner sa ar
C C
[A]  [B]
P Q R
AV B C C
C
en deduktion
y 4]
. Om 7P ar en deduktion sa ar Z en deduktion.
B _ b5
A— B
Om och ar deduktioner sd &r A — B A en deduktion.
A— B A B
4 B 4] (B
.Om 7P och @ éar deduktioner sa ar P Q en deduktion.
B A B A
A+~ B
Om A Z_i B i och 7; ar deduktioner sa &r
P Q P R
A< B A och Ao B B
B A
deduktioner.
P P
Om A ar en deduktion s4 &r —-—A en deduktion.
—/ A
y 4]
Om P ar en deduktion si ar P en deduktion.
BA-B BASE.
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1.5

Sundhet och fullstindighet

Att den naturliga deduktionen &r sund innebar att varje formel som kan nés med naturlig
deduktion fran en méngd premisser &r en satslogisk konsekvens av premisserna. Vi kan
alltsa inte konstruera en hérledning vars slutsatser inte skulle stamma.

Teorem 20 (Satslogikens sundhetsteorem). Om S dr en mdangd satslogiska formler och
SFAsaS= A

Bewvis. Vi bevisar med induktion 6ver strukturen av en hérledning i naturlig deduktion att
ifall P &r en hérledning, vars premisser finns i S och vars slutsats ér A s& stimmer S = A,
dvs. varje vardering v som satisfierar S satisfierar ocksa A.

1.

. Antag att deduktionen

Om P ar den triviala deduktionen A sa ar A en premiss. Alltsa maste varje virdering
som satisfierar premisserna till P satisfiera A.

. Antag som induktionshypotes att deduktionerna Z och g ar sunda. Lat R vara
P Q
deduktionen 4 B och lat v vara en virdering som satisfierar alla premisser
ANB

till R. v satisfierar d& premisserna till P och Q sa enligt induktionshypotesen har vi
v(A) =1 och v(B) = 1. Enligt sanningsdefinitionen fér A har vi d& v(AA B) =1 sa
R ar sund.

P

A7/? B ar sund. Lat Q vara deduktionen A A B och lat v

vara en vardering som satisfierar premisserna till Q. v satisfierar da premisserna till

P sa enligt induktionshypotesen dr v(A A B) = 1. Men hérav foljer v(A) =1, s& Q
P

ar sund. P4 motsvarande satt ser vi att A A B ar sund.

B
P
. Antag att deduktionen A ar sund. Lat Q vara deduktionen A och 1at v vara
AV B

en virdering som satisfierar premisserna till Q. D& satisfierar v premisserna till P sa
enligt induktionshypotesen ar v(A) = 1. Da &r ocksa v(AV B) =1 s& Q &r sund. Pa

P
motsvarande sitt ser vi att A dr sund.
BV A
A B
. Antag att deduktionerna , Q och @' irsunda. Lat R vara deduktionen
AV B
C C
4] [B]
P Q o)
AV B C C
C

och lat v vara en vérdering som satisfierar premisserna till R. Eftersom v da satis-
fierar premisserna till P ar v(A V B) = 1 enligt induktionshypotesen. Vi har da tva
mojligheter: antingen dr v(A) = 1 eller s& dr v(A) = 0. Om v(A) = 1 sa satisfierar v
premisserna till Q eftersom den i varje fall satisfierar alla de Gvriga premisserna till
Q én A. Enligt induktionshypotesen har vi da v(C) = 1. A andra sidan om v(A4) = 0
sd maste v(B) = 1 eftersom v(A V B) = 1. I sa fall satisfierar v premisserna till Q’
och enligt induktionshypotesen ar da v(C) = 1.
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6.-9. Fallen med implikation och ekvivalens lamnas som 6vningsuppgift &t ldsaren.

P

10. Antag att deduktionen ar sund. Lat Q vara deduktionen ——A och lat v

P
_|_|A
vara en vardering som satisfierar premisserna till Q. v satisfierar da premisserna till

P sa v(—-—A) = 1. Men da ar v(A) = 1.

| 4]
11. Antag att deduktionen P ar sund. Lat O vara deduktionen P och
BA-B BA-B

lat v vara en vardering som satisfierar premisserna till @. Om v nu Skullg satisfiera
A, skulle den satisfiera premisserna till P. Men da skulle v(B A —=B) = 1 vilket &r
omdéjligt eftersom ingen virdering kan satisfiera en kontradiktion. Darfor maste v(A)
vara 0 och saledes dr v(—A) = 1.

Sundhetsteoremet har féljande omedelbara korollarium:
Korollarium 21. Om S dr en mdngd satslogiska formler och S & A sd St/ A.

Nér vi skall visa att nagot gar att harleda kan vi konstruera en héirledning. Sundhets-
satsen ger oss verktyg att bevisa nir nagot inte gar att héarleda.

Ezempel 22. Vi visar att {(pg <> p1) <> p2,po} I/ pe. Enligt Korollarium 21 riacker det att
bevisa att {(pg <> p1) <> p2,po} 7 p2. For det hir riacker det att hitta en virdering som
satisfierar {(pg <> p1) <> P2, po} men inte ps.

Lat v vara varderingen
o(ps) = 1 omi=0
PV =90 annars

Nu &ar v(po <> p1) = 0= v(p2) s& v((po <> p1) <> pP2) = v(po) = 1 men v(p2) = 0.

Vi ger som foljande en skiss Over satslogikens fullstdndighetsteorem enligt vilket alla
satslogiska konsekvenser kan hérledas. Manga detaljer lamnas at ldasaren. For ett noggran-
nare bevis hdnvisas till [2] eller kursen “Matemaattinen logiikka”.

Definition 23. En formelméngd S ar satslogiskt inkonsistent om det finns en formel A sa
att S+ AN —A. I motsatt fall &r S satslogiskt konsistent.

Lemma 24. Foljande villkor dr ekvivalenta:
1. S dr inkonsistent.
2. Det finns en formel A sd att SE A och S+ —A.
3. Fér alla formler A stimmer S+ A.
Beuvis. Beviset lamnas som 6vningsuppgift at ldsaren. O

Lemma 25. Om S dr en formelmdngd och A en satslogisk formel sa dr foljande villkor
ekvivalenta:

1. SU{—A} dr inkonsistent.

2. SHA.
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Bewvis. Beviset lamnas som 6vningsuppgift at ldsaren. O

Definition 26. Formelmangden S &r mazimalkonsistent om den ar konsistent och varje
S’ 2 S ér inkonsistent.

Lemma 27 (Lindenbaums lemma). Om S dr en konsistent formelmdngd s har S en
mazximalkonsistent extension.

Beuvis. (Skiss) Idén i beviset gar ut pa att induktivt bygga upp extensionen. Méngden av
satslogiska formler &r numrerbar sa vi kan anta att alla satslogiska formler finns uppréknade
i méngden {Ag, A1,...}. Vi borjar fran Sy = S. Sedan gar vi igenom alla formler och
definierar

Sn annars.

{ S, U{4,} om S, U{A,} ér konsistent,
Sn—i—l =

Sedan bevisar vi att
e varje S, ar konsistent,
e mingden &’ = J,” S, &r konsistent,
e miangden S’ dr maximalkonsistent och &’ O S.

O

Teorem 28 (Satslogikens fullstdndighetsteorem). Om S dr en mdingd satslogiska formler
ochS = A sa SF A.

Bewvis. (Skiss) Antag att S I/ A. Enligt Lemma 25 d&r S U {—A} konsistent sa enligt Lin-
denbaums lemma finns det en maximalkonsistent mingd &' O S U {—A}. Definiera en
virdering v s att v(p;) = 1 om och endast om p; € S'.

Bevisa sedan med strukturell induktion att v(B) = 1 om och endast om B € §’. Men
da dr v(B) =1 for alla B € S men v(A) =0 (eftersom v(=A) =1,58 S % A. O

Genom att kombinera sundhets- och fullstdndighetssatserna har vi nu:

Korollarium 29. S+ A om och endast om S = A.
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1.6 Semantiska trad

Betrakta foljande exempel

Ezempel 30. Vi underséker om formeln (po A ((po — p1) A((p1 — p2) A ((p2 — p3) A—p3))))
ar satisfierbar.

Vi kan alltid konstruera sanningsvirdetabellen for formeln men med fyra satssymboler
blir den obehéndigt stor. Istéllet 16nar det sig att se pa delformlerna och vilka krav de
stiller pa en vardering som skulle gora formeln sann. Genom att bit for bit bryta ner
konjunktionerna ser vi att varje virdering v som satisfierar formeln ocksa maste uppfylla

v(po) = v(po — p1) = v(p1 = p2) = v(p2 = p3) =v(-p3) =1

Eftersom v(pg) = 1 och v(pg — p1) = 1, maste v(p;) = 1. P4 samma sitt ser vi att
v(p2) = 1 och vidare att v(p3) = 1. Samtidigt har vi kravet att v(—p3) = 1 vilket ar
omojligt. Formeln ar alltsa inte satisfierbar.

Resonemanget ovan kan generaliseras till en systematisk metod, kallad tradmetoden
eller tablametoden. I den undersoker vi med hjalp av ett semantiskt trid vilka delformler
som maste vara sanna for att formeln skall vara sann. Antag att vi vill avgéra om formeln
A = piN(poV—(po — p1)) ar satisfierbar. Vi konstruerar da ett semantiskt trad med formeln
A 6verst och “bryter ner” formeln ett konnektiv i taget, tills bara literaler (satssymboler
eller negerade satssymboler) aterstar. Nedbrytningsreglerna aterspeglar sanningskraven for
en sammansatt formel: méste endera eller bada delformlerna vara sanna for att formeln
skall vara sann?

Formeln A &r en konjunktion sa for att den skall vara sann maste bada delformlerna
p1 och (po V —=(po — p1)) vara sanna.

p1 A (poV ﬁ(‘po —p1)) v
b1
\
po V —(po — p1)

An eftersom formlerna bryts ner markerar vi dem med v'. I nésta steg ser vi att pg V
—(po — p1) ar en disjunktion. For att den skall vara sann maste endera disjunkten vara
sann. Tradet forgrenar sig:

p1 A (po V ﬂ(‘po —p1)) vV
p‘l
po V —(po = p1) v

N

po —(po — p1)

I nésta steg bryter vi ner formeln —(py — p1). Den &r en negation av en implikation.
Den stdmmer om forledet ar sant och efterledet falskt.
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p1 A (po V ﬁ(‘po —p1)) v
}9‘1
poV —(po = p1) vV

T

po —(po = p1) Vv
\
T
—\pl
|

X

Nér alla formler som inte ar literaler &r markerade med v* &r tréadet fardigt. Om nagon
gren innehaller bade en formel och dess negation markeras detta med ett kryss i slutet pa
grenen. Grenen kallas da sluten. De Gvriga grenarna ar dppna. Varje 6ppen gren ger upphov
till en virdering som gor alla formler pa grenen sanna, inklusive den Gversta. Vi ser alltsa
fran tradet ovan att virderingar som uppfyller v(pg) = v(p1) = 1 satisfierar A.

Nedbrytningsreglerna for semantiska trad finns sammanstéllda i Tabell 3. Da ett trad
forgrenar sig skall reglerna tillimpas pa alla 6ppna grenar under formeln. Saledes ger
formeln (A V B) A (CV D) upphov till ett tréd med fyra grenar:

(AVB)A(CV D)V
|
AV BV

|
CVvDv

ANB -(A N B)

| N
Konjunktion A ~A =B
| A— B -(A — B)
B _— A
Implikation -A B A
AV DB -(AV B) |
AN | B
Disjunktion A B A B
| A+ B —(A < B)
-B _ P N
Ekvivalens A —A A —A
A4 A | |
Negation A —A A B B B B
| |
X X

Tabell 3: Nedbrytningsreglerna for semantiska trad
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Ett semantiskt trad dar en formel A forekommer 6verst (i “roten”) kallas ett semantiskt
trad for A. Ett semantiskt trad ar alltsa ett sétt att finna vérderingar som satisfierar A.
Om alla grenar i ett trid &ar slutna kallar vi tradet slutet. Formeln 6verst i tradet ar da inte
satisfierbar. Vi kan anvinda det hér for att visa att en formel dr en tautologi. Namligen,
om —A inte ar satisfierbar s& maste A vara tautolog. Ett slutet trad for formeln —A kallas
ett semantiskt bevis for A. Semantiska bevis baserar sig pa foljande teorem (vars bevis
finns t.ex. i [2])

Teorem 31. En satslogisk formel har ett semantiskt bevis om och endast om den dr tau-
tolog.

Ezempel 32. Vivisar att (A — B)V(B — A) &r en tautologi. Vi konstruerar ett semantiskt
trad for negationen av formeln:

~((A— B)V (B — A) v

ﬁ(A—LB)/

—|(B—‘>A)\/

|
A

|
-B

|
B

|
-A

|
X

Eftersom triadet ar slutet kan ingen vérdering satisfiera =((A — B) V (B — A)) sa
(A— B)V (B — A) maste vara en tautologi.

Exempel 33. Vi aterviander till exemplet i borjan av avsnittet och visar med ett semantiskt
trad att formeln (po A ((po — p1) A ((p1 — p2) A ((p2 — p3) A —ps3)))) inte &r satisfierbar.

Vi borjar med att bryta ner konjunktionerna en efter en. Sedan bryter vi ner implika-
tionerna. D& vi pa en gren far bade en formel och dess negation kan vi sluta den (markera
med X) och behover efter det inte tillimpa fler regler pa den grenen. (Vi far naturligtvis
tillampa reglerna forst och se efter vilka grenar som sluter sig férst efterat, men genom att
sluta grenar an efter kan vi férenkla tradet avsevért.)
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po A ((po — p1) A ((p1 — p2) A ((p2 — p3) A —p3))) v
"
(po = p1) A((p1 — p2)‘/\ ((p2 = p3) A —p3)) v/
Po —>‘p1 v
(p1 = p2) A ((p2‘ — p3) A —p3) v
p1 %‘pz v
(p2 — Ps‘) N —p3 v

P2 —>‘p3 v

.

—Po b1
/\
—P1 D2
\ N
X P2 P3

|
X

o
X X

Alla grenar sluter sig, sa formeln &r inte satisfierbar.
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2 Predikatlogik

Betrakta foljande slutledning:

Alla katter ar svarta.
Knutte ar en katt.

Alltsd ar Knutte svart.

Slutledningen ar uppenbarligen giltig. Men om vi forscker formalisera den i satslogik
far vi slutledningen

bo
b1

b2

Den hér slutledningen &r inte satslogiskt giltig, eftersom (pgAp1) — p2 inte ar en tautologi.
Problemet ar att satslogiken bara “ser” satser, inte objekten som satserna talar om.

Predikatlogiken ger oss en mdjlighet att tala om objekt. Det gor vi med wvariabler. Da
satslogiken tolkas genom att ge ett sanningsvirde at de atoméra satserna gar predikatlo-
gikens semantik ut pa att ge en identitet at variablerna. Vad menar vi med variabeln x?
Olika saker i olika fall, men det gemensamma for alla tolkningar adr att de gors inom en
modell.

2.1 Modeller

En modell &r en méngd med nagon form av struktur. Vi borjar med nagra exempel innan
vi ger den formella definitionen.

En av de enklaste formerna av modeller bygger péa enstélliga predikat. D& bestar en
modell M av en icke-tom domdn M samt delméngder till M, kallade predikat. Predikaten
kan vi beteckna Ag, A1,.... Ett predikat delar upp doménen i tva delar: predikatet och
dess komplement, tva predikat delar upp doménen i fyra delar osv.

M

Figur 2: En modell med tva enstélliga predikat

Ezempel 34. Med enstilliga predikat kan vi granska samlingar av objekt med olika egen-
skaper. Lat t.ex. doménen M vara en samling triklot. Ay bestar av de betsade kloten, A;
av de lackade. Nu kan var modell skilja pa betsade/obetsade och lackade/olackade klot:

Ap N A bestar av betsade lackade klot.

(M\Ap) N A bestar av obetsade lackade klot.

Ap N (M\Ay) bestar av betsade olackade klot.
(M\Ap) N (M\A;) bestar av obetsade olackade klot.

Beroende pa var samling klot kan en del (men inte alla) av méngderna ovan vara tomma.
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Flerstélliga predikat kallas oftast relationer. Speciellt vanliga inom matematiken &r
tvastélliga relationer. De bestar av par av element fran en given domén.

FExempel 35. Linjara ordningar ar tvastilliga relationer som uppfyller kraven:
1. (Reflexivitet) a < a for alla a,
2. (Antisymmetri) om a < b och b < a sd dr a = b,
3. (Transitivitet) om a < b och b < ¢ sa dr a < c,
4. (Totalitet) for alla a och b géller antingen a < b eller b < a.

Nu bildar t.ex. de naturliga talen (med sin vanliga ordning) en modell. Doménen &r da
méngden N och relationen {(a,b) € N? | a < b}.

Ezempel 36. En graf &r bestar av en samling noder (eller horn) med béagar (eller kanter)
mellan dem. Ett exempel pa tva grafer ses i Figur 3. D4 vi granskar en graf som en modell
bestar doménen av noderna och relationen utgérs av de nodpar mellan vilka det finns en

BB

Grafer anvinds for att studera olika sorters nétverk (telekommunikation, végar), sprak-
liga strukturer inom lingvistiken, molekylmodeller inom kemin, osv.

Figur 3: Tva grafer

Exempel 37. Vi kan ocksa uttrycka vardagliga fenomen med modeller. Lat doménen M
vara méangden av alla manniskor. Vi kan da definiera relationer som

Syskon = {(x,y) € M? | z och y #r syskon}
Far = {(z,y) € M? | z ir far till y}
Mor = {(x,y) € M? | z ir mor till y}

Vi kan ocksa ha funktioner och konstanter i vara modeller. Exempel pa modeller in-
kluderar saledes t.ex. strukturer som grupper, ringar och kroppar fran algebran.

Vilken form av struktur modellen har bestams av modellens lexikon (eller vokabuldr).
Ett lexikon bestar av

e predikatsymboler (en- eller flerstélliga) Py, Py, ... eller Ry, Ry, ...
e funktionssymboler f,, fi,...
e konstantsymboler cg, ¢y, . . .

Vi koncentrerar oss for tillfallet paA modeller med bara en- och tvastélliga predikat samt
konstanter. I praktiken anviander vi ofta andra namn som predikat- och konstantsymboler.
Nu kan vi ge en formell definition av en modell:

Definition 38. En modell M for ett lexikon L bestar av
e en icke-tom méngd M kallad modellens domdn, betecknas &ven dom(M)

e ctt enstilligt predikat P C M for varje enstillig predikatsymbol P € L
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e ctt n-stilligt predikat RM C M™ for varje n-stillig predikatsymbol R € L
e ctt element ™ € M for varje konstantsymbol ¢ € L
e en n-stillig funktion fM : M™ — M for varje n-stillig funktionssymbol f € L

Mingden PM € M kallas tolkningen av symbolen P i M. Olika modeller fér samma
lexikon har samma symboler (t.ex. P, R) men olika tolkningar for dem. Modeller skrivs ofta
ut som foljder bestdende av doménen och tolkningarna fér de olika symbolerna i lexikonet.

Lexikon Modell

P M = (M, PM)

Py, P1, Ry, co M = (M, P, PM R, o)
Po, Ro, fo,co,c1 - M = (M, B, R}, f!t, bt o)
OSV.
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2.2 Formler och sanningsvillkor

Jamfort med satslogikens formler har predikatlogiken tva viktiga sidrdrag. Dels anvinder
vi i sammansatta formler forutom de bekanta konnektiven —, A, V, — och <> ocksa kvan-
tifikatorerna Yz (allkvantifikator, for alla x) och Jx (existenskvantifikator, for nagot z).
Dels har vi i de atoméra formlerna langt storre uttrycksmojligheter &n vad satslogikens
satssymboler erbjuder. Exakt hur vara atoméra formler ser ut beror pa vart lexikon.

Som forut géller det att halla isiar syntaxen (hur formlerna ser ut) och semantiken (vad
de betyder). Formler ar syntaktiska enheter, teckenstrangar med en bestdmd struktur. De
symboler vi anvinder kan delas in i tva grupper: logiska symboler och icke-logiska symboler.
De logiska symbolerna dr gemensamma for alla predikatlogiska sprak och tolkas alltid pa
samma satt. De icke-logiska symbolerna bestar av symbolerna i det aktuella lexikonet.

Logiska symboler

Variabler: xg, x1,x2,... (i praktiken ofta x,y, z,...)
Parenteser: (,)

Konnektiv: =, A, V, —, <>

Kvantifikatorsymboler: V, 3

Identitetstecken: =

Icke-logiska symboler (Symbolerna i lexikonet L)
Konstantsymboler: ¢y, c1, ca, ...

Predikatsymboler: Ry, R1, Ro, ... (i praktiken ofta ocksid Pi, Ps,...)
Funktionssymboler: fq, fi1, fo, ...

Predikatlogikens atoméra formler uttrycker egenskaper och férhallanden sasom
e z dr lackad

e r=y

o <10

o Ry(z,c)

De entiteter som formlerna “talar om” kallas termer (z, y, 10 och ¢ ovan). Sa linge lexikonet
inte innehaller funktionssymboler utgors termerna av variabler och konstantsymboler.

Definition 39. Lat L vara ett lexikon. De atomdra L-formlerna bestams enligt féljande:
1. Om t och u &r termer sa ar t = u en atomér L-formel.

2. Om R; € L ar en n-stéllig predikatsymbol och tg, . . . t,—1 &r termer sa ar R;(to, ..., tn—1)
en atomér L-formel.

Definitionen ovan géller ocksa ifall lexikonet har funktionssymboler men termerna kan
dé vara mer komplexa &n enbart variabler och konstantsymboler.

Innan vi gar vidare till sammansatta formler skall vi ta oss en titt pa de atoméra
formlernas semantik. Om vi granskar modellen i Exempel 34 kidnns det naturligt att vi
behover ett lexikon med tva symboler for enstilliga predikat L = {Fy, Pi}. Det kénns
ocksé naturligt att tolkningarna av Py och P; skall vara predikaten Ag och A;. Men hur

skall vi tolka ett uttryck av formen
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Vad ar x7 Det &ar hér vi ser skillnaden pa variabler och konstanter. Sa lange vi haller oss till
atoméira formler ar det ingen skillnad pa hur vi syntaktiskt behandlar konstantsymboler och
variabler. Bagge anviands likadant i atoméra formler. Men da vi skall tolka formlerna har
konstantsymbolerna ett fast virde medan variablernas virde varierar. Det som avgdr hur
variablerna tolkas &r en tolkning. Om L &r ett lexikon och M en L-struktur, dvs. en modell
for lexikonet L, med domén M sa ar en M-tolkning en funktion s : {z; | i € N} — M.

Ezempel 40. Lat L = {R, c¢}. Granska L-strukturen Z = (Z, <,0). Dess domén utgors av
heltalen Z och tolkningarna for lexikonets symboler ar

RM =<={(a,b) € Z? | a < b}
M=0

Vi kan nu granska véirdena for variablerna xg, 1 och 2 under olika tolkningar.
o s0(xg) =2, so(x1) =7, so(z2) = 2,
e s1(wg) =3, s1(x1) =0, s1(x2) =1,

Vi ser bland annat att so(z¢) = so(x2) och s1(x1) = ¢™. Vi siiger att sg satisfierar formeln
To = T9 och s7 satisfierar formeln x1 = c.

Definition 41. Lat L vara ett lexikon utan funktionssymboler och lat M vara en modell
for L. Lat vidare s vara en M-tolkning. Da ¢ &r en term betecknas termens ¢t virde under
tolkningen s med s(¢). Om ¢ &r en variabel z; &r s(t) = s(x;). Om t &r en konstantsymbol
c ar s(t) = M. Atomira formler satisfieras nu enligt foljande:

1. Om t och u &r termer &r formeln ¢ = u sann i M under tolkningen s om s(t) = s(u).

2. Om ty,...t, ar termer och R; ar en n-stéllig predikatsymbol sa &r formeln R;(t1, . . . t,)
sann i M under tolkningen s om (s(t1),...s(t,)) € RM.

Ezempel 42. Lat G vara grafen i Figur 4. Grafen ar en modell for lexikonet {E} dér E ar

b

c
Figur 4: En graf G

en tvastéllig predikatsymbol. Om nu sg, s1 och s &r féljande G-tolkningar

sa ar formeln E(x,y) sann i G under tolkningen s; eftersom det finns en bage mellan d och
f dvs. (d, f) € EY. Formeln E(z,y) #r inte sann i G under tolkningarna sy och sy eftersom
(a,b) och (c,¢) inte motsvarar bagar i grafen. A andra sidan &r formeln z = y sann i G
under sg eftersom so(x) = ¢ = s2(y).

Vi atervander till den syntaktiska betraktelsen av predikatlogiken. Efter att ha defini-
erat atoméra formler kan vi induktivt definiera vad en L-formel &r.
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Definition 43. Lat L vara ett lexikon. Vi definierar méngden av L-formler enligt féljande:
1. Varje atomér L-formel (se Definition 39) &r en L-formel.
2. Om A och B &r L-formler sé &r
-A,(AANB),(AVB),(A— B),(A<+ B)
L-formler.
3. Om A ar en L-formel och x; ar en variabel si ar Va; A och Jx; A L-formler.

Punkt 2 ovan kiinner vi igen fran satslogiken. Var tolkning av konnektiven sammanfaller
med den i satslogiken.

Definition 44. Lat L vara ett lexikon och 1at M vara en modell for L. Lat vidare s vara
en M-tolkning.

1. =A &r sann i M under tolkningen s om A inte &r sann i M under tolkningen s.

2. (AA B) ar sann i M under tolkningen s om bade A och B é&r sanna i M under
tolkningen s.

3. (AV B) ér sann i M under tolkningen s om A eller B &r sann i M under tolkningen
s.

4. (A — B) ér sann i M under tolkningen s om A inte ar sann i M under tolkningen
s eller B ar sann i M under tolkningen s.

5. (A <> B) ér sann i M under tolkningen s om antingen bada eller ingendera &r sann
i M under tolkningen s.

Det nya &r konnektiven i 3. Intuitivt sdger Va; A att A stdmmer oberoende av hur vi
tolkar x; och dx; A séger att A stimmer for ndgon tolkning av x. Hur skall vi da definiera nar
en tolkning satisfierar en kvantifierad formel? Ett forsta forsok ar att siga att s satisfierar
dx; A om s satisfierar A for nagon tolkning av x;. Men s har ju redan en tolkning for x;
som inte nodvandigtvis satisfierar A. Losningen ar att modifiera s:

Definition 45. Om M &r en modell med domén M och s dr en M-tolkning definierar vi
s(a/x;) enligt:

s(a/zi)(z;) = { a om j =1

s(xzj) annars.

Vi illustrerar idén nedan.

NI
w w w|w

=~

Definition 46. Lat L vara ett lexikon och lat M vara en modell for L med doméan M.
Lat vidare s vara en M-tolkning.

1. Formeln Vz; A &r sann i M under tolkningen s om A &r sann i M under alla tolkningar
s(a/x;) dar a € M.

2. Formeln dz;A &r sann i M under tolkningen s om A &r sann i M under nagon
tolkning s(a/z;) med a € M.
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Vi har nu definierat (i Definitioner 39, 44 och 46) nér en predikatlogisk formel A &r
sann i en modell M under en tolkning s. Vi skriver det kort

M =, A.

Vi sammanstéller predikatlogikens sanningsdefinition, kind som Tarskis sanningsdefi-
nition nedan.

Definition 47 (Tarskis sanningsdefinition). Lat L vara ett lexikon och M en modell for
L. Nedan &r t,u,t1,...t, termer och R en n-stillig predikatsymbol.

1. M =5t =wu om och endast om s(t) = s(u).

2. M = R(ty,...t,) om och endast om (s(t1),...s(t,)) € RM.
3. M s —A om och endast om M £ A.

4. M 5 (A A B) om och endast om M =4 A och M =4 B.

ot

(
. M =5 (AV B) om och endast om M =, A eller M =4 B.
(

(=)

. M =5 (A — B) om och endast om M ¢ A eller M =, B.

7. M s (A < B) om och endast om antingen M |5 A och M =4 B eller M }£ A
och M -, B.

0g)

. M |5 Va; A om och endast om M |=,(q/,,) A for allaa € M.

Ne)

. M =5 37;A om och endast om M |=(4/,) A for nagot a € M.
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2.3 Validitet och logiska konsekvenser

I satslogiken delade vi upp formlerna i tautologa, kontradiktoriska och kontingenta. Vi skall
se vad motsvarande uppdelning i predikatlogiken é&r.

Tarskis sanningsdefinition definierar nér en L-formel A &r sann i en given L-modell M
under en given M-tolkning s. Om formeln &r sann i M oberoede av vilken M-tolkning vi
granskar, sa sdger vi att A ar sann i M och skriver M = A.

M EA om och endast om M |=¢ A for alla M-tolkningar s.
En L-formel A &r valid om den &r sann i alla L-modeller M. Det betecknas = A.
= A om och endast om M = A for alla L-modeller M.

En allménnare tolkning for “alltid sann” &n valid kan vi inte hoppas pa. Om A &r en L-
formel behdvs en L-modell for att sanning skall kunna definieras. Darfor ar predikatlogikens
tolkning av “alltid” alla L-modeller.

Specialfall av valida formler ar tautologier, dvs formler som har samma form som
satslogiska tautologier, men dér delformlerna ar predikatlogiska formler. Exempel pa pre-
dikatlogiska tautologier ar

o (R(z,y)V ~R(z,y))
o (P(x) A (R(z,y) V R(y, 2))) < (P(z) A R(z,y)) V (P(z) A R(y, 2)))
o (Po(z) = Pi(x)) = (~Pi(2) = ~Py(z))
Férutom dessa finns en hel mingd valida formler som inte ar tautologier, t.ex
er=y—oy==z
o VzP(z) — JyP(y)
o R(z,y) — J2R(z, 2)

Pa motsvarande sétt kan vi definiera nir en formel “kan vara sann” dvs. &r satisfierbar.
En L-formel A &r satisfierbar om det finns nagon L-modell M och négon M-tolkning
s som satisfierar den, dvs. M |=; A for nagot M och s. Vidare kan vi definiera att A
ar kontradiktorisk om det hér inte intraffar, dvs. om for alla L-modeller M och alla M-
tolkningar s, M {~; A. En L-formel A ar falsifierbar om den inte &ar valid, dvs. det finns
nagon L-modell M och M-tolkning s s& att M ~s A. Om en formel ar bade satisfierbar
och falsifierbar ar den kontingent.

Exempel 48. Lat L = {R}.
e Formeln VaVy(R(z,y) V ~R(x,y)) ar valid (men inte en tautologi - varfor?).

e Formeln VzVy(R(x,y) V R(y,z)) ar kontingent. Om vi definierar M = {0,1} och
Ry =10, Ry = {(0,0),(0,1),(1,1)} s& ar formeln falsk i (M, Ry) men sann i (M, Rs).

e Formeln x = y &r kontingent. Till skillnad fran formeln ovan kan den vara sann och
falsk i samma modell (bara doménen har minst tva element) beroende pa tolkningen.
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e Formeln VaVyR(z,y) A Jz—R(x,z) ar kontradiktorisk. Om M &r en modell som
satisfierar formeln VaVyR(z,y) s& maste alla par (a,b), dir a och b &r i doménen,
tillhora RM. Men da maste ocksa (a,a) € RM for alla a i doménen av M, si M kan
inte satisfierar Jx—R(z, x).

Som i satslogiken har vi alltsa tre kategorier av formler, men denhér gangen ar de valida,
kontradiktoriska och kontingenta. De valida och kontingenta formlerna ar satisfierbara, de
kontradiktoriska och kontingenta &ar falsifierbara.

Om A och B ar formler for samma lexikon L séger vi att B &r en logisk konsekvens av
A om i alla L-modeller varje tolkning s som satisfierar A ocksa satisfierar B. Ekvivalent
kan vi uttrycka det som att formeln A — B valid.

Om A och B ér formler for samma lexikon L séger vi att A och B ar (logiskt) ekvivalenta
om de &r logiska konsekvenser av varandra, dvs. de dr sanna med samma tolkningar i samma
modeller. Ekvivalent kan vi uttrycka det som att formeln A <+ B &r valid. Exempel pa
logiksa ekvivalenser ar

e —VxA och dz—A
e —dxA och Vz—-A
o Vz(A A B) och VtAAVzB
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2.4 Fria och bundna variabler

Lat oss jamfora rollen av 'z’ i tva formler: R(z,y) och 3z R(x,y). Om vi nu granskar en
{R}-modell M och en M-tolkning s ser vi att sanningen av pastdendet M =5 R(z,y)
beror pa hur s tolkar x medan sanningen av M =4 3z R(x,y) inte gor det. Skillnaden
beror pa att = i den foérsta formeln ar fri men i den andra bunden eftersom kvantifikatorn
3 binder den. Vi definierar begreppen nedan.

Definition 49. En kvantifikators rdckvidd i en formel A &r den delformel av A i vilken
kvantifikatorforekomsten ar huvudoperator, med andra ord &r en kvantifikators rackvidd
den minsta delstrdng av formeln som borjar med kvantifikatorn i fraga och ar en predikat-
logisk formel.

Ezxempel 50. 1 formlerna nedan ar rdackvidden av kvantifikatorn Vx understruken:

Va(Ro(z,y) = Ri(z,x))
VxRy(z,y) — Ri(z,x)

Definition 51. En forekomst av en variabel z; ar bunden om den finns inom rackvidden av
en kvantifikator Vx; eller Jz;. En férekomst av en variabel ar fri om den inte dr bunden. En
kvantifikator Vz; eller dx; binder alla fria forekomster av variabeln x; inom kvantifikatorns
rackvidd.

Ezxempel 52. I formeln R(x,y) ar alla variabelforekomster fria.
[ formeln 3z R(x,y) &r x bunden och y fri.
I formeln Vy(R(z,y) — 3z R(x,y)) ér den forsta forekomsten av x fri, de 6vriga
bundna. y &r bunden.
I formeln VaVy(R(z,y) — 3z R(z,y)) binder den forsta kvantifikatorn V den
fria forekomsten av z i formeln Vy(R(z,y) — 3z R(z,y)). De senare forekoms-
terna berors inte for de &r redan bundna.

En variabel ar fri i formeln A om minst en forekomst av variabeln ar fri i A. En variabel
ar bunden i A om minst en forekomst av variablen ar bunden i A. Saledes kan en variabel
vara bade fri och bunden, men en variabelfdrekomst ar alltid bara endera.

Definition 53. En sluten formel eller sats dr en formel utan fria variabler. En dppen
formel ar en formel med minst en fri variabel. En variabelfri formel &r en formel i vilken
inga variabler forekommer. En kantifikatorfri formel ar en formel som inte innehaller nagra
kvantifikatorer.

Ezxempel 54. Foljande formler &r slutna:

P(er)
R(Co,cl) — Cop = C1
VzR(x,x)

De tva forsta ar dessutom kvantifikatorfria och variabelfria. De visar att kvantifikatorfria
formler inte nodviindigtvis #r 6ppna. Oppna formler ar inte heller nédvindigtvis kvantifi-
katorfria, vilket foljande formel visar:

Ve R(x,y)

Da vi granskar sanningen av en formel i en modell under en tolkning spelar endast
tolkningarna av de fria variablerna nagon roll, eftersom de 6vriga virdena dnda “omtolkas”.
Exaktare uttryckt:
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Lemma 55. Lit A vara en L-formel och M en L-modell. Om s och s' dr tva tolkningar
som ger samma vdrden Gt alla variabler med fria forekomster i A sd dr A sann i M under
tolkningen s om och endast om A dr sann 1 M under tolkningen s'.

Beuvis. Beviset lamnas som 6vningsuppgift. O

Som ett specialfall av fenomenet ovan ser vi att sanningen av slutna formler (satser)
i modeller ar oberoende av vilken tolkning vi granskar. Saledes uttrycker satserna nagon
egenskap modellerna har, i motsats till 6ppna formler som uttrycker egenskaper av element.
Vi definierade tidigare nar A ar sann i M:

M EA omoch endast om M |=4 A for alla M-tolkningar s.
D& A &r en sats ar M = A ekvivalent med
M =5 A for ndgon M-tolkning s.

Da en sats A ér sann i M séger vi att M ar en modell for A.
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2.5 Definierbarhet

Ett centralt begrepp inom logiken ar definierbarhet. Det anger vilka objekt och egenskaper
vi kan greppa med vara formler. Man kan séga att hela idén med formler ar att de ger oss
verktyg att definiera méangder, relationer och dylikt.

Definition 56. Lat L vara ett lexikon och M en L-modell. En médngd P C M &r en
definierbar delmdngd i M om det finns en L-formel A med fria férekomster endast av
variabeln zg sa att

P={ae M| M A for alla tolkningar s med s(xo) = a}.

Vi séger da att A definierar P i M. Notera att vi enligt Lemma 55 lika gérna kunde ha
skrivit:

P={ae M| M5 A for ndgon tolkning s med s(zo) = a}.

Om R ar en n-stillig relation séger vi att R ar en definierbar relation i M om det finns
en L-formel B med endast variablerna xq,...,z,_1 fria sa att

R ={(ag,...,an—1) € M" | M =5 B for alla tolkningar s med s(x;) = a; for alla i < n}.

Vi sager da att B definierar R i M.

Ezempel 57. Lat L = {E} och lat G vara grafen i Figur 5. Lat vidare A vara formeln
VyVz((zEy NxEz) = y = z).

A har z som enda fria variabel si den definierar en delmingd i G. Formeln uttrycker
egenskapen “har hogst en granne” sa delméngden den definierar &r den inom den streckade
linjen. Lat oss motivera det noggrannare.

Figur 5: Definierbar delméngd i en graf

Om a &r en nod med tva (eller fler) grannar finns det tva olika noder b och ¢ sa att
(a,b) € EY och (a,c) € EY. Lat nu s vara en tolkning som satisfierar s(z) = a. Da har vi

G Es/y)e/) By och G Eppy)e/z) wEz men G ) er2) Y = %
dvs. G ’:s(b/y)(c/z) cEy AN zEz men G l#s(b/y)(c/z) y = z och séledes G b&s(b/y)(c/z) (zEy A
vEz) — y = 2. 58 G Fouyy) V2((Ey AN zE2) — y = 2) och vidare G = VyVz((zEy A
zEz) —»y = z).
Om déremot a ar en nod med hogst en granne och b och ¢ ar godtyckliga noder sa

har vi tva alternativ: antingen ar nagondera inte granne med a eller sa maste b och c vara
samma nod (eftersom a hade hogst en granne). I det forra fallet har vi

G Fsory)(c/2) vEy  eller G FEyby)(c2) TE2

och saledes G [=41/y)(c/2) (TEY A wEz). 1 det senare fallet har vi
G Fso/ers) ¥ = =
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I bada fallen géller
G Esw/y)(c/z) (tEy NxEz) — y = 2)
Eftersom b och ¢ var godtyckliga ser vi att

G Es VyVz((zEy NzEz2) = y = 2).

Vi har alltsa visat att en tolkning s satisfierar formeln A om och endast om s(z) &r en
nod med hogst en granne. Séledes definierar A mangden av noder med hogst en granne.

Familjen av definierbara méangder i en modell ar sluten under unioner, snitt och kom-
plement, dvs. om P och P’ &r definierbara i M s ar ocksdé PUP’, PN P’ och dom(M) — P
det. (Familjen &r en Boolesk algebra.) Detsamma géller familjen av definierbara relationer.

Om R &r en binér relation pa en méngd M &r den forsta projektionen av R méngden
av element a sa att (a,b) € R stammer for nagot b € M. Pa motsvarande sétt ar den andra
projektionen av R méngden av b € M si att (a,b) € R for nagot a € M. Projektionerna
av definierbara relationer ar definierbara (varfor?).
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2.6 Substitution

Lat x vara en variabel, ¢ en L-term och A en L-formel. Vi vill underséka A(t/z), den formel
vi far da vi substituerar t for alla fria férekomster av x. Men om A ar Jy x < y vad ar
da A(y/x)? A uttrycker egenskapen “det finns ett element storre &n z” sa vi skulle vilja
séga “det finns ett element storre &n y. Om vi substituerar y for x far vi dessvérre formeln
Jy y < y som uttrycker att det finns ett element som ar storre an sig sjalvt. Losningen pa
problemet gar ut pa att forst omdopa de bundnda variablerna i A sa att substitutionen
blir méjlig.

Eftersom tolkningen av de bundna variablerna i en formeln inte paverkar satisfieringen
av formeln sa kan vi byta ut bundna variabler utan att &ndra pa betydelsen av formeln.
Sa ar t.ex formlerna

VzRo(x,y) och VzRo(z,y)

ekvivalenta. Har méaste vi bara vara noggranna sa att vi inte binder nya variabler. Sa ar
t.ex. formlerna

VxRo(xz,y) och VyRo(y,y)

inte ekvivalenta. Men det finns en enkel 16sning pa problemet. Eftersom formeler &r dndliga
teckenstrangar forekommer det bara &dndligt manga variabler i dem. Saledes kan vi alltid
valja en ny variabel (dvs en som inte forekommer i formeln) da vi behover byta ut en
bunden variabel. Pa s& sétt kan vi &ndra var ursprungliga formel till en ekvivalent formel
dér substitutionen ar mojlig. “Mojlig” definieras exakt av konceptet “fri for”.

Definition 58. En L-term t &r fri for en variabel x; i en L-formel A om ¢ inte innehaller
nagra variabler som vid substitutionen av t for alla fria forekomster av x; blir bunden av
en kvantifikator i A.

Eftersom de enda termer vi kéinner hittills utgors av variabler och konstantsymboler
innebar “t ar fri for 2”7 att ¢ inte ar en variabel som blir bunden da den substitueras for
alla fria forekomster av x 1 A.

Definition 59. Lat L vara ett lexikon, A en L-formel och t en L-term. Med notationen
A(t/x;) avser vi resultatet av substituitionen av t for alla fria forekomster av z; i A. Vi
anvander notationen A(t/z;) bara da t ar fri for x; i A.

Exempel 60. e 2z ir fri for x i R(x,y) A VyR(z,y). Om vi substituerar z for = far vi
R(z,y) AVy(z,y).

e z drinte fri for x 1 Iz R(x, 2) A\VyR(x, y) eftersom en substitution skulle ge 3z R(z, 2) A
VyR(z,y) dér en fri forekomst av x har blivit en bunden forekomst av z.

e En konstant &r fri for varje variabel x; i varje formel eftersom konstanter inte inne-
haller variabler som kan bli bundna i substitutionen.

Observera att da vi omdoper bundna variabler ar resultatet en ekvivalent formel, medan
substitution inte resulterar i ekvivalenta formler. Py(z) och Py(y) &r inte ekvivalenta, vi
kan enkelt konstruera en modell och tolkning som satisfierar den ena men inte den andra.

Vi tar hiir i bruk notationen M (s) for virdet av termen ¢ i modellen M under tolk-
ningen s. Vi minns att om ¢ dr en variabel z; sa dr t™(s) = s(z;), om t dr en konstant c;
sd dr tM(s) = cM.

Lemma 61 (Substitutionslemmat). Lat L vara ett lexikon, A en L-formel och t en L-
term. Om t dar fri for x i A sa dr foljande pastaenden ekvivalenta for alla L-modeller M
och M-tolkningar s:
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1. M =5 A(t/x)
2. M yam) A, dir a = tM(s).
Bevis. Beviset lamnas som 6vningsuppgift at lasaren (strukturell induktion). O

Med hjalp av substitutionslemmat kan vi visa att
VzA = A(t/x).

Lat ndmligen M vara en modell och s en M-tolkning sa att M =5 VzA. Lat nu a =
tM(s) € dom(M). Da giller M Fs(a/z) A och enligt substitutionslemmat dirmed M =
A(t/x).

Pa motsvarande satt kan vi se att

A(t/z) = JzA.
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2.7 Naturlig deduktion

I satslogiken introducerade vi deduktion som ett behéndigare séatt att finna logiska kon-
sekvenser dn vad sanningsvardetabeller ger. I predikatlogiken har vi inga sanningsvarde-
tabeller sa deduktionen blir &n viktigare. Det gar att bevisa att validitet &r ett s.k. icke
berdkningsbart problem, d.v.s. det finns ingen algoritm som avgdr om en given formel &r
valid eller inte.

I satslogiken byggde vi upp deduktioner med introduktions- och elimineringsregler for
konnektiven. Samma regler anvinder vi inom predikatlogiken. Eftersom predikatlogiken
dessutom har kvantifikatorer behéver vi fler regler. Idén &r fortfarande densamma, vi bygger
deduktioner med hjilp av introduktion och eliminering.

Elimineringsregeln for allkvantifikatorn ar

Ve A

At)z) "

Notera att ¢ maste vara fri for x (annars ar A(t/x) inte definierad). I 6vrigt far ¢ vara en
godtycklig term. Motiveringen till regeln kommer av att iplikationen Yz A — A(t/z) ar
valid.

I regeln for introduktion av allkvantifikatorn behovs ett tilldggsvillkor.

A
Vz A

Villkor:  far inte forekomma fri i ndgon (ostruken) premiss som forekommer i deduktionen
av A.

Villkoret behovs for att hérledninssteget skall vara sunt. Intuitivt uttrycker A nagon
egenskap av z. Fran att ett visst element har den egenskapen kan vi inte hérleda att
alla element skulle ha den. Men om héarledningen inte innehaller premisser dar = skulle
forekomma fri, sa har vi inte gjort nagra antaganden om x. Saledes kunde x vara vilket
element som helst och darfor giller Vz. En noggrannare motivering kommer i beviset av
sundhetsteoremet i foljande avsnitt.

V1

Exempel 62. Ett enkelt exempel pa anvindning av eliminerings- och introduktionsreglerna
for allkvantifikatorn &r foljande.

VaP(z)
Py)

— VI
VyP(y)

Notera att y ar fri for = i P(z) och att y inte férekommer fri i premissen Yz P(z).
Den enkla regeln for existenskvantifikatorn ar introduktionsregeln:
A(t/x)
dzA

Det enda kravet hér ar att t maste vara fri for x. I 6vrigt kan ¢ vara en godtycklig term.
Regeln motiveras med att A(¢/x) — 3z A ar valid.
For att eliminera en existenskvantifikator behovs ett tilliggsvillkor. Regeln ar:

31

4]

dz A B

B JE
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Villkor: x far inte férekomma fri i B eller i nagon ostruken premiss som férekommer i
deduktionen av B, forutom i A.

Resonemanget i regeln padminner om det i elmininering av disjunktion. Informellt re-
sonerar vi: Vi vet att JzA stdmmer. Vi gor ett tillfalligt antagande att A stdmmer (dvs
att x ger det virde som satisfierar A) och hérleder nagot allméngiltigt darifran. Om var
slutsats inte sdger nagot om x spelar det ingen roll vilket element det &r som satisfierar A,
slutsatsen ar &dnda giltig eftersom ndgot x duger. Sa vi drar slutsatsen B och stryker var
tillfalliga premiss A.

Exempel 63. Vi harleder dx A fran —Va—A.

[A]"
dz A [—3z AJ?
JrAAN-JzA

-A
Vr-A v obs —Vr-A
Ve—A A -Vr—-A
——dzx A
dzA

obs: x forekommer inte fri i =3z A, den enda ostrukna premiss vi har kvar i det hér skedet.
Ezempel 64. Vi hérleder —Vax—A fran JxA.

31

A1

A1

-2
-E

[Vo— AL
[A]? -A
AN-A
dz A —Vr—A
—Vx—A

obs: x forekommer inte fri i =Vax—A och den enda ostrukna premiss vi har kvar i deduktionen
av “Vr—A dr A dar x fick forekomma fri.

VE

A1
-1, 1
J E, 2, obs

Formellt kan vi definiera naturlig deduktion som i Definition 19, med négra additioner:

Definition 65. Méangden av deduktioner Z i predikatlogiken definieras som i definition

19 med den skillnaden att triviala deduktioner (punkt 1.) utgors av predikatlogiska formler
A samt med féljande tillagg:

12. Om P ar en deduktion och z; inte forekommer fri i nagon ostruken premiss i

A
P P
deduktionen , s ar A en deduktion.
A
D P
13. Om ar en deduktion och ¢ ar en term som ar fri for x; i A s4 ar  Va;A
en deduktion.
P P
14. Om ar en deduktion och ¢ ar en term som é&r fri for x; i Asa ar A(t/x;)
A(t/x;) ——
en deduktion.
P A
15. Om och @ é&r deduktioner och z; inte forekommer fri i B eller i nagon
A
ostruken premiss i deduktionen @Q , forutom i A, sa ar
B
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en deduktion.

Om S ar en méngd predikatlogiska formler och A &r en predikatlogisk formel anvinder
vi som foérut notationen

SEA

for att beteckna att det finns en naturlig deduktion av A sa att premisserna ar i S.
Vi sammanstéller deduktionsreglerna i Tabell 4.

t maste vara fri for x; 1 A

Introduktion Elimination
. . A B AANB AANB
Konjunktion A5 " I 1) E —5 E
4] [B]
. . . A B : :
Disjunktion AV B v I AV E v I AVE o o
e VE
4]
Implikation B A % A g
A-B !
4] 18]
Ekvivalens B A Ao % A 5 Ao i B g
AoB O
[A]
3 : _|_|A
Negation ‘ -E
g BA=B | A
-A
V:?A vl _ A VE
Allkvantifikator x; far inte forekomma fri i nagon ) A(t/ 33@) . .
premiss i deduktionen av A t maste vara fri for 2; 1 A
4]
A(t/z;) :
Existenskvantifikator A Ja; A B .

x; far inte forekomma fri i B eller i nagon
premiss i deduktionen av B, féorutom i A

Tabell 4: Predikatlogikens deduktionsregler
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2.8

Sundhet

Niésta steg ar att bevisa sundhetsteoremet for naturlig deduktion inom predikatlogiken. Vi
har fyra nya regler sa vi har alldeles nya bitar som vi maste visa ar sunda. Men vi méste
ocksa ga igenom de gamla reglerna, eftersom vara formler och var definition av sanning
avviker fran satslogikens. Vi kallar en deduktion inom predikatlogiken sund om slutsatsen
av deduktionen ar en logisk konsekvens av premisserna, dvs. varje modell och tolkning som
satisfierar premisserna satisfierar slutsatsen.

Teorem 66 (Predikatlogikens sundhetsteorem). Lat L vara ett lexikon. Om S dr en mdngd
L-formler, A en L-formel och St A sa dar A en logisk konsekvens av S.

Bewvis. Vi bevisar teoremet med induktion &ver strukturen av naturliga deduktioner.

1.

3.-11.

12.

13.

14.

Om P ér den triviala deduktionen A s& dr A en premiss. Saledes om M och s
satisfierar premisserna till P sa géller M =, A.

. Antag som induktionshypotes att deduktionerna P och g ar sunda. Lat R vara

A

P Q
deduktionen A B . Lat vidare M vara en L-modell och s en M-tolkning sa

att M |=4 C for varje premiss C' i R. Eftersom premisserna i P och Q &r premisser
i R och P och Q &r sunda méaste vi ha M =4 A och M |, B. Enligt Tarskis
sanningsdefinition géller d& M =4 A A B. Saledes &r A A B ér en logisk konsekvens
av premisserna till R.

De 6vriga reglerna for konnektiven bevisas genom motsvarande modifikation av be-
visen i Teorem 20.

Lat P vara en deduktion dir x; inte forekommer fri i ndgon premiss. Antag som

A
P P
induktionshypotes att deduktionen A ar sund och lat R vara deduktionen A

. Lat M vara en L-modell och s en M-tolkning som satisfierar alla premisser i
R och saledes i P. Lat a € dom(M) vara ett godtyckligt element. Eftersom z;
inte forekommer fri i premisserna till P si satisfieras de #ven av tolkningen s(a/x;)
enligt Lemma 55. Eftersom P &r sund géller M [=,(,/5,) A och saledes enligt Tarskis
sanningsdefinition M =, Va; A.

Antag som induktionshypotes att P ar en sund deduktion. Lat R vara deduk-

P
tionen  Va; A dar ¢ ar fri for variableln z; i A. Lat M och s satisfiera premisserna
Alt/xi)

till R och saledes till P. Enligt induktionhypotesen géller M =, Vz; A. Saledes géller
fér varje a € dom(M) att M [=4(q/a,) A och da i synnerhet
M M) jzs) A-

Eftersom t ar fri for x; i A géller enligt Substitutionslemmat (Lemma 61) M =,

Antag att A (Z; ) ar en sund deduktion och t ar fri fér z; i A. Lat R vara deduk-
T
P
tionen A(t/z;) . Lat M och s satisfiera premisserna till R. Dessa &r samma som
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premisserna till P s enligt induktionshypotesen giller M |=¢ A(t/x;). Enligt Substi-
tutionslemmat (Lemma 61) géller dd M = (Mg /,) A Eftersom tM(s) € dom M
sa giller M =4 Jz; A.

A
15. Antag att Elf A och @ &r sunda deduktioner och att x; inte férekommer fri i B
i
B
[A]
eller i nagon premiss i Q forutom i A. Lat R vara deduktionen P Q9 .

B
Lat M och s satisfiera premisserna till R. De satisfierar d& premisserna till P och
dérmed enligt induktionhypotesen Jx;A. Det finns alltsd nagot a € dom(M) sa att
M =(a/z;) A Sledes satisfierar s(a/z;) premissen A i Q. Eftersom s satisfierar de
ovriga premisserna till @ och z; inte forekommer fri i dessa sa satisfierar s(a/x;) alla
premisser i Q. Enligt induktionshypotesen giller da M |=4(,/,) B. Eftersom z; inte
forekommer fri i B géller enligt Lemma 55 M =, B.

O
Korollarium 67. Om det finns en naturlig deduktion av A sé dr A valid.

Bevis. Om A har en naturlig deduktion utan premisser s& satisfierar alla modeller och
tolkningar premisserna i deduktionen. Enligt sundhetsteoremet satisfierar de da A. O

Sundhetsteoremet anvénder vi pa motsvarande satt som inom satslogiken. Om vi vill
visa att det inte finns en deduktion av en formel A, eventuellt fran en given méngd pre-
misser, sa kan vi visa att formeln inte &r valid, resp. en logisk konsekvens av premisserna.
Av sundhetsteoremet foljer da att A inte kan hérledas.

Ezempel 68. Vi visar att det inte finns en naturlig deduktion av formeln IyVzRy(z,y) fran
formeln Y23y Ro(z,y). Lat ndmligen dom(M) = {0,1} och R} = {(0,1), (1,0)}. Da géller
for varje M-tolkning s (en skulle récka) att

o (s(0/2)(1/y)(2),5(0/2)(1/y)(y)) = (0,1) € Rg", st M F=yo/m)y) Rolz,y), sa
M }:S(O/x) EIyRO(:c,y)

o (s(1/2)(0/y)(x),s(1/x)(0/y)(y)) = (1,0) € Ry', s& My 207 Ro(x,y), s&
M Ey1/z) FyRo(z,y)

dvs. for varje a € dom(M) giller M =4, /¢y JyRo(z,y) och siledes M =5 VzIyRo(z,y).
Anda giller for inget a € dom(M) att (a,a) € R}M. Sa M = s(a/y)(a/z) Ro(,y), och
dirmed M W~ (q/y) Vo Ro(,y), hur vi én véljer a. S& M =5 3yVoRo(z,y).
Vi har visat att JyVezRo(z,y) inte ar en logisk konsekvens av Vz3yRo(z,y). Enligt
sundhetsteoremet géller da

{VxIyRo(z,y)} I/ IyVzRy(z,y).
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2.9 Axiom och teorier

I avsnitt 2.5 definierade vi predikat och relationer inom en modell. Ett besldktat fenomen
ar da vi anvander méngder av predikatlogiska satser, teorier, for att beskriva klasser av
modeller. I det hér avsnittet definierar vi vad en teori ér och ger enkla exempel pa teorier.

Definition 69. Lat L vara ett lexikon. En (L)-teori T &r en méngd L-satser. Elementen
i T &r teorins ariom. Om M &r en L-modell sa att M = A for alla A € T sa é&r M en
modell for T. Om en sats B ar harledbar ur T" sa ar B ett teorem i T'.

Exempel 70. Lexikonet for grafer bestar av en tvastéllig relationssymbol, oftast E. En graf
ar en binér relation som ar symmetrisk och irreflexiv. Axiomen for grafer ar

1. VaVy(zEy — yEx) (symmetri)
2. Ve—xEx (irrreflexivitet)

En modell &r alltsa en graf om och endast om den satisfierar axiomen ovan.
Ett exempel pa ett teorem i grafteorin ar VaVy(xEy — -z = y) (som &r ett annat sitt
att uttrycka irreflexiviteten).

Ezempel 71. Ett annat bekant exempel ar axiomen for en linjar ordning (med lexikonet

L={<}):
1. Vz—x < z (irreflexivitet)
2. VaVyVz((z < y ANy < z) = x < z) (transitivitet)
3. VaVy(z < yVy <z Vz=y) (totalitet)

Exempel pa linjara ordningar &r de naturliga talen eller de reella talen med sin naturliga
ordning “mindre &n”.

Exempel pé teorem i teorin ar: VaVy(z < y — -y < z) och VaVyVz(z < y — (z <
zVz<vy)).

Exempel 72. Vi har givit identitetsymbolen = en speciell roll: den tolkas i varje modell M
som den riktiga identiteten

=M= {(a,a) | a € dom(M)}.

Dethér bruket styrs av att vi i all tysthet antagit att alla modeller vi granskar &r modeller
for identitetsaxiomen:

1. Vxx==x

2. VaVy(xr =y >y =x)

3. VaVyVz((r =y ANy =2) >z = 2)

4. Vay((z = y A Pu(z)) = Po(y))

5. Vava'Vyvy' ((x = y A2’ =y A Ry(z,2')) = Ry(y,Y))

Exempel pé teorem i teorin for identitet &r Vady x = y och daVy x = y — VaVy = = y.

Da vi hérleder satser med identiteter innebar vart tysta antagande att alla modeller
satisfierar identitetsaxiomen att vi far anvéinda dem som premisser i hirledningen. Sa kan
vi t.ex. héirleda Vo Py(x) fran formlerna Vx x = ¢ och Py(c):
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VaVy(lx =y — y = x)

vavy((e =y A Ro@) > Poy) o SV OYEE) L Yrz—e
V(e =y A Po(e) > Foly) =2 T R
(c=x N Py(c)) = Po(x) c=1x A Py(c) .
MVI obs
VzPy(x)

obs: x forekommer inte fri i ndgon premiss

Ezxempel 73. For varje n € N kan vi uttrycka att en modell har hogst n element med

axiomet:
g .. Jx,Vy(ly =z V- Vy = ax,).

Inom forsta ordningens logik kan vi emellertid inte uttrycka att modellens domén ar édndlig.
Dethar bevisas t.ex. pa kursen i matematisk logik och grundkursen i modellteori.
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2.10 Semantiska trad

I satslogiken anvénde vi semantiska trad for att finna virderingar som satisfierar roten
i tradet eller for att visa att sddana inte finns. P4 motsvarande sétt kan vi inom predi-
katlogiken anvinda semantiska triad for att finna modeller och tolkningar som satisfierar
rotformeln eller for att visa att sddana inte finns.

I predikatlogiken innehéaller semantiska trédd bade satser och 6ppna formler. Nedbryt-
ningsreglerna for konnektiven &r desamma som i satslogiken. For kvantifikatorerna behovs
fyra nya regler:

o Allkvantifikatorn:

Vr A -Vz A

| |
A(t/x) —A(ci/)

I den forsta regeln ar ¢ en godtycklig term som forekommer péd samma gren som
Vz A, med begransningen att ¢ maste vara fri for i A. I den andra regeln ar ¢; en
ny konstant.

e Existenskvantifikatorn:

drx A —dzA

| |
A(c;/x) —A(t/x)

I den forsta regeln ar ¢; en ny konstant. I den andra regeln &r ¢ en godtycklig term
som forekommer pa samma gren som —3drA, med begransningen att ¢ ar fri for x i

A.

Da vi tillampat reglerna

-Vz A eller dz A

| |
—A(ci/x) A(ci/x)

kan vi markera dem som behandlade (med v'). Vi har d& introducerat nya konstan-
ter som bevittnar formeln. De tva andra kvantifikatorreglerna markeras aldrig. De maste
tillimpas pa nytt varje gang en ny term dyker upp pa grenen. Om det inte finns konstanter
pa grenen kan man anvéanda konstantsymbolen cg.

I tabell 5 finns nedbrytningsreglerna for semantiska trad sammanstéllda.

Exempel 74. Med hjalp av semantiska trad kan vi konstruera modeller for givna satser
(om sadana existerar). Vi anvinder ett semantiskt trad for att finna en modell for satsen
JxVyR(x,y) N ~VeR(x,x).
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ANB —(AAB)
| N
Konjunktion A -A =B
|
B
AVvB —(AVB)
N |
Disjunktion A B ~A
|
-B
Negation ll —|‘A J4
| |
X X

A— B —(A— B)
PN |
Implikation -A B A
\
-B
A< B —(A+ B)
PN N
Ekvivalens A A A =A
\ \ \ \
B -B —-B B
Vz A -Vz A
Allkvantifikator \ \
At/z)  —Alci/z)
. drA —-3JzA
Existens- | |
kvantifikator Ales/z)  —A(t/z)

Tabell 5: Nedbrytningsreglerna for semantiska trad i predikatlogiken

xVyR(z,y) N —VzR(x,z) v

JxVyR(z,y) v

—VzR(z,x)v

VyR(co,y)

—\R(Cl, Cl)

R(co, co)

R(C(]a Cl)

Med hjélp av tradet kan vi konstruera modellen M = (M, R, g, c;) dar M = {0, 1},
RM = {(0,0),(0,1)}, ¢t = 0 och ¢ = 1. Det ir litt att se att M |= JaVyR(z,y) A

—VaR(z,x).

Exempel 75. Semantiska trad ar inte alltid det enklaste sdttet att finna en modell. Vi
vet (6vning 9.7) att det finns en tvaelementsmodell M sa att M | Vy3dzR(x,y) men
M = JxVyR(z,y). Men forsoker vi hitta en modell med ett semantiskt tréd far vi:
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Vy3zR(z,y) A -FaVyR(z,y) V]|

|
VyJzR(z,y)

|
—JzVyR(z,y)

|
AxR(z,co) v

|
R(Cl, Co)

|
_'VZ/R(C(), y) v

|
—'R(Co, CQ)

|
AxR(z,c1) v

\
R(cs,c1)

\
—VyR(c1,y) v

\
—R(c1,cq)

|
AxR(z,c2) v

\
R(cs, c2)

Tradet hjdlper oss visserligen att konstruera en modell M med

dom(M) = {¢; : i € N},
RM = {(62i+1,cl') NS N}

och det &r enkelt att kontrollera att M = Vy3xR(z,y) A ~JxVyR(x,y), men det ger oss
inte den enklaste mdjliga modellen.

Styrkan i semantiska trad ligger i de fall da de inte ger en modell. Ett semantiskt bevis
for en formel A ar ett semantiskt trad for —A déar alla grenar &r slutna. Det visar att
det inte finns en modell M och en tolkning s sa att M =4 —A, dvs. alla modeller och
tolkningar méaste satisfiera A. Metoden bygger pa foljande teorem:

Teorem 76. Om en formel A har ett semantiskt bevis sd dr A wvalid.

Bevis. Om A har ett semantiskt bevis sa finns det ett semantiskt trdd P med —A som
rot och dér alla grenar ar slutna. Om nu A inte &r valid s& finns det en modell M och
en tolkning s s& att M =5 —A. Idén i beviset dr att med induktion finna en gren i P s&
att alla formler pa grenen satisfieras av M och s. Eftersom alla grenar ar slutna finns det
en formel B s& att bade B och —B finns pa grenen och ddrmed méste M =5 B A =B
vilket &r omdjligt. Teoremet bevisas med induktion och vi ger nedan en skiss av beviset.
Ett noggrant bevis skulle kréva mer detaljer i och med att vi i kvantifikatorstegen tvingas
utvidga det ursprungliga lexikonet for M.

I induktionens bassteg skall vi visa att M och s satisfierar roten pa tradet, dvs —A,
vilket stdmmer pa grund av vart antagande.

I induktionssteget antar vi som induktionshypotes att vi har tagit oss nerat lings en
gren till en formel B sa att B och alla tidigare formler pa grenen satisfieras av M och s. Vi
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antar ocksd att vi inte r mitt i tillampningen av en regel, dvs. B &r inte den forsta av tva
formler som tillagts p& grenen vid tillimpande av en nedbrytningsregel som ger tva formler
pa en gren (t.ex. B A C). Hur vi fortsatter nerat beror pa vilken regel som tillampats i
tradet efter B.

e Konjunktion

CAD ~(C'A D)
\ PN
C -C =D
\
D

Om f6ljande formler har kommit fran en tillimpning av regeln fér konjunktion pa
formeln C' A D sa fortsdtter grenen efter B med formlerna C' och D. Eftersom vi
tillampat nedbrytningsregeln pa formeln C' A D maste den férekomma tidigare pa
grenen och enligt induktionshypotesen géller da M =5 C' A D. Men da géller bade
M =5 C och M =5 D och vi kan vandra tva steg vidare pa grenen.

Om triadet forgrenar sig pa grund av en tilldimpning av regeln for en negation av en
konjunktion pa formeln —(C A D) sa géller som ovan att formeln i fraga finns pa
grenen och diarmed giller M =5 —(C A D). D& galler M £, C' A D s& antingen
galler M s, C eller M [~y D, dvs. M =5 —C eller M =4 —D. Beroende pa
vilkendera formeln som satisfieras valjer vi den vénstra eller den hogra forgreningen
och fortsdtter ett steg vidare.

e De 6vriga konnektiven (V,—, <>, —) lamnas at lasaren.

o Allkvantifikator

VaC —VzC
| |

C(t/x) —C(ci/x)
Om foljande formel pa grenen har kommit fran en tillampning av regeln for VazC
och nésta formel dr C(t/x) s& géller enligt induktionshypotesen M |, VzC. Om
tolkningen av ¢ &r a sa galler M lzs(a /z) C och enligt substitutionslemmat M =3
C(t/x). Om ¢t &nnu inte har en tolkning i M kan vi fritt vélja den och fortfarande
giller M =5 C(t/x). Saledes kan vi ga ett steg vidare i tradet.

Om f6ljande formel pa grenen har kommit fran en tilldmpning av regeln for —vVzC
och nésta formel ar —-C(¢;/x) sa géller enligt induktionshypotesen M =5 =VxC'". Det
finns da ett element a i M sa att M =44/, —~C. Eftersom ¢; &r en ny konstant-
symbol har den &dnnu ingen tolkning i M sa vi kan vélja ¢;" = a. Da giiller enligt
substitutionslemmat M =5 =C(¢;/x) och vi kommer ett steg vidare i tradet.

e Existenskvantifikatorreglerna behandlas pa motsvarande satt.

Eftersom vi antog att alla grenar i P &ar slutna, méaste P vara dndligt. Saledes nar vi till
slut &ndan av en gren (med ett X) och méaste ha stétt pa en kontradiktion pa vigen. [J
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2.11 n-stalliga predikat och funktioner

Vara exempel pa relationer hittills har begréansats till enstélliga predikat P; och tvastélliga
relationer R;. Da vi utvidgar vart lexikon till relationer med storre stallighet behover vi
en metod att mérka ut stilligheten pa relationen. Vi 16ser problermet genom att beteckna
n-stélliga relationssymboler med

Ry, RY, osv.

Da ir tolkningen av R? i M, (R?)M en n-stiillig relation i M = dom(M)

(RM €M™

Vi definierade atoméra formler och deras satisfiering for n-stélliga relationer sa det enda
tillagg vi behover gora ar i identitetsaxiomen. Dar tillagger vi axiomet:

o Vai ... Vo,Vyi.. Vyp((z1 =1 A Axp =yn AR (21, ..., 20)) = Ryt ... Yn))

Den storsta skillnaden far vi da vi tillater funktionssymboler i lexikonet. Med hjélp
av funktionssymboler kan vi inom logiken granska funktioner i vara modeller. Funktio-
nerna kan vara enstilliga, som t.ex. 27! och cos(z) eller flerstilliga som t.ex. de linjéra
avbildningarna 2z + 3y — z och = — y.

For att kunna ndmna funktioner i formlerna introducerar vi fér varje n > 0 n-stélliga
funktionssymboler

Fy, FT,. .. (i praktiken ofta F, F', G,G’,...)

Da ett lexikon L innehéaller funktionssymboler maste varje L-modell M ha en tolkning av
dem. Tolkningen av en n-stillig funktionssymbol F* &r en (total) n-stéllig funktion i M:

(EMM . M™ — M.

Funktionssymbolernas inverkan pé formlerna ligger i att de ger oss nya termer. Genom
sammansatta funktioner ger varje funktionssymbol oss odndligt (numrerbart) manga nya
termer. Nagra exempel ar

F(Jl(ﬂj)7 Fll(c())a FOQ(‘Tch)ﬂ F()Z(Fll(x)ay)v

Termer som inte innehaller variabler kallas konstanttermer. Férutom konstanter kan dessa
dven innehélla funktionssymboler, som t.ex. Fg(cg, c1).
Termerna anvéands sasom tidigare i atoméra formler

o t) =ty, tiex. F(x) = FZ(co, F3(x,y,2))

o RI't1,...,tn), teex. R (x, F}(x), F)(Fj(x)))

For att veta nér dessa satisfieras maste vi utvidga var definition av virdet pa en term:
1. Om t = x; s& dr tM(s) = zM(s) = s(x;).

2. Om t = ¢; sa ir t"M(s) = cM(s) = M.
3. Om t = EM(ty,...,t,) s& dr tM(s) =

FM(ty, ... t) M (s) = (F)M@EMs), ... tM(s)).

1
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For att tolka en term F'(¢1,t2) maste vi alltsa forst finna vérdet av termerna ¢ och to (in-
duktiv definition). Det hér ger oss tva element, ség a och b, i M. Sedan ser vi vilken funktion
F star for och finner den tvastilliga funktionen FM : M2 — M. Da &r F(t1,t2)(s) helt
enkelt virdet FM(a,b), ett element i M.

Ezempel 77. Lat M = (N, FM GM ¢ M) dar FM(m) = m + 1, GM(m,n) = m + n,

3 =0 och ¢ = 1. Vi vill avgdra om

M= Fla) = G(z,y)
da s(x) = 0 och s(y) = 2. Nu ar
F(en)"(s) = FM(c{(s)) = FM(ce{) =1+1=2

och
G(z,y)M(s) = GM(@M(s), y™(s)) = GM(s(x),s(y)) =0 +2 = 2.

Alltsa dr F(ep)™(s) = G(x,y)M(s) och enligt Tarskis sanningsdefinition (fér formler av
formen ¢ = t') géller

M s F(e1) = G(z,y).

Ezxempel 78. Med en funktionssymbol o i lexikonet kan vi t.ex. behandla gruppoperationer.
Gruppaxiomen ar da foljande predikatlogiska formler (for enkelhets skull har vi ocksa
inkluderat en konstantsymbol e fér neutralelementet):

VavgYa((zoy) o5 = 20 (yo 2))
Ve(roe=xANeox =ux)
Vedy(xroy=eAyox =e)

Nu ar varje {o, e}-modell G som uppfyller axiomen en grupp. Observera att slutenhetsax-
iomet “for alla a,b € G géller a o b € G” foljer av att o ar en funktionssymbol och méste
tolkas som en total funktion i G.

Ezempel 79. En annan klassisk struktur ar (N, s) dér s ar efterfoljarfunktionen s(n) = n+1.
Ofta inkluderar man 0 som en konstant.
Strukturen har bl.a. féljande egenskaper:

e s(n)=s(m) —n=m,
e om n # 0 sa finns ett m sa att s(m) = n.

I strukturen héller ocksa det s.k. induktionsschemat: Om A &r en {s,0}-formel s &r
(A(0/z0) AVzo(A = A(s(zo)/z0))) = VzoA

ett induktionsaxiom. Induktionsschemat bestar av alla induktionsaxiom (ett for varje A).

Med funktionssymboler i termerna maste vi vara pa var vakt vid substitutuion. Ef-
tersom termer da kan innehalla flera variabler maste vi vara noggranna da vi kontrollerar
om en term ar fri for en variabel i en formel. S& &r t.ex. termen F'(z, x) fri for « 1 VyRo(x, y)
men termen F'(x,y) ar det inte eftersom F'(z,y) innehaller en variabel som skulle bli bun-
den vid substitutionen.

I semantiska trad innebér funktionssymbolerna att vi har fler termer att ta i beaktande
vid tillampning av nedbrytningsregler for kvantifikatorer. Sa géller det t.ex. i det semantiska
beviset for Ve P(z) — P(F(c)) att substituera, inte ¢ utan F'(c) for x:
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—(VzP(x) —T P(F(c))) v
VaP(x)
|

-P (1" (c))
P(F(c))

|
X

Funktionssymboler kréver ocksa ett nytt identitetsaxiom:

Voy .. Ve, Vyr .. . Vyn((t1 =y A Axp = yn) = Fi'(z1, ...

Om vi sammanstéller alla identitetsaxiom har vi:
1. Vexx=x
2. VaVylx =y —» y = x)
3. VaVyVz((r =y ANy=2) =5z = 2)
1. Va¥y((z =y A Pal2)) = Paly)

5. VaVa'Vyvy' ((z =y A2’ =y A Ry (x,2")) = Ru(y,y'))

6. Vai...Ve,Vyr ... Vyp((1 =y1 A+ Axy = yn A R} (21, . ..

7.V Ve Yyr o Yy (e =y A Axy = yn) = FY (2, .
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2.12 Isomorfism

Om vi vill ge en modell {6r en linjar ordning med 5 element kan vi vélja heltalen
0<1<2<3<4<b.

Men vi kan lika girna vilja fem olika reella tal (t.ex. 0,25, e, 7, 4 och v/20) eller fem
abstrakta element a < b < ¢ < d < e. Strukturen ser lika ut i alla fall, endast namnen pa
elementen varierar. Dethér fenomenet uttrycker vi genom att séga att alla modeller ovan
ar isomorfa sinsemellan.

Definition 80. Lat L vara ett lexikon och M och M’ tvd L-modeller. En funktion f &r
en isomorfism M — M’ om:

1. f dr en bijektion f: M — M’ (M = dom(M) och M’ = dom(M"))
2. for varje konstantsymbol ¢ € L géller
fe) =M
3. for varje n-stéllig relationssymbol R € L och varje a1, ...,a, € M géller

(a1,...,an) € R™ om och endast om (f(a1), ..., f(an)) € RM

4. for varje n-stallig funktionssymbol F' € L och varje a1,...,a, € M géller
f(FM(alv v 70’71)) = FM,(f(al)a Ce f(an)>

Om det finns en isomorfism f : M — M’ siger vi att modellerna M och M’ ar isomorfa
med varandra.

Intuitivt uttryckt ar tva modeller isomorfa om de ar likadana i allt annat &n namnen
pa elementen.

FExempel 81. De tva graferna i Figur 6 &r isomorfa.

b 2

Figur 6: Tva isomorfa grafer

Vi ser det genom t.ex. isomorfismen f, dar

f(a)zlv f(b):37 f(C):5, f(d):27 f(€):4

for da galler att alla nodpar i den forsta grafen avbildas pa ett nodpar i den andra sé att
det forsta nodparet ar grannar om och endast om deras bilder ar grannar.

Ur logikens synpunkt &r tva isomorfa modeller likadana. Det innebér att isomorfa mo-
deller satisfierar samma satser. For att bevisa detta maste vi ga via formler. Deras sanning
i givna modeller beror emellertid pa tolkningen s& vi behover ett séitt att jamfora tolkningar
i isomorfa modeller.
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Definition 82. Lat M och M’ vara tvé isomorfa L-modeller och f en isomofism M — M’.
Vi sager att en M-tolkning s och en M’-tolkning s’ ar konjugater med avseende pa f om
s'(x) = f(s(x)) for varje variabel z.

Vi kan nu bevisa att om M och M’ ar isomorfa och s och s’ ar konjugater sa géller
for alla formler A: M |4 A om och endast om M’ =y A. Vi borjar med ett lemma om
termer.

Lemma 83. Ldit L vara ett lexikon, M och M’ isomorfa L-modeller, s en M-tolkning och
s’ en M'-tolkning sd att f : M = M’ dar en isomorfism och s och s’ dr konjugater med
avseende pa f. Da gdller for varje L-term t:

F(EM(s) = M),

Bevis. Vi bevisar lemmat med induktion &ver termer.

Fall 1: ¢ &ir en konstantsymbol c. Da ér tM(s) = ¢M och tM'(s') = <M. Eftersom
f &r en isomorfism giller f(cM) =M sa f(tM(s)) = tM (s >

Fall 2: ¢ #r en variabel z. Da ar tM(s) = s(z) och tM'(s') = §'(z). Eftersom s och
s’ &r konjugater med avseende pa f giller f(s(z)) = §'(z) sa f(tM(s)) = tM'(s').

Fall 3: ¢t &r F"™(t1,...,t,) och (induktionshypotes:) pastaendet giller for t1,. .., t,.
Da ar tM(s) = (FM)M(tM(s), ..., tM(s)) och tM' (') = (F")M (M (s'), ..., tM (s')). En-
ligt induktionshypotesen &r f(tM(s)) = tM'(s')) for varje 1 < i < n och eftersom f
ar en isomorfism giller f((F™)M(tM(s),..., tM(s))) = (F")Ml(f(tM< M, ..., FEMs))).
Saledes har vi

P REMEN (), 8s))
CE (PR FA)). )
D (M (L) ()
def tM (')

O

Teorem 84. Lit L vara ett lexikon, M och M’ isomorfa L-modeller, s en M-tolkning
och ' en M'-tolkning sa att f : M = M’ dr en isomorfism och s och s’ dr konjugater med
avseende pa f. Dé gdller for varje L-formel A:

M s A om och endast om M' =4 A

Bevis. Antag att f: M — M’ &r en isomorfism. Vi bevisar teoremet med induktion 6ver
formeln A for alla M-tolkningar s och M’-tolkningar s’ som ar konjugater med avseende
pa f.

I bassteget visar vi teoremet for atoméra formler.

Antag att A dr formeln ¢ = ¢’ och s och s’ ar konjugater med avseende p& f. Om
M =5 A sadr tM(s) = tM(s) och dirmed f(tM(s)) = f(t"(s)). Enligt Lemma 83
aroda tM(s'y = t'M'(s'). Alltsa giller M’ =y ¢t = t/. Omviint om M’ =y A si &r
tM(s"y = t"M'(s'). Enligt Lemma 83 &r da f(tM(s)) = f(t"™(s)). Eftersom f &r injektiv
giller da tM(s) = t"M(s) och dirmed M =4t =t'.

Fallet dér A ar formeln R™(t1,...,t,) lamnas som 6vningsuppgift at ldsaren.

I induktionssteget antar vi som induktionshypotes att M |=; B om och endast om
M’ g B for alla s och s’ som ar konjugater med avseende pa f. Vi antar ocksd motsva-
rande egenskap for formeln C.
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Om A ar =B och s och s’ ar konjugater med avseende pa f si giller M =; A en-
ligt Tarskis sannningsdefinition om och endast om M 4, B. Vidare giller detta enligt
induktionshypotesen om och endast om M’ [~y B dvs. om och endast om (Tarskis san-
ningsdefinition) M’ =y A.

Om A &r B A C och s och s ar konjugater med avseende pa f och M =4 A sa géller
enligt Tarskis sanningsdefinition M =4 B och M =4 C. Enligt induktionshypotesen géller
da M’ =y B och M’ =4 C och igen enligt Tarskis sannignsdefinition M’ =y BA C. Den
andra riktningen bevisas p4 motsvarande sétt.

Fallen déar A &r BV C, B — C och B < B lamnas som 6vningsuppgift at lasaren.

Lat sedan A vara 3zB och s och s konjugater med avseende pa f. Om M 5 A
sa finns det ett a € dom(M) sa att M [=y(4/,) B. Eftersom s och s ar konjugater med
avseende pa f géller for alla variabler forutom z f(s(a/z)(y)) = §'(y) = s'(f(a)/x)(y). For
z galler f(s(a/z)(x)) = f(a) = §'(f(a)/z)(x). Alltsd ar s(a/z) och §'(f(a)/z) konjugater
med avseedne pa f. Enligt induktionshypotesen galler da M’ Fs(f(a)/z) B och eftersom
f(a) € dom(M') sa giller M’ =y FzB dvs M’ =y A. A andra sidan, om M’ =y A
sa finns det nagot b € dom(M’) sa att M’ =y(/,) B. Eftersom f ér surjektiv finns det
ett v/ € dom(M) sa att f(b') = b. Vidare ar s(b'/x) och §'(f(b')/x) = s'(b/z) konjugater
med avseende pa f sa enligt induktionshypotesen géller M =4/, B. Enligt Tarskis
sanningsdefinition giller da M =, A.

Fallet dar A &r VB lamnas som 6vningsuppgift at ldsaren. O

Korollarium 85. Om M och M’ dr isomorfa L-modeller och A dr en L-sats sd gdller

M = A om och endast om M’ |= A.

Bevis. Antag att f : M — M’ dr en isomorfism och att M = A. Det hér innebér att
M = A for alla M-tolkninar s. Lat s’ vara en godtycklig M’-tolkning. Vi definierar en M-
tolkning s” enligt s”(x) = f~!(s'(x)) for varje variabel 2 (dethir ar mojligt eftersom f &r
bijektiv). D& dr s” och s’ konjugater med avseende pa f sa enligt foregiende teorem géller
M =g A om och endast om M’ =y A och eftersom M =4 A for varje M-tolkning s sé
maste M’ =y A. Eftersom s” var godtycklig géller saledes M’ =4 A for varje M'-tolkning
s, dvs M’ = A.

Om & andra sidan M [~ A sa finns det en M-tolkning s s& att M =5 A. Da kan vi
definiera en M’-tolkning s’ enligt s'(z) = f(s(z)). Da ar s och s’ konjugater med avseende
pa f sd M’ £y A och siledes M’ £ A. O

Korollariet bevisar att det inte gar att skilja at isomorfa modeller med hjélp av pre-
dikatlogiska satser. Ur logikens synpunkt &r alla isomorfa modeller likadana. En naturlig
foljdfraga ar ifall alla modeller som satisfierar samma satser ar isomorfa. Svaret &r nega-
tivt. Det gar att bevisa att t.ex. de linjara ordningarna (Q, <) och (R, <) satisfierar samma
satser (beviset bygger pa sk. Ehrenfeucht-Fraissé-spel), men eftersom Q &r numrerbar och
R inte s& kan de inte vara isomorfa. Daremot dr tva &ndliga linjéra ordningar isomorfa om
de satisfierar samma satser. Dethér beror pa att vi da kan uttrycka hur manga elementen
ar.
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