A. Hirvonen (Mat & til, HY)

Logiikka |

Asa Hirvonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

31.3.2014

o F
Logiikka |



Aksioomat ja teoriat

Maaritelma

Olkoon L aakkosto. (L-)teoria T on joukko L-lauseita.
Joukon T alkiot (lauseet) ovat teorian aksioomat. Jos
M on L-malli, joka toteuttaa kaikki T:n lauseet, niin M
on teorian T malli. Jos lause A voidaan paatelld T:n
aksioomeista, A on T:n teoreema.
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Esimerkki: verkot

Olkoon L = {E} verkkojen aakkosto (E on
kaksipaikkainen relaaitosymboli).

@ [-malleja ovat kaikki mallit, joissa on tulkinta
symbolille E (jarjestysrelaatiot, verkot, tyhja
relaatio)

@ verkkoja ovat ne verkkoteorian aakkoston mallit,
jotka toteuttavat verkkoteorian aksioomat
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Verkkoteorian aksioomat

G1 Vx —xEx (irrefleksiivisyys)
G2 VxVy(xEy — yEx) (symmetrisyys)
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Jarjestysaksioomat

J1 ¥x—x < x (irrefleksiivisyys)
J2 VxVyVz((x <y Ny < z) = x < z) (transitiivisuus)
J3 VxVy(x <y Vy < xVx=y) (totaalisuus)
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|dentiteetti

Olemme antaneet identiteettisymbolille erityisen
merkityksen

=M= {(a,a) : a € dom(M)}

Tama johtuu siita, ettd kaikessa hiljaisuudessa olemme
olettaneet, etta kaikki tutkimamme mallit toteuttavat
identiteettiaksioomat
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|dentiteettiaksioomat

|1 Vxx =x

12 VxVy(x =y = y = x)

13 VxVyVz((x =y ANy =2) = x = 2)

14 VXVy((X =yA 'Dn(X)) — 'Dn(y))

15 VxVx'VyVy'(x =y AX =y NRi(x,x")) —
Ra(y,¥"))
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Muita teorioita

@ ryhman aksioomat
@ kunnan aksioomat
@ vektoriavaruuden aksioomat

Nama edellyttavat funktiosymboleita aakkostoon.
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Muita teorioita

@ ryhman aksioomat
@ kunnan aksioomat
@ vektoriavaruuden aksioomat

Nama edellyttavat funktiosymboleita aakkostoon.

Analyysin kurssilla esitetyt reaalilukujen aksioomat eivat
ole esitettavissd ensimmaisen kertaluvun teoriana.
(ongelmana taydellisyysaksiooma: kaikilla epatyhjilla
ylhdalta rajoitetuilla osajoukoilla on supremum)
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Vertailu

Maariteltavyys Aksioomat
joukkoja, relaatioita anne- kokoelma malleja
tun mallin sisalla

yksi kaava joukko lauseita
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Paattely aksioomeilla

@ tahan asti olemme paatelleet valideja kaavoja
(paattely ilman oletuksia) tai loogisia seurauksia

@ kun haluamme paatella teoreemoja, otamme
yksinkertaiseksi annetun teorian oletusjoukoksi

@ sopimus: koska oletamme kaikkien mallien
toteuttavan identiteettiaksioomat, ne voidaan aina

kdyttda paattelyssa (jos kaavoissa esiintyy
identiteettid)
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Esimerkkeja

© Paattele lause VxPy(x) lauseista Vx x = ¢ ja po(c).
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Esimerkkeja

@ Paattele lause VxPy(x) lauseista Vx x = ¢ ja po(c).
@ Paiittele lause IxVyx = y — VX'Vy/x' = y/.
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Esimerkkeja

@ Paattele lause VxPy(x) lauseista Vx x = ¢ ja po(c).

@ Paiittele lause IxVyx = y — VX'Vy/x' = y/.

@ Piittele lause VxVy(x < y — —y < x) jarjestyksen
aksioomeista.
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Semanttiset puut

@ konnektiivien saannot sellaisenaan
predikaattilogiikan kaavoille

@ uudet saannot kvanttoreille

@ idea: propositiologiikassa etsittiin juuren toteuttavaa
totuusjakaumaa; predikaattilogiikassa mallia
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Semanttisten puiden kertaus: konjunktion

saannot
ANB —(AA B)
| P
A -A —-B
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Semanttisten puiden kertaus: disjunktion
saannot

AV B —~(AV B)
P |
A B -A

-B
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Semanttisten puiden kertaus: negaation
saannot

—-—A A —-A
| | |
A —A

| |
X X
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Semanttisten puiden kertaus: implikaation
saannot

A— B —(A — B)
P |
-A B A

-B
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Semanttisten puiden kertaus: ekvivalenssin
saannot

A+ B —(A < B)
N N
A —A A —A
| .
B —-B -B B
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Universaalikvanttorin s3annot

VxA —VxA
| |
A(t/x) —A(c;/x)

@ t termi, joka esiintyy samalla oksalla kuin ¥xA ja on
vapaa x:lle A:ssa (kdytetdan cp, jos oksalla ei
termeja)

@ ¢; uusi vakiosymboli
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Eksistenssikvanttorin saannot

IxA —3xA

| |
A(ci/x) —A(t/x)

@ ¢; uusi vakio

@ t termi, joka esiintyy samalla oksalla kuin =3xA ja
on vapaa x:lle A:ssa
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Kvanttorisdaantojen kaytto

Kun kaytamme saantoja
-VxA  tai dxA

| |

—A(ci/x) A(ci/x)

ja tuomme uuden vakion kaavan “todistajaksi”, kaava
merkitdan kasitellyksi (merkilla v').

Kahta muuta kaavaa (VxA ja —3xA) ei koskaan merkata
ja niita sovelletaan uudestaan aina, kun oksalle ilmestyy

uusi termi. Jos oksalla ei ole vakioita, kaavoja sovelletaan
kayttaen termina ¢.
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Esimerkki

Etsi semanttisen puun avulla malli lauseelle

AXVyR(x, y) A =VxR(x, x).
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