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Korjaus kurssimateriaaliin

Kurssimateriaalin lemma 2.19 (sijoituslemma):
Jos x on vapaa muuttujalle y A:ssa, niin silloin seuraavat
ovat yhtapitaivia:
Q@ M [Esay) A
Q@ M Ey5/x) Alx/y)
el pade annetussa muodossa, vaan on esim. oletettava

a = s(x).
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Sijoituslemma

Lemma

Olkoon L aakkosto, A L-kaava ja t L-termi. Jos t on
vapaa muuttujalle x kaavassa A, niin seuraavat ovat
yhtapitavia kaikilla L-malleilla M ja
M-tulkintafunktioilla s:

Q M = A(t/x)
Q@ M [=ga/x) A missi a = tM(s).
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Maanantain esimerkki: {3IxVyR(x, y)} - Vy3dxR(x,y)

[VyR(x, y)]'

V E, hl
—R(X’ Y) 3T, h2
xR(x,y) V'T h3
IXVyR(x,y)  VyIxR(x,y) _ E' .
Vy3dxR(x, y) .

hl: y vapaa y:lle kaavassa R(x, y)

h2: x vapaa x:lle kaavassa R(x, y)

h3: y ei esiinny vapaana oletuksessa IxVyR(x, y)
h4: x ei esiinny vapaana kaavassa Vy3dxR(x, y) eika
muissa oletuksissa kuin kaavassa VyR(x, y).
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Miksi toinen suunta ei onnistu?
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Miksi toinen suunta ei onnistu?

Miten osoitetaan, ettei se onnistu?
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Eheyslause

Lause (Eheyslause)

Olkoon L aakkosto. Jos S on joukko L-kaavoja, A on
L-kaava ja S = A, niin A on joukon S looginen seuraus.
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Vertailu

Propositiologiikka Predikaattilogiikka

Jos S on joukko propositio- Jos S on joukko L-kaavoja,

lauseita, A on propositio- Aon L-kaavaja St A, niin

lause ja S F A, niin § = S= A

A.

Osoitetaan, ettd jos jo- Osoitetaan, ettd jos L-malli

kin totuusjakauma toteut- M ja M-tulkintafunktio

taa oletukset, se toteuttaa s toteuttavat oletukset,

myo6s johtopaatoksen. ne toteuttavat myos joh-
topaatoksen.
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus

Todistus induktiolla.

@ Jos P on triviaali paattely A, niin A on seka oletus
ettd johtopaatos. Nain ollen, jos malli M ja
tulkintafunktio s toteuttavat paattelyn oletukset (eli
A:n), niin ne toteuttavat johtopaatoksen A.
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

© Tarkastellaan paattelya

P Q
7’4 B/\T
ANB

ja oletetaan, ettad paattelyt 75\ ja Q toteuttavat

induktio-oletuksen: Mika tahansa L-malli M ja
M-tulkintafunktio s, joka toteuttaa paattelyn P

(tai paattelyn Q) oletukset toteuttaa myds kaavan
A (tai B).
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

Olkoon M ja s sellainen L-malli ja M-tulkintafunktio,
etta ne toteuttavat tarkasteltavan paattelyn oletukset.
Talloin ne toteuttavat paattelyiden P ja Q oletukset.

Induktio-oletuksen nojalla

MEsA ja MEsB
joten Tarskin totuusmaaritelman nojalla

M= ANB.
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

3—11 Muut konnektiivisaannot vastaavasti.
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

@ Tarkastellaan paattelya

P
VxA
At/x)
issd t lle Asssa ja pasttely
misSa on vapaa X:.le SSa _]a paa ey VXA on

ehyt.
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

Olkoon M ja s sellainen L-malli ja M-tulkintafunktio,
ettd ne toteuttavat tarkasteltavan paattelyn oletukset.
Talloin ne toteuttavat paattelyn P oletukset, joten
induktio-oletuksen nojalla M =, VxA. Siten kaikilla

a € dom(M) patee M =4,/ A, joten erityisesti

M Es(emsyx) A.

Koska t on vapaa muuttujalle x A:ssa, sijoituslemman
nojalla

M |25 A(t/x).
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

@ Olkoon 72 paattely, jossa x ei esiinny vapaana

missaan oletuksessa. Tehdaan induktio-oletus, etta
P on ehyt ja tarkastellaan paattelya

P
A
VXA

vT
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

Olkoon M ja s sellainen L-malli ja M-tulkintafunktio,
ettd ne toteuttavat tarkasteltavan paattelyn oletukset ja
siten paattelyn P oletukset. Olkoon a € dom(M)
mielivaltainen. Koska x ei esiinny vapaana paattelyn P
oletuksissa, myos tulkintafunktio s(a/x) toteuttaa
paattelyn P oletukset (HT 8:16). Induktio-oletuksen
nojalla M =(,/x) A ja koska a oli mielivaltainen

M = VXA,
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

@ Oletetaan induktio-oletuksena, etta paattely

A(Z‘D/x) , missa t on vapaa x:lle A:ssa, on ehyt.
Tarkastellaan paattelya
P
Alt/x)
IxA
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

Olkoon M ja s sellainen L-malli ja M-tulkintafunktio,
ettd ne toteuttavat tarkasteltavan paattelyn oletukset ja
siten paattelyn P oletukset. Induktio-oletuksen nojalla
M =5 A(t/x). Sijoituslemman nojalla M =m(s) /) A.
Koska tM(s) € dom(M) pitee M =5 IXA.
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

@ Oletetaan induktio-oletuksena, etta paattelyt

A
ja Q ovat ehyitd ja etta x ei esiinny vapaana

P
IxA

B
B:ssa tai paattelyn Q muissa oletuksissa kuin A:ssa.
Tarkastellaan paattelya

Al
P Q
A B ..,

B
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Predikaattilogiikan eheyslauseen todistus
(jatk.)

Olkoon M ja s sellainen L-malli ja M-tulkintafunktio,
ettd ne toteuttavat tarkasteltavan paattelyn oletukset.
Talloin ne toteuttavat paattelyn P oletukset.
Induktio-oletuksen nojalla M =, 3xA. Siis on olemassa
a € dom(M), jolla M =4,/ A. Siten M ja s(a/x)
toteuttavat A:n. Koska s toteuttaa muut Q:n oletukset
ja x ei esiinny niissa vapaana, M ja s(a/x) toteuttavat
kaikki Q:n oletukset (HT 8:16). Induktio-oletuksen
nojalla M =4(,/x) B. Koska x ei esiinny vapaana B:ssi,

myds M = B.
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