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Konjunktion paattelysaannot

Tuonti Eliminointi
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Disjunktion paattelysaannot

Tuonti Eliminointi
Al [B]
A v T B v T
AV B AV B AV B C C
C VvV E
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Negaation paattelysaannot

Tuonti Eliminointi
[A]
: ——A _ .
BA=-B A
—A
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Implikaation eliminointi

Saanto:

Selitys:
Jos A patee ja A:sta seuraa B, niin B patee.
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Viime luennon esimerkki

Onko propositiolause p; propositiolauseen

poA((po = p1) A((pr = p2) A((p2 = p3) A(p3 — pa))))

looginen seuraus?
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Implikaation tuonti

Saanto:
[A]'
B
A-B
Selitys:

Jos A:sta voidaan paatella B, niin A:sta seuraa B.
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Ekvivalenssin eliminointi

S33annot:

Selitys:
Ekvivalenssi toimii kuin kaksi implikaatiota.
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Ekvivalenssin tuonti

Saanto:
(Al [B]
B A
A PN B ~T,1
Selitys:

Ekvivalenssi toimii kuin kaksi implikaatiota.
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Paattelyn maaritelma

Maaritelma

P

2 joukko maaritellaan

Luonnollisten paattelyiden
seuraavasti:
@ Triviaali paattely A (missa A on propositiolause) on
paattely. Tassa P = () ja A on seka oletus ett3
johtopaatos.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma

Q@ Jos 7; on paattely, jonka oletusten joukko on X p

ja johtopaatos A, ja g on paattely, jonka

oletusten joukko on X ja johtopaatos B, niin

P 9
A B
AANB

on paattely, jonka oletusten joukko on Xp U X ja
johtopaatos A A B.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
P .. P P
@ Jos on paattely, nin AAB ja AAB
AN B B

ovat paattelyita, joiden oletusten joukko on sama
kuin alkuperaisella paattelylla.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
P . P P
Q Jos on paattely, niin A Ja A ovat

o AVE  BVA
paattelyita, joiden oletusten joukko on sama kuin

alkuperaisella paattelylla.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
P A B e
Q@ Jos AVE Q ja R ovat paattelyita, joiden
oletusten joukot ovat X p, > ja X, niin
Al [B]
P Q R
AV B C C
C
on paattely, jonka oletusten joukko on
YpU(XQ\{A}) U (Xr\{B}).
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
A
Q@ Jos P on paattely, jonka oletusten joukko on X p,
B
niin

[A]

P

B

A— B

on paattely, jonka oletusten joukko on Lp\{A}.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma

@ Jos A 7_3 B ja % ovat paattelyita, joiden
P Q

oletusten joukot ovat Xp ja X, niin A 3 B A

B
on paattely, jonka oletusten joukko on X p U 2.

A. Hirvonen (Mat & til, HY) Logiikka | 3.2.2014 16 / 32



Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
A B
Q Jos P ja Q ovat paattelyitd, joiden oletusten
B A
(Al [B]
joukot ovat X p ja X, niin 7; % on paattely,
_ _ Ao B
jonka oletusten joukko on (Xp\{A}) U (Xo\{B}.

A. Hirvonen (Mat & til, HY) 3.2.2014 17 / 32



Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
Q Jos A <7—D> g % ja 782 ovat paattelyita, niin
P Q P R
A<B AJld A«+B B
B A
ovat paattelyitd, joiden oletusten joukot ovat
2pUXgjaXpUZlpg.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma

P

@ Jos PA on paattely, niin ——A on paattely, jolla

A
on samat oletukset kuin alkuperaisella paattelylla.
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Paattelyn maaritelma (jatk.)

Maaritelma
A
@ Jos P on paattely, jonka oletusten joukko
B N—-B

on X p, niin

[A]

P

B AN -B
—A

on paattely, jonka oletusten joukko on L p\{A}.
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Eheyslause

Olkoon X joukko propositiolauseita ja A propositiolause.

Jos ¥ F A, niin £ = A (eli Aon X:n looginen seuraus).
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Lause (Eheyslause)

Jos S on joukko propositiolauseita ja S = A, niin S = A.

|
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Eheyslauseen todistus

Osoitetaan induktiolla paattelyn rakenteen suhteen, etta
jos P on paattely, jonka oletukset ovat joukossa S ja
jonka johtopaatds A on, niin S+ A, eli A on tosi kaikissa
niissa totuusjakaumissa, joissa S:n lauseet ovat tosia.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

@ Jos P on triviaali paattely A, niin A on oletus. Siis
A on tosi kaikissa totuusjakaumissa, joissa oletus A
on tosi.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

© Oletetaan induktio-oletuksena, ettd paattelyt P ja
p y A J

g toteuttavat eheyslauseen. Olkoon R paattely

P Q
A B
AANB

Olkoon v totuusjakauma, jolla paattelyn R oletukset
ovat tosia. Talléin kyseisella totuusjakaumalla
paattelyiden P ja Q oletukset ovat tosia, joten
induktio-oletuksen nojalla v(A) =1 ja v(B) = 1.
Konjunktion totuusarvon maaritelman nojalla on
v(ANA B) =1, joten R toteuttaa eheyslauseen.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

© Oletetaan, ettd paattely AZ\)B toteuttaa
eheyslauseen. Olkoon Q paattely

P
AANB
A
ja olkoon v totuusjakauma, jolla paattelyn Q

oletukset ovat tosia. Talloin kyseisella
totuusjakaumalla paattelyn P oletukset ovat tosia,
joten induktio-oletuksen nojalla v(AA B) = 1.

Siispa v(A) =1, joten Q toteuttaa eheyslauseen.

P
Vastaavasti osoitetaan, ettd A A B toteuttaa

B

eheyslauseen.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

@ Oletetaan, ettd paattely 7;\ toteuttaa

eheyslauseen. Olkoon Q paattely

P
A
AV B
ja olkoon v totuusjakauma, jolla Q:n oletukset ovat

tosia. Talloin kyseisella totuusjakaumalla paattelyn
P oletukset ovat tosia, joten induktio-oletuksen
nojalla v(A) = 1. Tallgin v(AV B) =1, joten Q
toteuttaa eheyslauseen.

P
Vastaavasti osoitetaan, etta A  toteuttaa

BV A

eheyslauseen.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

D A B
@ Oletetaan, ettd paattelyt , Qja o
AV B c
toteuttavat eheyslauseen. Olkoon R paattely
[A]  [B]
P Q Q
AV B C C
C

ja olkoon v totuusjakauma, jolla R:n oletukset ovat
tosia. Talloin P:n oletukset ovat tosia, joten
induktio-oletuksen nojalla v(AV B) = 1. Télléin on
kaksi mahdollisuutta: joko v(A) =1 tai v(A) = 0.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

Jos v(A) = 1 niin totuusjakaumalla v paattelyn Q
oletukset ovat tosia. Induktio-oletuksen nojalla on
talloin v(C) = 1.

Toisaalta, jos v(A) =0, on oltava v(B) = 1, koska
v(AV B) = 1. Talloin totuusjakaumalla v paattelyn
Q' oletukset ovat tosia ja induktio-oletuksen nojalla
on v(C) =1.

Siis joka tapauksessa v(C) =1 ja paattely R
toteuttaa eheyslauseen.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

@ Oletetaan, etta paattely P

toteuttaa
eheyslauseen. Olkoon Q paattely
P
_\_\A
A

ja olkoon v totuusjakauma, jolla paattelyn Q
oletukset ovat tosia. Talloin paattelyn P oletukset

ovat tosia, joten v(——A) = 1. Mutta tallGin
v(A) =1.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

A
@ Oletetaan, etta paattely P

BA-B
eheyslauseen. Olkoon Q paattely

[A]
P
B A-B

—-A
ja olkoon v totuusjakauma, jolla paattely Q
oletukset ovat tosia. Jos nyt olisi v(A) = 1, olisivat
kaikki paattelyn P oletukset tosia. Mutta talloin
induktio-oletuksen nojalla olisi v(B A =B) = 1, mika
on mahdotonta. Siksi on oltava v(A) = 0 ja siten
v(—A) = 1.
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Eheyslauseen todistus (jatk.)

Q@ — tuonti, HT.
Q@ — eleiminointi, HT.
Q@ <« tuonti, HT.
@ <« eliminoitni, HT.
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