Differentialekvationer I
Réknedvning 5, modellsvar
20.2. 2014 (kI 16-18 CK111)

1. S6k ett fundamentalsystem {y, 92} av 16sningar till

(1) ¥y +5) +6y=0  (i1) y' +4y=0.

Losning: Eftersom dessa ekvationer har konstanta faktorer sa l6ser vi dem genom att soka
den karakteristiska funktionen. Metoden presenteras i kapitel 3.3.

(i) Fran den karakteristiska funktionen far vi

7’1:—2

P4+5r+6=0 < (r+2)(r+3)=0 < { 5
o = —

Enligt sats 3.11 presenteras fundamentalsystemet av 16sningar som {e"*, e™*} alltsa for
denna ekvation {27 e=3%}.

(i) Fran den karakteristiska funktionen far vi

T1:O+22
ro=0—2i

P 4d=0 < r=+y—4=142/-1 < {
Fran sats 3.13 vet vi att om ry = s+ti och ry = s—ti for s,t € R, sa dr fundamentalsystemet
av losningar {e** cos(tx), e* sin(tz)}. Alltsa for denna ekvation {cos(2x), sin(2z)}.
2. Visa att funktionen y(z) = x 16ser
y' +p@)y +q(x)y =0

om p(z) + xzq(x) = 0 for alla € I, ddr p och ¢ &r definierade I — R.

Lésning: Forst antar vi att p(z) + xq(z) = 0 for alla z € I, ddr p,q: I - R. Om y(z) =«
sa marker vi att ¢/(z) = 1 och y”(z) = 0. Vi far nu

y' +p@)y +q(z)y =0+ p(z) 1+ q(z)  z = p(r) + zq(z) =0
Alltsa ar y(x) = z en 16sning till uppgiftens ekvation.
3. Sok alla losningar till differentialekvationen
2,1

2y’ + 22y —2y=0, x>0

med reducering av ordningen. Tips: jamfér med foregaende uppgift.



Losning: Vi mérker att

9 9
2y 422y —2y=0 <= y"' + ;y’ —5Y=0 < Y+ p(x)y +q(z)y =0

om p(z) = 2 och ¢(x) = —3. Eftersom &ven

2 2
p(z) +zq(z) = — =0
foljer det fran uppgift 2 att y;(z) = x &ar en 16sning for ekvationen.

Vi soker 6vriga losningar genom reducering av ordningen. Fran sats 3.14 vet vi att om
y1 ar en 16sning till den homogena ekvationen y” + p(x)y’ + q(z)y = 0 sa hittar vi en annan
16sning ¥, genom forsoket yo(z) = u(x)yi(x), dir funktionen u ar tva ganger deriverbar.
Vi gor alltsa foljande forsok:

Ya() (2)y1(z) =

=u zu(z) = yy(z) = u(z) + 2u'(z)
— @) = v/(e) + o '

u'(z) + zu (x) = 2u/ (x) + 2u”(z)

Inséttning i ekvationen ger nu:

2 2 2 2
Yo + Yy — 4 =0 = 2u' +ou" + ~(u+a2v) — < -2u=0 <= 4/ +2u" =0
x x x x
4
< 4v+av' =0 (med substitutionen v’ =v) <= ' = v
x

Vi har alltsa fatt en separerbar ekvation med den triviala 16sningen v(z) = 0. Resten av
l6sningarna far vi genom separering av variabler.
dv 4v dv dz

—=—-—— < | —=—-4[| — <= Iny|=—-4dlnz|+C; (C;€R)
dz x v x
C:
= |v] = |z| S = v:x—j (Cy = £ £0)

Eftersom den triviala 16sningen var v(z) = 0 kan vi dven tillata Cy = 0. Vi substituerar
tillbaka med u'(x) = v(z) och integrerar. Vi far nu:

dx —302 04
U(JT)ZOQ/F: 23 +C3:E+Cg (04:—302, CgGR)
Vi kan nu vélja Cy = 1 och (5 = 0, och pa sa satt far vi en specifik 16sning
1 1
ya(z) = u(@)y(z) = e T = 2

Fran sats 3.14 foljer nu att {z, 5} bildar ett fundamentalsystem av lésningar i ]0, ool.
Alltsa kan alla l6sningar skrivas som

!

y(x) =Cx+ %, (dar C,C" € R)

2



4. Los den icke-homogena differentialekvationen
y' -2 +y=u2

genom att variera konstanterna.

Losning: Metoden for att 16sa icke-homogena differentialekvationer genom att variera kon-
stanterna beskrivs i kapitel 3.5. Forst 16ser vi den homogena ekvationen 3" — 2y’ +y = 0.
Detta kan vi gora genom den karakteristiska funktionen:

P —2r42=0 <<= (r—-1>%*=0 < 2=1

Enligt sats 3.12 har nu den homogena ekvationen fundamentalsystemet {e”, ze®}. Nu soker
vi en specifik 16sning v, till den icke-homogena differentialekvationen. Detta gor vi genom
forsoket

yp(x) = cr(x)yr(2) + ca(x)ya(2) = cr(z)e” + cox)ze”,
dar funktionerna c; och ¢y antas vara atminstone en gang deriverbara. Vi far nu

() = i (2)e” + e (2)e” + ch(a)ae” + calx) - (¢ + ze)

Liksom i kompendiet, antar vi nu att ¢} (z)e” + cy(x)ze” = 0. Detta gor vi for att slippa en
andra ordningens differentialekvation for de okdnda funktionerna c¢; och cy. Vi far alltsa

=0
Om vi nu substituerar in dessa i uppgiftens ekvation sa far vi
c1€” 4 he® + 209€” + cowe® — 2(c1e” + a€” + cowe”) + c1€” + core” =1 = che' =

Genom att anvénda detta samt det tidigare antagandet ¢je” + chze” = 0, sa ricker det nu
att losa ekvationssystemet

chet =z
2 - / - / / — /
= ¢y =z " och (] =—cure’e " =—chax =—z"€
/! T / x
cie” + cyre =0

Med hjalp av partiell integrering far vi nu
ci(x) = /(—:c2ex) dr = 2%e™* — /2:66“ dr = 2%e™" + 2rve™" — /26“ dx
= 2% " 4 2ze " + 2" = e (2% + 22 + 2)

ca(x) = /me’” dex = —ze * — /(—ex) de = —ze *—e = —e"(x+1)



En specifik 16sning for uppgiftens ekvation &r alltsa
yp(z) = e (2?+22+2)e" —e " (w+ Dae* =2 + 20 +2 -2 —x =12+ 2
Enligt sats 3.15 &r den allménna 16sningen nu

y(x) =z + 2+ Cre® + Cyze®, dir C1,C € R

5. Los initialvardesproblemet
'+ 4y +4y =sinz, y(0)=0,y'(0)=1.

Tips: y(z) = Asinz + B cosx som 16sning till icke-homogena ekvationen.

Losning: Pa samma sétt som i forra uppgiften, 1oser vi forst den homogena ekvationen
y" + 4y’ + 4y = 0. Detta gor vi genom karakteristiska funktionen.

Prdr+d=0 = (r+27°=0 <= r=-2

Enligt sats 3.12 ar alltsa fundamentalsystemet av losningar for den homogena ekvationen
{e72?* ze~?*}. Vi anviinder oss nu av tipset, och forsoker hitta en specifik 16sning fér den
icke-homogena ekvationen med forsoket

Yp(r) = Asinz + Beosz = y,(v) = Acosx — Bsinw = y,(z) = —Asinz — Bcosx
Inséttning i ekvationen ger

— Asinz — Beosx + 4(Acosz — Bsinz) + 4(Asinx + Bceosx) = sinx
< sinz(—A—4B+4A) + cosz(—B+4A+4B) =sinx
<= sinz(3A —4B) + cosx(4A+3B) =1 -sinx + 0 cosx

Det ricker alltsa att 16sa ekvationssystemet

{3A—4B:1 :{A:# :{A:%
— _ _4A _ _4(144B) _ _ 4+16B __ 4
4A+3B =0 B=-%=_2720 = _£5085 = —z
Alltsa ar en specifik 16sning for uppgiftens ekvation
Yp(r) = ——sinx — — cosw

25 25

Den allménna 16sningen &r alltsa

3 4
y(r) = 5 sinx — % cosz + Cre”* + Come ™ (Cy,Cy € R)



Derivatan ar

3 4
y'(x) = 3 cosx + % sineg — 2C1e % + Che 2 — 2Cyze™
Fran initialvirdena far vi
4 4
0)=0 = 0-—+C;+0=0 = Cy = —
y(0) 55 + Ch + 1= 55
3 8 3 1 6
"0)=1 = —4+0-201+C,—-0=1 = =14 —— —=14+—-=—
y(0) 25 " 1T 2= s T T 5T s
Den sokta losningen &r alltsa
( ) 3 . 4 " 4 _2x+6 9y
r) = —sinx — — cosx + —e —xe
Y 2 2 2 5

6. Los differentialekvationen

o2y + 22y —2y=20—1, x>0.

Obs.: Motsvarande homogena differentialekvation lostes i uppgift 5:3.

Losning: Tuppgift 5:3 berdknade vi att fundamentalsystemet av 16sningar for den homogena

ekvationen x%y” + 2zy’ — 2y = 0 #r {x, x%} Nu récker det att hitta en specifik 16sning y,

for ekvationen
2 2 2 1
By 42wy —2y=20-1 = Y+ - Sy==--
x x r

Vi gor detta med forscket

Yp(7) = c1(2)y1(7) + ca()ya(7) = 1) + 02(1")%

déar funktionerna c¢; och ¢y antas vara atminstone en gang deriverbara. Derivering ger nu
1 2
y,(r) = ¢ (x)x + cr(z) + cg(x)ﬁ - cg(x)ﬁ
Igen, sdsom i kompendiet, antar vi att ¢} (z)z + ¢y(z)-5 = 0. Vi far da
/ _ 2 " _ / 2 6
Yp(@) = c1(z) — Cz(x)g = Yp(v) = c1(2) - C2<$>E + 02(37)?

Insdattning av dessa véirden i uppgiftens ekvation ger

2 6 2 2 2 1y 2 1
Cl—CQE—FCQE—F; 01—62; —; C1$+Cgﬁ _E__2

T
S 6 2 4 2 2 2 1
T aTeptegta-agTarTen T T
<:>c’1—c’23:2—i<:>c/x+c'i—c’i:2—l<:>c/:—gx2+1m
3 r 2? ! Zp2 g2 x 2 3 3

N————
=0



Det riacker nu att 16sa ekvationssystemet

Integrering ger

2 1 2 1 22 T 93
c(x) = / (B_x — @) dr = glnaz—l—B—x och ¢y(z) = / <_? +§> dr — _?4_

Alltsa ar en specifik 16sning for uppgiftens ekvation

2x 2¢ 1 Cy 2z
—In
3 9 2 2 3

DN | —

C
Xz



