Differentialekvationer I
Réknedvning 1, modellsvar
23.1. 2014 (k1 16-18 CK111)

1. Bestdm ordningen och typen (dvs. & DEn i allmén form eller i normalform) av fljande
differentialekvationer:

(i) zy" + 2ysin(z) = €®, (ii) y +sin(z 4+ y) =sin(x), (i) y@ +y" = 0.

Losning: Alla funktioner i uppgiften ar ordinéra differentialekvationer som kan skrivas i
formen

Fz,y,y,...,y™) =0

dir F': D — R ar en funktion. Talet n ger ekvationens ordning.
En differentialekvation ségs vara i normalform, om den kan skrivas som

= G(‘/‘E’ y? y,7 A ’y(n_l))

dar G: D' — R &r en funktion. Nedan ser vi varfor alla ekvationer i uppgiften &r i normal-
form.
(i) Ekvationen &r av 2:a ordningen och i normalform, eftersom den kan skrivas som

y(n)

xr
n €
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(ii) Ekvationen &r av 1:a ordningen och i normalform, eftersom den kan skrivas som
y' = sin(z) — sin(z + y).

(iii) Ekvationen &r av 4:e ordningen och i normalform, eftersom den kan skrivas som

2. S6k den allménna losningen till differentialekvationen
y"(z) —sin(2x) — 2 =0.
Vilken 16sning satisfierar initialvérdesproblemet y(0) = 1, y/(0) = 17

Lésning: Vi skriver om den givna ekvationen som y”(z) = sin(2x) + 2 och mérker att
ekvationen &r 1osbar genom integrering tva ganger:

y'(x) =sin(22) + 2 = ¢/(x) = /(sin(2x) +2)dr = —% cos(2z) + 22+ C, (C; € R)

— y(z) = /(—% cos(2z) + 2z + Cy) dx = —i sin(2z) + 2° + Ciz 4+ Cy  (C1,Cy € R)



Detta &r alltsa den allménna 16sningen for ekvationen. For att hitta 16sningen som satisfier-
ar initialviardesproblemet y(0) = 1, 3/(0) = 1 substituerar vi de givna vérden i respektiva
uttrycken:

1 1 3
y/(O):l — 1:—§COS(O>+2'O+01:—§+01 > 0125

1 3
y(0) =0 = 1= 2sin(0)+0°+5-0+Co=Ch — G =1

Funktionen som satisfierar initialvirdesproblemet ar alltsa

1 3
y(x) = ~1 sin(2z) + 2% + 2% +1

3. Los differentialekvationen
y/ — 6x+y
)

samt sok den 16sning y = y(x) som satisfierar y(1) = 0.

Losning: Lat:
plr) =e* qly)=¢’ Vr,yeR
Nu kan vi skriva den givna ekvationen som ¢y’ = e%e? = p(x)q(y) och dérifran méarka att

ekvationen #r separerbar. Eftersom ¢(y) = e¥ > 0 for alla y € R sa har ekvationen inte
heller nagra triviala losningar. Vi soker 16sningarna genom separering av variablerna.

d 1
—y:emey<:>/—dy:/ezd:c<:>—ey:ex+01 (Cy €R)
dz ey

— e ?V=0Cy—¢e" (diar Oy = —C)) <= —y=1In(Cy —e")

< y=1In

" (dar Cy —e®* >0 = Cy > e")
o —

Detta ger allménna l6sningen. For att 16sa initialvirdesproblemet substituerar vi:

y(1)=0 = In

1
=0 = (Cy—e=1 = (Cy=1+c¢
02—61

Funktionen som satisfierar initialvirdesproblemet ar alltsa

y(z) =1 —, for1+e>e" = z<In(l+e)

n—
l1+e—e

4. Los differentialekvationen
y =yly+1)

samt skissera en bild av l6sningarna. Tips: partialbrak m = % + -2

2



Losning: Lat
px)=1, qly)=yly+1) Vo,yeR

Nu kan vi skriva den givna ekvationen som ¢ = 1-y(y + 1) = p(x)q(y) och darifran marka
att ekvationen &r separerbar. Ekvationen har tva triviala 16sningar, detta ser vi fran att

9(y) =0 = {zj‘il

De triviala losningarna ar alltsa y(z) = 0 och y(x) = —1. Resten av losningarna hittas
med separering av variablerna.

dy / dy / (+) /(1 1 > /
Z=yly+1) = | —F—= [ ldx == —-———]dy= [ 1d
dz q ) yly+1) v y y+1 Y v

> Iy —Injy+1=2+C, (C;€R) & In yil _

‘—y i 1‘ = ) = Che”  (diir Cy = €' > 0) = yy? =Ce* (dir C = +Cy #0)

Ce®
1 —Ce=

— y=Ce(y+1) < y—Cey=Ce" <= y=

Detta ger den allménna l6sningen for ekvationen. Mérk att vanligen skulle y # —1 och
y # 01 allménna losningarna. Eftersom dessa var ekvationens triviala losningar behover
detta inte forbjudas och vi kan tillata C' = 0.

(%) Partialbraksuppdelning:

1 A B  Ay+1)+B
L AL B _AWHDHBY, pep
yy+1) y y+l1 y(y +1)
— 1=Aly+1)+By=(A+B)y+ A VYyeR

= A+ B=0ochA=1 = B=-1

For bilder, se sista sidan.
5. Los initialvardesproblemet
v =y +1, y(g) =1
Tips: funktionen arctan(t) hjalper.

Losning: Lat
p(x)=1, qly)=9y*+1 Var,ycR



Nu kan vi skriva den givna ekvationen som y’ = 1- (y* + 1) = p(x)q(y) och dirifran mérka
att ekvationen #r separerbar. Eftersom ¢(y) = y*> + 1 > 0 for alla y € R sa har ekvationen
inte nagra triviala l6sningar. Separering av variablerna ger

dy _
dz y? +1
< y =tan(z + C) (darx+C7ég+n7r,n€Z)

/1dac < arctany =2+ C (C €R)

Detta ger allménna l6sningen. For att 16sa initialviardesproblemet substituerar vi:

m e m m m

Funktionen som satisfierar initialvirdesproblemet &r alltsa

3
y(a:):tan(x—%), férx—%;«ég_Hm —_— x%f%—nw

6. Sok alla losningar till differentialekvationen

Y + 2xy = .

Losning: Vi mérker att

Y +2y=10 <= y =z —2zy =x(1-2y) = p(z)q(y)

om p(z) = x och q(y) = 1—2y for alla z, y € R. Alltsa ér ekvationen separerbar. Ekvationen
har en trivial 16sning, detta ser vi fran att

1
(y) =0 <= 1-2y=0 = y=35
Alltsa ér den triviala l6sningen y(z) = 3. Resten av l6sningarna hittas med separering av
variablerna.

dy 1 dy
1—2) d —— = [ zd
dr x( y<:>/1_2y /xx<:> 5 y—% /xx

1 1 1
— —§ln y—§‘—§x +C; (C1€R) <= In y—§‘:—x2—201 —
1 1
‘y—§‘:e’”2201 — y—izie’z 20— e (dir € = fe 20 £ 0)

Detta ger den allménna losningen. Méark dven hér, att i normala fall skulle y ;é = men
eftersom detta var ekvationens triviala 16sning sa behdver det inte forbjudas och vi kan
tillata C' = 0.



£(x)=4e"x/ (1-4e"x) Ty |
gi{x)=e"x/{1-e"x) i |
hi{x)=0,25e"x/(1-0,25e"x) |

Uppgift 4: C =4, C =1 och C = i.

Fi{x)=—9de"x/{1+de"x) y
gix)=—e"x/{1+e"x)
h(x)=-0.25e"x/(1+0.25¢"x} |

T3
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1 | | | | ] |
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+-2
-3
+-4

Uppgift 4: C = —4, C = —1och C = —i.



