Luku 8
Bayes-piattelyn alkeita

Bayesildisessd padttelysséd havaintosatunnaisvektorin jakauma mallinnetaan tay-
sin samalla tavalla kuin frekventistisessd lahestymistavassa silloin, kun paramet-
rin arvo on kiinnitetty. Frekventistisessi ldhestymistavassa parametri on kiinteé
(ts. ei-satunnainen) mutta tuntematon. Bayesildisessd ldhestymistavassa para-
metria késitellddn satunnaisena.

Tamé ehké vahéiseltd tuntuva ero johtaa suuriin eroihin laskutekniikoissa ja
tulosten tulkinnoissa. Bayesildisessd pddttelyssd kaikki on toisin kuin frekven-
tistisessé.

8.1 Todennikdisyyslaskentaa

Tamén jakson kaavoissa oletetaan hiljaisesti, ettd osaméédrien nimittéjat ovat
erisuuria kuin nolla.

Olkoot A ja B tapahtumia. Jos tieddmme (tdsmélleen sen), ettd B on sattu-
nut, niin tapahtuman A todenn#kéisyys lasketaan ehdollisen todenndkdoisyyden
kaavalla
P(ANB)

PA|B) = =55

(8.1)

Ehdollisen todennékoisyyden kaavasta saadaan todennédkoisyyksien kertolas-
kukaava

P(ANB) = P(B)P(A| B) = P(A) P(B | A). (8.2)

Tastd nahddan kaava

_P(A)P(B|A)
Jos tapahtumat Aq, ..., Ay ovat jokin perusjoukon ositus ts.

e joukot A; ovat erillisié: jos ¢ # j, niin A; N A; = 0.

e niiden yhdiste on koko perusjoukko,
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niin P(B) voidaan laskea (todennikoisyyden additiivisuuden perusteella) seu-
raavasti,

M
P(B) = P(UML, (BN A;)) = > P(BNA)

=1

o

I
-

P(A:) P(B | Aj)

Kun tétd ns. kokonaistodenndkdoisyyden kaavaa kéytetddn kaavassa (8.3) saa-
daan Bayesin kaava

_ P(Ay) P(B] Ay)
SM L P(A) P(B | Ay

johon bayesildinen péattely perustuu diskreetin parametrin ja diskreetin havain-
tovektorin tapauksessa.

Kirjoitetaan edelliset kaavat vield siiné tapauksessa, jossa késitelldan kahden
diskreetin satunnaismuuttujan (tai satunnaisvektorin) 6 ja Y yhteisjakaumaa,
jonka méairaéd niiden yhteispistetodennikoisyysfunktio

fox(0y) =P =0Y =y) = P({0 =0} n{Y =y}). (8.5)

Satunnaismuuttujan (tai satunnaisvektorin) # mahdolliset arvot ovat 61,6, . ..
ja satunnaismuuttujan (tai satunnaisvektorin) Y mahdolliset arvot ovat y1,ya2,. ...
Yhteispistetodennakoisyysfunktion arvoja ja muiden pistetodennékdisyysfunk-
tioiden arvoja lasketaan jatkossa sellaisissa pisteissi (0,y), joiden 6-koordinaatti
on jokin 6 mahdollisista arvoista ja y-koordinaatti on jokin Y:n mahdollisista
arvoista.

Kaytetddn seuraavia merkintoja.

P(Ax | B)

(8.4)

e p(0) on satunnaismuuttujan 6 reunajakauman ptnf, eli
p(6) = P(0 =0)
e f(y | 0) on satunnaisvektorin Y pntf, kun 6 = 6, eli
fy10)=P(Y=y|6=0).
e p(0 | y) on satunnaismuuttujan 6 ptnf, kun Y =y, eli
pO|y)=P@=0]Y=y)
e f(y) on satunnaisvektorin Y reunajakauman ptnf, eli
fy)=P(Y =y)

Satunnaismuuttujien 6 ja Y reunapistetodennékoisyysfunktiot saadaan nii-
den yhteispistetodennékoisyysfunkitosta kokonaistodennikoisyyden kaavalla, ni-
mittdin

pO)=>"PlH=0Y=y)=) fiy(0.y) (8.6)

f)=P(Y =y)=) fiy(0.y) (8.7)
[
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Todenn#kéisyyksien kertolaskukaavan (8.2) mukaan yhteispistetodennikoi-

fax(0,y)=p0) f(y [0)=f(y)p@|y). (8.8)

Bayesin kaava tapahtuman =10 todennékoisyydelle ehdolla Y = y saadaan
ratkaistua edellisestéd identiteetistd, nimittéin

p(0) f(y |0)
fly)

Bayesildinen péiittely perustuu Bayesin kaavaan. Nyt parametria pidetdéin
satunnaismuuttujana 6 joka saa jonkin arvon parametriavaruudessa O. Jos pa-
rametri on diskreetti, niin bayesildinen pééttely perustuu suoraan edella kirjoi-
tettuihin kaavoihin.

Ennen (lat. a priori) havaintojen tekoa parametrilla on ns. priorijakauma
(engl. prior distribution) eli jakauma, jonka ptnf on p(6). Seuraavaksi tehdiin
havainto Y = y. Bayesilédinen pééttely tarkoittaa sitd, ettd havaintojen jilkeen
(lat. a posteriori) priorikisitys paivitetdén siirtymilld havaintoja vastaavaan eh-
dolliseen jakaumaan. Ennakkokésitys péivitetddn Bayesin kaavalla havaintojen
jalkeiseksi kasitykseksi kayttamalla hyvéiksi priorijakaumaa ja havaintoja vas-
taavaa uskottavuusfunktiota f(y | ). Tulos on parametrin posteriorijakauma
(engl. posterior distribution), eli parametrin ehdollinen jakauma p(6 | y) ehdol-
laY =y.

Bayesin kaava kannattaa pitdd mielessd muodossa

p(0]y) = (8.9)

posteriori o priori x uskottavuus (8.10)

Téasséa merkintd o tarkoittaa verrannollisuutta, ts. edelld viitetdin, ettd pos-
teriori on vakio kertaa priorin ja uskottavuusfunktion tulo. Tésséd posterioria
p(0 | y) ajatellaan muuttujan 6 funktiona kuten myés priorin ja uskottavuus-
funktion tuloa. Ts. edelld viitetiddn, etté

p@y)=Cp0) f(y|9), kaikilla 6, (8.11)

ja tdmén on totta, silla
r 1
&) Silep(0) £y | 6)

Verrannollisuusvakio C' toki riippuu havainnoista y, mutta muuttujan € funk-
tiona ajateltuna se on vakio.

Bayesildisesséd analyysissd havaintoja vastaavalle satunnaisvektorille kiinni-
tetdédn sen havaittu arvo, ja sitten pohditaan eri parametrinarvojen todenné-
koisyyksid. Frekventistisessd analyysissd parametri on kiinted, ja todenn#koi-
syyslaskentaa kdytetdidn aineistoa vastaavan satunnaisvektorin jakauman ja sii-
td johdettujen tunnuslukujen jakaumien johtamiseen erilaisilla hypoteettisilla
parametrinarvoilla. Useimmat frekventistisen tilastotieteen késitteet perustuvat
sellaisten aineistojen ominaisuuksien pohtimiseen, joita ei kokeessa havaittu.

Voimme ajatella, ettd bayesildisessé analyysissad diskreetin parametrin ta-
pauksessa lasketaan priorin ja uskottavuuden tulo kaikilla mahdollisilla para-
metrin arvoilla, jonka jilkeen tulos normalisoidaan pistetodennikoisyysfunktiok-
si jakamalla laskettujen arvojen summalla. Tadméan algoritmin vaiheet ovat

C:
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1. Laske
s=» p(0) f(y | 6). (8.12)
6
2. Laske
p(0y) = w, 0co. (8.13)

Naemme sovelluksia seuraavissa jaksossa, joissa palaamme késitteleméan tilas-
tollista padttelyd luvun 2 esimerkeissa.

8.2 Pallot kulhossa: diskreetti parametri

Kulhossa on N palloa ja niistd 6 kpl on mustia ja N — 0 valkoisia. Lukumé&ara
0 < 6 < N on tuntematon. Palloja nostetaan satunnaisesti ja palauttaen n
kertaa.

Nyt luontoaiti on laittanut pallot kulhoon silld tavalla, ettd hén ensin arpoi
valkoisten pallojen lukumé&ériksi 6 yhden luvuista 0,1, ..., N siten, ettd kaikki
vaihtoehdot ovat yhtd todennékoisid. Sen jélkeen hén laittoi kulhoon vastaavan
lukumééréan valkoisia ja mustia palloja. Lopuksi pallojen poiminta tuottaa jon-

kin jonon y = (y1,¥2,.--,¥yn) onnistumisia (valkoisen pallon nosto koodataan
arvolla y; = 1) tai epdonnistumisia (mustan pallon nosto koodataan arvolla
y; = 0). Vastaavien satunnaismuuttujien Y7y, ...,Y,, yhteispistetodennékoisyys-

funktio tunnetaan, jos 6 tunnetaan, silld se on

fy10) = (;)t(y) (1 - ;)H(Y), (8.14)

jossa t(y) = >, y; on onnistumisten lukumaéré.

Kun nyt on havaittu tietty jono y niin sitten kysytdéan, milld todenndkoisyy-
delld kulhossa on 6 kappaletta valkoisia palloja. Kun tdhén kysymykseen vasta-
taan kaikilla mahdollisilla parametrin  arvoilla 0,1,..., N, saadaan tuloksena
posteriorijakauma.

Ennen havaintoja satunnaismuuttujan 0 jakauma eli priorijakauma on tilan-
teen kuvauksen perusteella diskreetti tasajakauma, jonka pistetodennékdisyys-

funktio on .

0) = —
p(0) il

Posteriorijakauma lasketaan seuraavassa esimerkissé soveltamalla kaavoja (8.12)—
(8.13).

9=0,1,...,N.

Esimerkki 8.1. Kulhossa on N = 5 palloa ja nostoja tehdédan n = 7 ja tulokset
ovat y = (1,0,0,0,1,0,0), eli onnistumisia on 2 kappaletta. Lasketaan R:ll4
priorin ja uskottavuusfunktion tulo, ja normalisoidaan se posteriorijakaumaksi.

>N<-5

>n <-7

>k <=2

> param.space <- 0:N

> print(prior <- rep(1, N + 1) / (N+1))

[1] 0.1666667 0.1666667 0.1666667 0.1666667 0.1666667 0.1666667
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> print(likelihood <- (param.space / N)“k * (1 - param.space / N)~(n-k))
[1] 0.0000000 0.0131072 0.0124416 0.0036864 0.0002048 0.0000000

> h <- prior * likelihood
> print(posterior <- h / sum(h))

[1] 0.000000000 0.445217391 0.422608696 0.125217391 0.006956522 0.000000000

> names (posterior) <- as.character(param.space)
> print (posterior)

0 1 2 3 4 5
0.000000000 0.445217391 0.422608696 0.125217391 0.006956522 0.000000000

> plot(param.space, posterior, 'h')

0.4

posterior

0.2

0.1

param.space

Tarkkaavainen lukija huomasi, etté tasaisesti priorista seurasi se, etté poste-
riorijakauma oli yhté kuin uskottavuusfunktio normalisoituna todennékoisyysja-
kaumaksi. Havaintojen jialkeen parametrin todennékoéisin arvo on 1, mutta arvo
2 on ldhes yhtd todennékéinen. Huomaa, ettd nyt on paikallaan puhua para-
metrin todennékoisyydesti (ennen ja jilkeen havaintojen teon); endd ei tarvitse
puhua esim. uskottavuudesta. A

8.3 Priorin ja posteriorin tulkitseminen epivar-
muuden kuvauksina

Edellisen jakson laskuissa ei ole mitdén kiistanalaista, vaan ne seuraavat suo-
raan todennikoisyyslaskennan séddntdjen avulla tilanteen kuvauksesta. Kuiten-
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kin bayesilaista padttelyad pidettiin tilastotieteilijoiden piirissé yleisesti ainakin
1920-1960 luvuilla vanhentuneena ja suorastaan tuomittavana tapana ldhes-
tyé tilastollisen paittelyn ongelmia. Nykypéaivéné tilastotieteen ammattilehdis-
sé suurin osa artikkeleistd kiyttad tavalla tai toisella bayesildisté ldhestymista-
paa. Yritdn téssd jaksossa valottaa, miké asia bayesildisessi pdattelyssé aikanaan
aiheutti tdmén voimakkaan vastustuksen.

Ongelmaksi koettiin se, ettd bayesildisté ldhestymistapaa sovellettiin tilan-
teissa, joissa parametrin arvoa ei madrannyt mikéddn satunnaismekanismi. T4&l-
16in priorijakauma ei kuvaa todellista arpomista, vaan se pitdd ymmértid kvan-
titatiivisena kuvauksena soveltajan epavarmuudesta parametrin todellisesta ar-
vosta ennen havaintojen tekemisté. Posteriorijakauman tulkinnaksi tulee puo-
lestaan se, ettd se on kvantitatiivinen kuvaus menetelmén soveltajan epévar-
muudesta parametrin todellisesta arvosta, kun havainnot on otettu huomioon.
Kiistan ydin oli siiné, ettéd frekventistisen tilastotieteen perustajat eivét hyvék-
syneet sitd ajatusta, ettd todennikoisyysjakauma saataisiin tulkita subjektii-
visena epavarmuuden kuvauksena. Heidén mielestdéin todennékoisyyden késite
oli objektiivinen, ja sitd saadaan kayttaad ainoastaan sellaisissa tilanteessa, jossa
jotakin koetta (jossakin mielessd) toistetaan useita kertoja.

Nykyaikana bayesilédisessi péadttelyssa ldhes aina kdytetddn todenndkoisyy-
den subjektiivista tulkintaa epdvarmuuden kvantitatiivisena kuvauksena silloin,
kun puhutaan parametrin todennékoisyysjakaumasta. Téaté ajatusta ei nykyadn
endd koeta ongelmallisena.

Posteriorijakauma on t&lloin tietenkin subjektiivinen, silld se riippuu siité,
minkélaista priorijakaumaa kyseinen subjekti pitdd hyvana kuvauksena omas-
ta epdvarmuudestaan. Priorijakaumalla on voimakas vaikutus posteriorijakau-
maan, mikéli otoskoko on pieni. Jos otoskoko on suuri, niin tdlldin erilaisil-
la jarkevilld prioreilla saavutetaan ldhes samanlainen posteriorijakauma. Otos-
koon kasvaessa jdarkevien soveltajien subjektiiviset posteriorijakaumat alkavat
siis muistuttaa yhé enenenevéssd méaérin toisiaan.

Lasketaan esimerkin vuoksi neljdn eri henkilén A, B, C ja D posteriorija-
kaumat pallot kulhossa -tilanteessa: ensin seitsemén noston (2 onnistumista) ja
sitten 300 noston (133 onnistumista) jélkeen.

e A:n priorijakauma on tasajakauma arvoilla 0,1, ..., 5.

e B:n priorijakauman mukaan valkoisten pallojen lukumééri 2 on kaksi ker-
taa todenndkdisempi kuin muut, jotka puolestaan ovat kesken#dédn yhté
todennékaoisia.

e (C:n ennakkokisityksen mukaan arvo 2 on tdysin mahdoton, ja kaikki muut
mahdollisuudet ovat yhtad todennékoisia.

e D:n ennakkokisityksen mukaan arvolla 2 on todennikoisyys 1/1000, ja
kaikki muut arvot ovat kesken#ddn yhtéd todennédkoisid.

Eri henkiléiden priorijakaumat ja posteriorijakaumat on esitetty kuvassa 8.3
Otoskoolla n = 7 nihdéén, ettd posteriorijakaumat riippuvat vahvasti kun-
kin henkilon priorikésityksistd, mutta henkilot C ja D ovat kdytdnnossd yhté
mielté eri valkoisten pallojen lukumé&édrin todennakoisyyksistd. Sen sijaan otos-
koolla n = 300 kaikkien muiden henkildiden paitsi C:n posteriorikésitykset ovat
kaytannossd yhtenevit. C sulkee omalla priorin valinnallaan kokonaan pois sen
mahdollisuuden, ettd valkoisia palloja voisi kulhossa olla kaksi. Tamén takia
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Kuva 8.1 Vaakariveilld on henkiléiden A, B, C ja D priorijakaumat, posterio-
rijakaumat n = 7 toiston ja n = 300 toiston jilkeen
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C:n posterioritodennikoisyys kahdelle valkoiselle pallolle on aina nolla riippu-
matta lainkaan siitd, mitd havaintoja saadaan. Té&lla kertaa aineisto todistaa
otoskoolla n = 300 vahvasti sen puolesta, etté valkoisia palloja olisi kulhossa
todellisuudessa kaksi kappaletta, ja henkilot A, B ja D ovat kiytdnnossi téaysin
vakuuttuneita siité, ettd valkoisia palloja on kulhossa kaksi.

Sellaista priorin valintaa (kuten C:n priori), joka sulkee osan parametriava-
ruudesta kokonaan pois tarkastelusta voidaan pitda bayesildisen péadttelyn peli-
sddntojen vastaisena.

8.4 Nasta purkissa: jatkuva parametri

Nyt binomikokeen onnistumistodennékoisyydelld on jokin arvo avoimella vililla
(0,1). Jos tdmé arvo 6 tunnetaan, niin havaintosatunnaisvektorin pistetodenni-
koisyysfunktio on

Fly 16) =69 (1= )",
kuny = (y1,...,yn) on jono nollia tai ykkosid, ja t(y) = >, y; on onnistumisten
lukuméaéra n toistossa. Nyt parametriavaruus on jatkuva, ja tdméa tuo mukanaan
tiettyjé teknisié ongelmia.

Parametri 6§ on nyt jatkuvasti jakautunut satunnaismuuttuja, jonka arvot
kuuluvat parametriavaruuteen © = (0,1). Ennen havaintojen tekoa soveltajan
pitdd onnistua kuvaamaan oma epidvarmuutensa parametrin arvoista priorija-
kaumalla, jonka tiheysfunktiota merkitsemme

p(6), feo.

Havaintojen jalkeen siirrytéén tarkastelemaan parametrin ehdollista tiheysfunk-
tiota eli sen posteriorijakaumaa.

Suuri osa jakson 8.1 kaavoista pitdd sellaisenaan paikkansa myos téssd uu-
dessa tilanteessa, mutta summaus pitdd korvata integroinnilla. Yhteisjakauma
voidaan esittad funktion

fox(0,y) =p(0) f(y | 0)

avulla. Se on muuttujan 6 suhteen tiheysfunktio ja muuttujan y suhteen pisteto-
denn#koisyysfunktio, ts. todennikoisyyksiéd lasketaan integroimalla muuttujan
f suhteen ja summaamalla muuttujan y suhteen.

Bayesin kaava saa tutun muodon

p(0) f(y|9)
fly) 7

mutta nyt normalisointivakio f(y) eli havaintosatunnaisvektorin reunajakauman
pistetodennékoisyysfunktion arvo pitda laskea integroimalla,

p(@ly) =

1
fly) = /0 p(0) f(y | 6)de.

Taté integraalia ei yleisesti ottaen osata laskea analyyttisesti. Sitd voi toki yrit-
tad approksimoida jollakin numeerisella menetelmaéllé.

Posteriorijakauman tiheysfunktion kuva voidaan piirtéé suoraan kayttamaélla
verrannollisuustulosta

p(0 | y) o< p(0) f(y | 6),
mikali tyydytadn siihen, ettd y-akselin skaala jéa selvittamatta.
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8.5 Liittojakauma eli konjugaattijakauma

Joillekin uskottavuusfunktioille on mahdollista 16ytéd sellainen parametrinen
perhe jakaumia, joilla on seuraava miellyttdva ominaisuus. Mikéli priorijakauma
valitaan kyseisestd perheesté, niin my6s posteriorijakauma kuuluu samaan per-
heeseen. Ndemme kohta, ettd binomikokeen uskottavuusfunktiolle beeta-jakaumat
muodostavat téllaisen perheen. Témé voidaan ilmaista sanomalla, ettd beeta-
jakauma on binomiuskottavuuden littopriori (engl. conjugate prior) tai etté
havaintosatunnaisvektorin otantajakauma ja priorijakauma ovat toistensa liit-
tojakaumia.

Mikali tutkijan ennakkokésitys parametrinarvosta voidaan esittééd jollakin
liittoperheen jakaumalla, niin talléin posteriorijakauma saadaan laskettua joh-
tamalla paivityskaavat, joilla priorijakauman parametrit péivitetdédn posterio-
rijakauman parametreiksi. Kutsutaan néitéa liittojakaumaperheen parametreja
selvyyden vuoksi hyperparametreiksi, jotta ne saadaan erotettua tilastollisen
mallin parametrista 6.

Beeta-jakauma on jatkuva jakauma, jonka tiheysfunktio on muotoa

glx)occz® P (1 —2)71 kmoO<z<l, (8.15)

missid a > 0 ja 8 > 0 ovat jakaumaperheen parametrit. Taimé lauseke maéritte-
lee yksikésiteisesti tietyn todennikoisyysjakauman, jonka tiheysfunktio saadaan
selville jakamalla lauseke sen vilin (0, 1) yli lasketulla integraalilla, silld tiheys-
funktion integraalin koko satunnaismuuttujan arvoalueen yli taytyy olla yksi.
Kaavassa (8.15) merkitseméttéd jétetty normalisointivakio saadaan ns. Eulerin
beetafunktion

1
B(a, 8) = /0 2 (1 —2)tda

avulla (jossa B on iso beeta-kirjain). Beeta-jakauman tiheysfunktion tiydellinen
kaava on

a—1 _ B—1
o(2) = | Bla. B 21 (1—2)P7, kun0<az <1, (8.16)

0 muuten.

Erityisesti valinnoilla & = 1 ja 8 = 1 saadaan vilin (0,1) tasajakauma.

Beeta-jakauman Beta(c, ) ominaisuudet tunnetaan. Sitd noudattavan sa-
tunnaismuuttujan X arvot ovat vililld (0, 1), ja esim. sen odotusarvo ja varians-
si saadaan laskettua tunnetuilla kaavoilla

@ var X = @ f

EX:ioH—B’ @+ (atB+D)

(8.17)

Jakauman moodi (eli tiheysfunktion maksimipiste) on

a—1
a+p-2

mikili @ > 1 ja 8 > 1 (muilla parametrinarvoilla jakaumalla ei ole hyvin mé#i-
riteltyd moodia).

Tarkistetaan nyt, ettd beeta-jakauma on binomiuskottavuuden liittopriori.
Priorin hyperparametrit ovat «, 8 > 0 ja onnistumisia havaitaan k kappaletta.
Tarkistuksen voi tehdé kahdella erilaisella tavalla.
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Tapa 1: normalisointivakion laskeminen integroimalla

Integroidaan tulo priori kertaa uskottavuus. Huomaa, ettéd priorijakauman ti-
heysfunktiossa argumenttina pitdéd kayttda integrointimuuttujaa, joka on 6.

f(y) = / p(6) f(y | 0)do

1
1
= 01 (1 — )P~k 9nF do
|| B 00
1 ! _ el Bla+k,B+n—k)
- - 0a+k11_0ﬁ+nk1d0: )
50 ), (1-9)

B(a, B)
Integraali osattiin laskea, koska huomattiin kdyttda Eulerin beeta-funktion mas-

ritelm&a.
Bayesin kaavan mukaan

01 19)
oy = f(y)
mam 00Tt —0)f ekt
~ Blatk,8+n—k)/Bla,B)
1

_ 0a+k71 1—6 B+n—k—1 0 1
Bla+k,B+n—k) ( ) ’ 0<b<

Téstda ndhdadn, ettd posteriorijakauma on beeta-jakauma

Beta(a + k, 8+ n — k).

Tapa 2: verrannollisuustarkastelu

Edellisessé tavassa tulee matkan varrella helposti virheitda. Tulos on paljon hel-
pompi johtaa seuraavalla tekniikalla. Muuttujan 6 funktiona posteriorijakau-
man tiheys on verrannollinen priorijakauman tiheyden ja uskottavuusfunktion
tuloon, joten vélilla 0 < 6 < 1 pétee verrannollisuus

p(0|y) oxp(0) f(y | 9)
— 904—1 (1 o 9)6—1 akr an—k
_ 9a+k—1 (1 o 0)B+n—k—1.

Vertaamalla tulosta kaavaan (8.15) nidhdéén, ettéd posteriorijakauma on beeta-
jakauma
Beta(a+ k,8+n — k),

silld ainoa todennikoisyysjakauma, jonka kantaja on (0, 1) ja jonka tiheysfunktio
on verrannollinen johdettuun funktioon on tdmé beeta-jakauma.

8.6 Posteriorijakauman yhteenvetoja
Kun posteriorijakauma on selvitetty, niin lopuksi voidaan yrittda laskea siité

tiettyja yhteenvetoja. Jos posteriorijakauma on ennestidén tuttu yksinkertainen
jakauma, niin tdma vaihe voidaan sivuuttaa.
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Posteriorijakauman keskikohtaa voidaan luonnehtia parametrin posteriorio-
dotusarvolla eli binomikokeen tapauksessa luvulla

Eld |yl =/0 0p(0 | y)do.

Beeta-jakaumalle tulos voidaan lukea suoraan beeta-jakauman odotusarvon kaa-
vasta (8.17), kun siihen sijoitetaan posteriorijakauman hyperparametrit, jotka
ovat binomikokeessa

a; =a+k, br=B+n—k.

Vastaavasti voidaan laskea posteriorimoodi eli posteriorijakauman moodi. Poste-
rioriodotusarvoa ja posteriorimoodia voidaan ajatella bayesilidisiné piste-estimaatteina.
Posteriorijakauman keskittyneisyyttd voidaan kuvailla esim. laskemalla para-
metrin posteriorivarianssi eli posteriorijakauman varianssi.

Beeta-jakauman kvantiilifunktio g(u) osataan laskea numeerisesti, ja télld
perusteella parametriavaruudesta 16ytyy helposti véli [L, U], jolle

PL<O<U|Y=y)=1-a

milld tahansa annetulla 0 < o < 1. Erés tdllainen véli saadaan jakamalla virhe-
todenn#koisyys « tasan alemman ja ylemmén jakauman hénnén kesken valitse-
malla

L=q(a/2), U=q(a/2).

Havainnon jilkeen parametri kuuluu télle vilille todennékoisyydelld 1 — . Tél-
ldistd valid voidaan kutsua tason 1 — a todennékoisyysvéliksi tai bayesilédiseksi
luottamusviliksi.

Mikali ollaan kiinnostuneita muotoa

feA
olevasta hypoteesista, niin sen todenniiksisyys havainnon jilkeen voidaan (peri-
aatteessa) laskea integroimalla posteriorijakauman tiheysfunktiota

P(éeA|Y=y>=[4p<e|y>de.

Beeta-jakauman kertyméfunktio osataan laskea numeerisesti, ja tdmén takia yll&
merkitty integraali osataan kiytdnnossa laskea vilittomésti numeerisesti, mikali
A on vili. Vastahypoteesin 6 ¢ A todennikoisyys havainnon jilkeen saadaan
sitten vahentamaélld luvusta yksi tarkasteltavan hypoteesin todennékoisyys.

Koska parametria késitellain satunnaismuuttujana, niin pdastiin puhumaan
parametrin todennékoisyyksistd tai parametrin todenndkoisyysjakaumasta tai
kyseisen jakauman ominaisuuksista havainnon tekemisen jélkeen. Johdot ovat
periaatteessa tdysin suoraviivaisia ja niissd tarvitaan ainoastaan todennikoi-
syyslaskentaa, eikd mitddn sen ulkopuolisia periaatteita. Toisinaan vaadittavat
laskut ovat kuitenkin liian hankalia analyyttisesti suoritettaviksi.

8.7 Bayesildisen piittelyn laskentamenetelmii

Posteriorijakauma saadaan selvitettyéd kaavojen avulla seuraavissa tilanteissa.
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1. Jos parametri on diskreetti ja silld on d&rellinen mé4ra mahdollisia arvoja.

2. Jos kéytetiddn priorijakaumaa, joka kuuluu uskottavuusfunktion liittoper-
heeseen.

Muissa tapauksissa ei saada johdettua kayttokelpoisia analyyttisia kaavoja.

Nyky&dan bayesildinen analyysi tehdédén tietokoneen avulla. Laskentamene-
telmét perustuvat tyypillisesti satunnaisuuden simulointiin tietokoneen avulla
eli ns. Monte Carlo -menetelmiin.

Perustana on se ajatus, ettd koska posteriorijakauma on todennékoéisyysja-
kauma, niin sitd voidaan yrittdd simuloida tietokoneella. On kehitetty menetel-
mid, joissa lasketaan suuri mééré arvoja i1, ..., ¢y, joita voidaan pitéé sellaisten
satunnaismuuttujien 61, ..., 60y havaittuina arvoina, joista kukin on jakautunut
posteriorijakauman mukaisesti.

Téamén jalkeen otosta tq,...,ty kisitellidin data-analyysin keinoin.

e Posterioriodotusarvoa voidaan arvioida vastaavilla otoskeskiarvoilla,

e Parametrille voidaan muodostaa bayesildisia luottamusvéleja otoksesta
laskettujen kvantiilipisteiden avulla.

e Posteriorijakauman pistetodennikoisyysfunktiota voidaan arvioida vastaa-
villa suhteellisilla frekvensseilld (diskreetin parametrin tapauksessa).

e Posteriorijakauman tiheysfunktiota voidaan arvioida esim. histogrammilla
(jatkuvan parametrin tapauksessa).

e Mielivaltaisen parametrin funktion g(#) posteriorijakauman ominaisuuk-
sia (esim. posterioriodotusarvoa tai posteriorijakaumaa) voidaan selvittdi
otoksesta g(t1),...,g(tn) aivan samoilla menetelmilli.

Téllaiset menetelmét ovat suhteellisen uusia: intensiivinen kehitysvaihe alkoi
1980-luvun lopulla. Niiden ansiosta nyky&ddn on mahdollista analysoida ldhes
mielivaltaisen monimutkaisia bayesildisia tilastollisia malleja.
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