Luku 4

Luottamusvilit ja
luottamusjoukot

4.1 Johdanto

On epérealistista ajatella, ettid piste-estimaatilla 16ydettéisiin juuri oikea para-
metrinarvo. Siksi on tarpeen arvioida piste-estimaatin tarkkuutta. Edellisessi
luvussa tata tarkoitusta varten laskettiin keskivirheitéd. Téssé luvussa paramet-
riavaruudesta rajataan joukko (mielelliin mahdollisimman pieni joukko), jo-
ka sisdltdid todellisen parametrinarvon suurella todennékésisyydelld (toistetussa
otannassa). Télloin puhutaan luottamusjoukosta.

Jos estimoitava parametri on yksiulotteinen ja jos luottamusjoukko on véli,
niin silloin sitd kutsutaan luottamusvéaliksi.

Useissa tilastollisissa malleissa joudutaan tyytyméan likiméaréisiin luotta-
musvileihin (tai -joukkoihin).

4.2 Luottamusjoukon méiritelméa

Tarkastelemme frekventististé tilastollista mallia eli jakaumaperhetti

{f(y;0), 0 € ©},

seki satunnaisvektoria Y, joka noudattaa jakaumaa f(y;#) jollakin parametri-
narvolla 6 € ©.

Madritelmé 4.1 (Luottamusjoukko). Olkoon 0 < o < 1 jokin luku. Aineistos-
ta riippuva ©:n osajoukko A(y) on parametrin 7 = k() luottamusjoukko (engl.
confidence set) luottamustasolla 1 — a (engl. confidence level; confidence coef-
ficient), mikéli vastaava satunnaisvektorista Y laskettu joukko toteuttaa ehdon

Py(re A(Y)) >1—q, kaikilla 6 € ©. (4.1)
Huomautuksia

o Tissd (kuten tilastollisissa testeissd) o on virhetodennéksisyys. Se on ta-
vallisesti pieni luku, ja tyypillisin valinta on a = 0.05, jolloin luottamus-
taso on 1 — a = 0.95, eli 95%. T4llsin usein sanotaan lyhyesti, ettd A(y)
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on parametrin 7 95%:n luottamusjoukko. Toinen tavanomainen valinta on
o = 0.01, miks vastaa luottamustasoa 99%.

e Satunnaisuus viittaa aineistoa vastaavan satunnaisvektorin Y jakaumaan
(tai toistettuun otantaan).

e Frekventistisessi padttelyssd parametri 6 ei ole satunnainen, vaan kiinteé.
Havaintoaineistosta laskettu luottamusjoukko A(y) joko sisiltéi tai ei si-
siilld todellista parametrinarvoa 7 = k(#), eiké tihin sisilly endd mitdin
satunnaisuuta. Témén takia tarvitaan taas uusi termi: luottamusjoukko,
luottamusvili. (Ei voida puhua esim. todennikoisyysvilisti.)

e Tahtoisimme luottamusjoukon olevan jollakin tavalla pieni. Koko para-
metriavaruus A(y) = © olisi minkd tahansa tason 1 — o luottamusjoukko
mallin parametrille §, mutta tdma triviaali luottamusjoukko ei kiinnosta
ketadn.

e Kaikkein mieluiten konstruoisimme luottamusjoukon silld tavalla, ettéd kaa-
vassa (4.1) peittotodennikoisyys (engl. coverage probability)

Py (1 € A(Y))

olisi tasan 1 — a koko parametriavaruudessa. Tietyissd yksinkertaisissa
malleissa tdm& on mahdollista. Toisinaan tdtd vaatimusta on kuitenkin
mahdotonta toteuttaa, ja sen takia mésritelméssa sallitaan myos epéyh-
talo.

Luottamusvili on luottamusjoukko, joka on lukusuoran véli, joten se voidaan
méédritelld seuraavasti.

Maéritelmé 4.2 (Luottamusvéli). Aineistosta laskettua vélid [L, U] sanotaan
skalaariparametrin 7 = k(6) luottamusviiliksi (engl. confidence interval, CI)
luottamustasolla 1 — «, jos vastaaville satunnaisille vilin pdétepisteille L(Y) ja
U(Y) pitee

Py(L(Y)<7<UY))>1—-« (4.2)

4.3 Saranasuure

Jos havaintojen jakauma on jatkuva ja jos parametriavaruus on jatkuva, niin
eréiissé tirkeissd malleissa on mahdollista 16ytéaéd luottamusjoukko, jolla on tar-
kalleen haluttu peittotodennéksisyys 1 — a. Konstruktioon tarvitaan ns. sara-
nasuure.

Maéritelmé 4.3 (Saranasuure). Parametrin 7 = k(6) ja satunnaisvektorin Y
funktiota, jonka jakauma ei riipu parametrinarvosta, kutsutaan saranasuureeksi
(tai napamuuttujaksi) (engl. pivotal quantity, pivot) parametrille 7.

Esimerkki 4.1. Jos Y7,...,Y, on satunnaisotos normaalijakaumasta N (u, o?),
ja varianssiparametri o2 on tunnettu luku, niin t&ll6in
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josta ndhdadn, etté ~

_Y-up
o/vn
joten Z on saranasuure. Huomaa, etté se ei ole tunnusluku, koska sen arvoa ei

pystyta laskemaan, jos tunnetaan Y:n arvo, mutta ei parametrinarvoa 6 = p
(tdssd o2 on tunnettu luku). A

Z

~ N(0,1),

Jos normaalijakauman varianssi on tuntematon, niin osoittautuu ettd ana-
logisesti muodostetulla saranasuureella on ns. t-jakauma tietylld vapausastepa-
rametrilla v. Namé t-jakaumat ovat sellainen jakaumaperhe, jossa jokaista po-
sitiivista reaalilukua v > 0 kohti on olemassa vastaava jakauma ¢, .

4.4 Ala- ja ylakvantiilit

Luottamusvilin konstruoimiseen tarvitsemme saranasuureen jakauman ns. kriit-
tisid arvoja, jotka lasketan sen kvantiilifunktion avulla. Kvantiilifunktion arvoja
kutsutaan myo6s (jakauman) kvantiileiksi tai fraktiileiksi. Mé#rittelemme kvan-
tiilifunktion vain jatkuvassa tapauksessa.

Olkoon satunnaismuuttujalla X jatkuva jakauma. Oletamme liséksi, etté sen
kertymdafunktio (engl. (cumulative) distribution function

Fx(.’lf):P(XSJ?):/_m fx(v)dv

on aidosti kasvava jollakin vélilld (a,b), joka sisdltdd tdmén jakauman koko
todennékoisyysmassan, ts. P(X € (a,b)) = 1. Tésséd yhteydessd salimme vilin
(a,b) piitepisteille myos arvot a = —oo tai b = oo. Esimerkiksi

e standardinormaalijakaumalle N(0,1) tai ¢-jakaumalle ¢, téllainen vili on
(_007 OO),

e khiin nelién jakaumalle x?2 téllainen vili on (0, o).

Edeltavilla oletuksilla milla tahansa 0 < u < 1 on olemassa yksikésitteinen
piste x € (a,b) siten, ettd
Fx(z)=u (4.3)

Témén yhtélon ratkaisua z = ¢(u) € (a,b) kutsutaan satunnaismuuttujan X
(tai sen jakauman) wu-kvantiiliksi g (engl. u quantile) eli sen kvantiilifunktion
(engl. quantile function) arvoksi pisteessi 0 < u < 1. Huomaa, etti

qgluy=x eli Fx(z)=u
tédsmélleen silloin kuin
PX<z)=PX<z)=u ja PX>z)=PX>z2)=1—u.
Ylldolevia todennikéisyyksid kutsutaan usein hdntitodenndikdiyyksiksi (engl.
tail probability) tai hintdalueen todennikoisyyksiksi (engl. tail-area probabili-

ty). Jatkuvien jakaumien kohdalla voidaan puhua héntdalueiden pinta-aloista,
ks. esim. kuvaa 4.4.
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Kuva 4.1 Standardinormaalijakauman N (0, 1) kertyméfunktio seké sen ala- ja
ylakvantiilit, kun u = 0.1. Kummankin varjostetun héntidalueen pinta-ala on wu.
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Maidritelmé 4.4 (Ala- ja yldkvantiilit). Sellaista pistettd, josta oikealle jad
satunnaismuuttujan todennékoisyysmassasta osuus 0 < u < 1 kutsutaan ko.
jakauman u-ylidkvantiiliksi (engl. upper u quantile).

Sellaista pistettd, josta vasemmalle jai satunnaismuuttujan todenndksisyys-
massasta osuus 0 < u < 1 kutsutaan ko. jakauman u-kvantiiliksi tai u-alakvantiiliksi.

Huomautuksia:

e Termit alakvantiili ja ylidkvantiili eivét ole kovin yleisessé kéiytossé; yleensé
kéytetddn pidempié ilmaisuja.

e Kvantiilifunktion ¢ avulla lausuttuna u-kvantiili eli u-alakvantiili on ¢(u)
ja u-ylikvantiili on ¢(1 — u).

e Kvantiileja kutsutaan myos fraktiileiksi, ja usein luku u ilmaistaan pro-
senteissa. T4lloin alakvantiilille kdytetddn myos nimeé persentiili tai pro-
senttipiste.

Kuvassa 4.4 havainnollistetaan ala- ja yldkvantiileja sekéd vastaavia hanté-
alueita standardinormaalijakaumalle N (0, 1), ja kuvassa 4.4 taas tietylle khiin
nelion jakaumalle.

Vanhemmissa tilastotieteen oppikirjoissa on liitteend laajat taulukot esim.
standardinormaalijakauman, t-jakauman ja khiin nelién jakauman kvantiilifunk-
tioista (tai kriittisistd pisteistii). Tillaiset taulukot ovat nykyaikana tarpeetto-
mia. Tilastollisilla ohjelmistoilla saadaan nyky#én (tietokoneella tai jopa &ly-
puhelimella) vaivattomasti selville pdittelyssi tarvittavat ala- ja ylidkvantiilit.
Niita 16ytyy myos monilta verkkosivuilta, kuten esim.
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Kuva 4.2 Khiin nelién x2 kertymifunktio sekd sen ala- ja ylikvantiilit, kun
u = 0.1 ja vapausasteluku v = 6. Kummankin varjostetun héntdalueen pinta-
ala on u.
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http://www.statsoft.com/textbook/distribution-tables/

Esimerkiksi R-ohjelmistolla standardinormaalijakauman alakvantiilit pisteis-
sd 0.1, 0.05, 0.025, 0.01 ja 0.005 saadaan laskettua komennoilla

>u <- ¢c(0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005)
> gnorm(u)

[1] -1.281552 -1.644854 -1.959964 -2.326348 -2.575829

ja ylakvantiilit samoissa pisteisséd komennolla

> gnorm(u, lower = FALSE)
[1] 1.281552 1.644854 1.959964 2.326348 2.575829

Vastaavasti t-jakauman ala- ja ylikvantiilit saadaan laskettua (annetulla v:n
arvolla) komennoilla

> nu <- 6
> qt(u, df = nu)

[1] -1.439756 -1.943180 -2.446912 -3.142668 -3.707428
> qt(u, df = nu, lower = FALSE)

[1] 1.439756 1.943180 2.446912 3.142668 3.707428
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ja khiin nelion jakauman ala- ja ylakvantiilit komennoilla

> qchisq(u, df = nu)

[1] 2.2041307 1.6353829 1.2373442 0.8720903 0.6757268
> qchisq(u, df = nu, lower = FALSE)

[1] 10.64464 12.59159 14.44938 16.81189 18.54758

Jos jakauma on symmetrinen (ts. sen tiheysfunktio on parillinen funktio),
niin t&lloin u-alakvantiili on u-yldkvantiilin vastaluku, silld symmetriselle jakau-
malle

q(1 —u) = —q(u) kaikille 0 < u < 1,

vrt. kuva 4.4. Taman takia symmetrisille jakaumille ei tarvita kuin toista ja-
kauman héntda vastaavat kvantiilit. Néille kdytetdan usein lyhyitd merkintoja.
Téssd monisteessa

z, on N(0,1)-jakauman u-yldkvantiili (4.4)
t,(u) on t,-jakauman u-ylikvantiili. (4.5)
Varoitus: Merkinnédt ovat eri ldhteissé erilaisia. Useissa kirjoissa z, tarkoittaa

N(0,1) jakauman wu-kvantiilia eikd wu-yldkvantiilia. Vapausasteluvun merkintd
t-jakauman yhteydessid on hyvin kirjavaa.

4.5 Luottamusjoukon muodostaminen saranasuu-
reen avulla

Olkoon nyt h(7,Y) saranasuure parametrille 7 = k(). Mééritelmén mukaan
taméa tarkoittaa sitéd, ettd saranasuureen jakauma on sama riippumatta siité,
mik# on parametrinarvo § € ©. Oletamme, ettd tdmé jakauma on jatkuva, ja
merkitsemme sen kvantiilifunktiota kirjaimella g.
Mikali 0 < o < 1 on annettu, ja valitsemme luvut a; > 0 ja as > 0 siten,
etté
o= + Q2

niin t&lloin
Pylglan) <h(1,Y) <q(l —az)]=1-a, kaikilla 6

silld alempaan jakauman héantédn jad saranasuureen jakauman todenn#koisyys-
massasta osuus o ja ylempéddn hdntddn osuus as. Téastd ndemme, etti

A(y) ={r:q(a1) < h(r,y) < q(1 — a2)} (4.6)

on parametrin 7 luottamusjoukko (luottamus-)tasolla 1 — a. Rajankdynnilld
(a1 — 0 tai ag — 0) saadaan vield seuraavat luottamusjoukot

Aly) = {7 : h(1,y) < q(1 — o)}
A(y) ={r:q(a) < h(7,y)}
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Se miten virhetodenniikdisyys « jaetaan alemmalle ja ylemmille saranasuu-
reen jakauman hannélle riippuu siitd, minkélainen joukko parametrille saadaan
ratkaisemalla ko. epiyhtélot: epédyhtélopari (4.6) tai ndmé yksittéiset epayhti-
16t. Yleisin valinta on

a1 = ay = /2,

ja tdlloin voidaan puhua tasahantiisestd (engl. equal tail) luottamusvélisté.

Jotta luottamujoukko ei olisi tarpeettoman suuri, niin saranasuureen pitéisi
olla jarkevd. Se ei saisi (jossain mielessd) hukata aineistoon sisdltyvid infor-
maatiota parametrin todellisesta arvosta. Normaalijakaumamallin tapauksessa
tulemme kayttamain téllaisia jarkevid saranasuureita.

4.6 Luottamusvileji normaalijakaumamallissa

Tarkastelemme satunnaisotosta Y7, ...,Y, normaalijakaumasta N(u,o0?). Ts.
satunnaismuuttujat Y; ovat riippumattomia, ja niilld on kaikilla normaalijakau-
ma N (u,0?). Muodostamme saranasuureen avulla luottamusvilin parametrille
1 kahdessa tilanteessa.

1) Kun varianssiparametri on tunnettu, jolloin mallin parametri on p.

2) Kun sekil p ettd o2 ovat tuntemattomia, jolloin mallin parametrivektori on
0 = (11,0%).

Lopuksi muodostamme vield luottamusvilin varianssiparametrille 2.

4.6.1 Odotusarvon luottamusvili, kun varianssi on tun-
nettu

T&amé on se tapaus, jossa luottamusvalin muodostaminen on helpointa ymmaér-
tad. Valitettavasti tatéd tapausta ei kdytdnnossa tarvita juuri koskaan, silld hy-
vin harvoin normaalijakauman varianssi on tunnettu mutta sen odotusarvo on
tuntematon.

Kéytdmme saranasuuretta (vrt. esimerkki 4.1)

_ Y-
- o/vn
joka noudattaa standardinormaalijakaumaa N(0,1). Jos 0 < « < 1 on annettu,

jaluvut g > 0 ja ag > 0 on valittu niin, ettd oy + s = a, niin todennikdisyy-
delld 1 — o patee epayhtalopari

(4.7)

Y —p
a/y/n

missé ¢ on N (0, 1)-jakauman kvantiilifunktio.
Merkitdén viliaikaisesti

q(an) < <q(1—ag), (4.8)

@ = q(a), ja g2 =q(1—a2),
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ja ratkaistaan kaksoisepayht#lo (4.8) p:n suhteen:
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Ratkaisu on vili, joten tulokseksi saadaan luottamusvili parametrille p.
Tassé tapauksessa on tavanomaista jakaa virhetodennikoisyys tasan alem-
man ja ylemmén saranasuureen jakauman hénnén kesken, jolloin valitaan

«

041:Oé2:§.

Téllsin N (0, 1)-jakauman symmetrisyyden ja sopimuksen (4.4) mukaan

@1 =q(a/2) = —z42 ja q2=q(l —a/2) = 24)9,
joten

g

P, (Y—Za/g % <p< 17+za/2 \/ﬁ> =1-aq, kaikilla p € R, (4.9)

Olemme johtaneet parametrin p luottamustason 1 — « luottamusvélin, kun
normaalijakaumaa noudattavan populaation varianssi o2 on tunnettu luku, ni-
mittédin o o

Y— Za/2 —=> Y+ 2o/ —F 4.10

[y a/2 \/ﬁ Yy a/2 \/’E] ( )
Sitd kutsutaan toisinaan z-luottamusvéliksi, jotta se erotettaisiin my6hemmin
késiteltavisté ns. t-luottamusvélistd. Nimi z tulee viitejakaumana kiytettavias-
td N(0,1)-jakaumasta, jota noudattavaa satunnaismuuttujaa usein merkitain
kirjaimella Z. Luottamusvili (4.10) on symmetrinen piste-estimaatin ¢ suhteen,
ja se voidaan ilmoittaa myos kaavalla

_ o
U=£2zas2 7

Aikaisemmin opitun mukaisesti o//n on p:mn piste-estimaatin (eli otoskeskiar-
von ¢, joka on SU-estimaatti) keskivirhe. Huomaa, ettd luottamusviilin leveys
riippuu luotamustasosta ja otoskoosta. Otoskoon nelinkertaistaminen puolittaa
tdmén luottamusvilin leveyden.

Luottamusviili (4.10) on kaksisuuntainen (eli kaksitahoinen) (engl. two-sided).
On myos mahdollista johtaa yksisuuntaiset (engl. one-sided) luottamusvélit. To-
dennékdisyydelld 1 — « pétee epayhtilo

1
<q(l- = “ay
o7 = <q(l-a)=2

ja kun tdma4 ratkaistaan p:n suhteen, ndhdéén etta

P, <,L >Y — 2, ;ﬁ) —1-a, kaikilla u € R. (4.11)
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Toisaalta todennékoisyydelld 1 — a patee myoskin epayhtalo

— K
—rka — < )
Za =ql@) < — NG
ja kun tdma ratkaistaan, ndhdéan etta
P, <u <Y + 2, jﬁ) —1—a, kaikilla g€ R. (4.12)

Ts. seuraavat aineistosta y lasketut yksisuuntaiset vélit ovat luottamustason
1 — «a luottamusvilejé

[J — 2a % 00) (4.13)

(—00,§ + 20 —=] (4.14)

Jn

4.6.2 Aineistosta lasketun luottamusvilin tulkinta

Lasketaan nyt 95% luottamusvéili (4.10) (eli kaksisuuntainen z-luottamusviili)
populaation odotusarvolle p kiayttdmalla kuvan 3.3 aineistoa olettaen, etté tie-
dimme ettd o2 = 1. (Simuloinnissa kiytettiin titi varianssia.) Kiyttdmailld
tietoja

g = 0726, n = 10, 20.025 = 1.96

saadaan laskettua parametrille p
e piste-estimaatti 0.73 (eli SU-estimaatti )
e estimaatin keskivirhe 0.32 (eli a/+/n)
e 95%:m luottamusvili [0.10,1.35] (eli 7 £ z4/2 0/+/n).

Simuloinnissa kéytetty todellinen parametrinarvo g = 0.2012 kuuluu laskettuun
luottamusviliin.

R:n peruspaketeissa ei ole toteutettuna z-luottamusvilid. Ohjelmiston ke-
hittajat ovat luultavasti arvioineet, ettei sitd todellisuudessa koskaan tarvita.
Tarvittavat laskut saadaan tehtyé esim. seuraavasti.

y <- ¢c(1.38, -0.96, 1.08, 0.41, 0.48, 2.45, -0.80, 0.27, 1.79,
1.16)

n <- length(y)

z <- qnorm(0.05/2, lower = FALSE)

sigma <- 1

sigma/sqrt(n)

vV VVV + VvV

[1] 0.3162278
> mean(y) - z * sigma / sqrt(n)
[1] 0.106205

> mean(y) + z * sigma / sqrt(nm)
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[1] 1.345795

Ennen aineiston keréfimisté (ts. simulointia) tieddmme, etté aineistosta las-
kettava 95%:n luottamusvili tulee sisédltdmaién todellisen populaation keskiarvon
todennékoisyydelld 95%. Sitten aineisto keréttiin (tédssé: simuloitiin), ja luotta-
musvéliksi saatiin [0.10, 1.35].

Kysymys: Voimmeko sanoa, etti p € [0.10,1.35] todenndkdisyydelli 0.957

Pysdhdy pohtimaan tétd kysymysté, ja muodosta asiasta oma mielipiteesi
ennen kuin luet alla olevan vastauksen!

Vastaus:

e Aineistosta laskettu luottamusvili joko sisdltéd todellisen parametrinar-
von tai tai ei sisdlla sitd. Emme voi pelkistdéin aineistoa tarkastelemalla
sanoa mitdin sen enempéad, vaan téita varten pitéisi tuntea todellinen pa-
rametrinarvo.

e Frekventistisessi tilastotieteessd parametri on tuntematon, mutta kiinteé
(siis ei-satunnainen). Tamén ldhestymistavan puitteissa véite y € [0.10, 1.35]
on joko tosi tai epétosi (nyt se on tosi). Téllaisen viitteen todennékoisyys
ei taatusti ole 0.95.

Téamé tulkinnallinen vaikeus ei liity kaavaan (4.10), vaan luottamusvilin ké-
sitteeseen. Luottamusvilin médritelméssd todennékoisyys viittaa siihen, ettéa
aineistoa pidetdén satunnaisvektorina, jolla on jakauma f(y;#). Télloin luotta-
musvilin paitepisteet eli tunnusluvut L(Y) ja ovat U(Y) ovat satunnaismuuttu-
jia, ja todennékoisyydelld 1 — « todellinen parametrinarvo siséltyy satunnaiselle
vilille [L(Y), U(Y)].

Téata tulkintaa voidaan havainnollistaa ajattelemalla toistettua aineistonke-
ruuta, jota on havainnollistettu kuvassa 4.3. Jos laskemme luottamusviilin (4.10)
suurelle miirille 7 normaalijakaumasta N (u,0?) simuloituja kokoa n olevia
otoksia (jossa 02 on tunnettu)

Yi,--5¥Yrs

niin saamme r kappaletta luottamusvéleja

[L(YI)7 U(yI)L RN [L(yr)> U(YT)]

Niisté osapuilleen r(1 — «) kappaletta siséltéé todellisen parametrinarvon ja ro
kappaletta ei sisélld sité.

Kysymys: Hyvi on, en saa sanoa, ettd p € [0.10, 1.35] todennéksisyydelld
0.95. Miten sitten saan tulkita aineistosta lasketun luottamusvalin?

Vastaus: Aineiston perusteella paras arvauksemme parametrinarvolle on piste-
estimaatti 0.73. 95%:n luottamusvélilla [0.10, 1.35] olevat arvot ovat kaikki koh-
tuullisessa sopusoinnussa havaintojen kanssa. Sekd luottamusvilin leveys ettéd
estimaatin keskivirhe kuvastavat tietomme epdvarmuutta parametrinarvosta t&-
mén aineiston valossa. Vili on laskettu sellaisella menetelmélld, joka toistetussa
aineistonkeruussa mallin oletukset toteuttavasta populaatiosta siséltéisi todelli-
sen parametrinarvon noin 95% toistoista. Ennen aineistonkeruuta todennikéi-
syys oli 95%, etté siitd laskettava 95%:n luottamusvéli tulee sisédltdméin oikean
parametrinarvon (olettaen tietenkin, ettd populaatio toteuttaa mallioletukset).
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Kuva 4.3 20 kappaletta kaavalla (4.10) laskettua z-luottamusvélia jakaumasta
N(p, 1) simuloiduille, kokoa n = 10 oleville aineistoille. Todellinen parametrin-
arvo on merkitty pystyviivalla. Kun normaalijakauman varianssi tunnetaan, niin
luottamusvélin leveys pysyy vakiona.
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4.6.3 Odotusarvon luottamusvili, kun varianssi on tunte-
maton

Tissé tilanteessa seké p ettd o2 ovat tuntemattomia, jolloin mallin parametri-
vektori on @ = (u,0?). Haluamme muodostaa luottamusvilin odotusarvopara-
metrille

= k(p,0°).

(Téssé funktio k vain palauttaa ensimméisen argumenttinsa arvon.)
Kun varianssi oli tunnettu, kiytimme saranasuuretta

_ Y-
o/’

Kun varianssi on tuntematon, Z ei ole saranasuure, koska se riippuu paitsi ai-
neistosta ja kiinnostusparametrista p, myos haittaparametrista 0. Ajatuksena
on kuitenkin matkia mahdollisimman tarkoin aikaisempaa konstruktiota. Koska
populaation keskihajonta ¢ on tuntematon, sen tilalle sijoitetaan otoskeskiha-
jontaa (3.29) vastaava satunnaismuuttuja S. Téssd mallissa satunnaismuuttuja

VA

_ Y-
- S/vn

osoittautuu saranasuureeksi. Sen jakauma on tietty t-jakauma.

T

(4.15)

Msaritelmé 4.5. Jos v > 0 ja Z ~ N(0,1) ja X ~ x2 ja Z ja X ovat
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Kuva 4.4 t,-jakauman tiheysfunktioita vapausasteluvun v arvoilla 1, 3, 6, 10,
20 ja 50. Vertailun vuoksi kuvassa on myds standardinormaalijakauman N (0, 1)
tiheysfunktio, jota voidaan pitééa ¢ jakaumana vapausasteluvulla co. Tiheysfunk-
tion arvo pisteessd x = 0 on sitd suurempi mitd suurempi on vapausasteluku v.
Hantéalueilla jérjestys on péinvastainen.

0.4

tiheysfunktio
0.2
!

0.1

0.0

riippumattomia, niin satunnaismuuttujalla

_ Z
VX/v

on t,-jakauma eli ¢-jakauma vapausasteluvulla v (engl. t distribution with v
degrees of freedom).

Miéaritelmén avulla on mahdollista johtaa t,-jakauman tiheysfunktio, mut-
ta titd kaavaa el téssd yhteydessd tarvita. Tiheysfunktio osoittautuu parilli-
seksi funktioksi, joten t,-jakauma on symmetrinen. Kuvassa 4.4 esitetdin t,-
jakauman tiheysfunktio muutamilla vapausasteluvun arvoilla. Kun v kasvaa, ja-
kauman tiheysfunktio lihestyy standardinormaalijakauman N (0,1) tiheysfunk-
tiota. t-jakaumaa kutsutaan myos Studentin ¢-jakaumaksi W. S. Gossetin v.
1908 julkaiseman artikkelin kunniaksi. Tilastotieteiliji W. S. Gosset (1876-1937)
tyoskenteli tuohon aikaan Guinessin panimolla. Panimo oli kieltdnyt liikesalai-
suuksien suojelemiseksi tyontekijoitdan julkaisemasta mitdén kirjoituksia omalla
nimelldén, minké takia Gosset kédytti julkaisussa salanime# Student.

Seuraavaksi tarvitsemme jaksossa 3.8.2 kerrottua tietoa satunnaismuuttuja-
parin (Y, S?) yhteisjakaumasta (kaavat (3.26), (3.27) ja (3.28)):

e Y ja S? ovat riippumattomia
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o Y ~ N(u, 0%,

n—1

¢

2 2
p S ~ Xn-1-

Edelld mainittujen jakaumatulosten ja t-jakauman méédritelmén perusteella
satunnaismuuttujalla

(¥ = )/(o/v/m) _ ¥ —p
nlg2/(n—1) S/VR

on t-jakauma vapausasteluvulla n — 1, mutta sieventdmélld néhtiin, ettd tdméa
satunnaismuuttuja on sama kuin kaavan (4.15) satunnaismuuttuja 7.

Olkoon ¢ nyt t,_1-jakauman kvantiilifunktio, ja olkoon 0 < a < 1. Toden-
nakoisyydelld 1 — « pétee epayhtalot

Y —p

<q
S/v/n
jossa a1 > 0 ja ap > 0 ovat sellaisia lukuja, joiden summa on «. Téstd saadaan

ratkaistua véli odotusarvolle p aivan samoilla vaiheilla kuin aikaisemmin, ja
tulos on

Q(al) < (1—&2),

_ S _ S
V—g(l-—a) —=<pu<Y —qlay) —

Vn vn

Jos téssd valitaan oy = ag = /2, ja huomataan, etté

4@/2) = ~tu 1(a/2) ja q(l—a/2) =ty _1(a/2),

niin paddytéddn siihen, ettd todenndkoisyydelld 1 — o pétee

P(M7U2) <Y — tn_l(a/Q) jﬁ <p< Y + tn_l(oz/Q) \/Sﬁ) =1-aq, (416)

kaikilla 4 € R ja kaikilla 02 > 0.
Vastaava aineistosta y laskettu véli
S S S
y—tn_1(a/2) —,y+th—1(a/2) — —_—,
[y nl(/)\/ﬁay nl(/)\/ﬁ \/ﬁ
jossa y on otoskeskiarvo ja s on otoskeskihajonta, on normaalijakauman odo-
tusarvon p luottamusvili luottamustasolla 1—a. Sitd kutsutaan usein ¢-luottamus-
viliksi (viitejakauman ¢,_; mukaan). Huomaa, ettd § on myds parametrin p
SU-estimaatti ja ettéd s//n on tdmén estimaatin keskivirhe.
Suure ¢, (/2) ldhestyy lukua 2,2, kun otoskoko kasvaa. Esimerkiksi luot-

tamustasoa 95% vastaa a = 0.05, ja zg.025 = 1.96. Otoskokoja n = 50, 100, 200, 500
ja 1000 vastaavat seuraavat t-jakaumaperheen «/2-ylikvantiilit

| =9 +tn-1(/2) (4.17)

> n <- ¢(50, 100, 200, 500, 1000)
> qt(0.05/2, df = n - 1, lower = FALSE)

[1] 2.009575 1.984217 1.971957 1.964729 1.962341
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Kuva 4.5 20 kappaletta kaavalla (4.17) laskettua t-luottamusvélid jakaumasta
N(u,0?) simuloiduille, kokoa n = 10 oleville aineistoille. Todellinen odotusar-
voparametrin arvo on merkitty pystyviivalla. Kun normaalijakauman varianssi
on tuntematon, niin luottamusvilin leveys vaihtelee otoksesta toiseen.
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Vili (4.17) on symmetrinen piste-estimaatin g suhteen. Toisin kuin z-luottamus-
vilin yhteydessa, t-luottamusviélin leveys vaihtelee aineistosta toiseen, koska vé-
lin leveys méardytyy aineiston otoskeskihajonnasta. Tamén ¢-luottamusvélin le-
veys riippuu luottamustasosta ja otoskoosta. Otoskoon nelinkertaistaminen kar-
keasti ottaen puolittaa kaksisuuntaisen ¢-luottamusvilin leveyden (mutta tdméi
ei pidé paikkaansa tarkalleen).

Kuvassa 4.5 naytetddn 20 kappaletta t-luottamusvilejé, jotka on laskettu
aineistoista, jotka on generoitu tietystd normaalijakaumasta.

Kuten jaksossa 4.6.2 selitettiin, aineistosta lasketulla luottamusvélilla ei ole
todenniikoisyystulkintaa, vaan se joko siséltdéd todellisen parametrinarvon tai ei
sisilld sitd, emmeké (todellisessa tilanteessa) tiedd kumpi tilanne on kyseessi.
Todennédkdisyystulkinta vaatii sitéd, ettd tulkitsemme vélin paitepisteet satun-
naismuuttujiksi tai ajattelemme toistettua aineiston keruuta tai ajattelemme
tilannetta, joka vallitsi ennen kuin aineisto keréttiin. Kaikkien luottamusvélin
sisélld olevien arvojen voidaan ajatella olevan kohtuullisen hyvin sopusoinnussa
aineiston kanssa. Paras arvauksemme on parametrin piste-estimaatti.

Esimerkki 4.2. Kuvan 3.3 aineistolle
g = 0726, s = 1074, n = 10, t0.025(9) = 2.262.

Parametrin p piste-estimaatti on 0.73, sen keskivirhe on 0.34 (kaavalla s/+/n),
ja 95%:n luottamusvili on [—0.04, 1.50].

Tavallisesti luottamusvéli lasketaan tietokoneella. R:1l& td4mé& onnistuu seu-
raavasti
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>y <-c¢(1.38, -0.96, 1.08, 0.41, 0.48, 2.45, -0.80, 0.27, 1.79, 1.16)
> t.test(y)

One Sample t-test

data: y
t = 2.1372, df = 9, p-value = 0.0613
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.04243969 1.49443969
sample estimates:
mean of x
0.726

Valitettavasti tdssd nikyy luottamusvélin selvittdmisen kannalta tarpeetonta
tietoa; pelkén véilin saisi selville antamalla komennon t.test(y)$conf.int.
Jos tahdotaan kiyttdd muita luottamustasoja kuin 95%, kuten esim. luotta-
mustasoa 99%, niin haluttu luottamustaso pitdd antaa t.test-funktiolle tyy-
liin t.test(y, conf.level = 0.99). Valitettavasti t.test ei raportoi piste-
estimaatin keskivirhettéd, mutta sen saa laskettua helposti erikseen seuraavasti.

> sd(y) / sqrt(length(y))
[1] 0.3396933

Mikéa#n ei pakota meitd laskemaan luottamusvilid vain yhdelld luottamus-
tasolla 0.95. Kuvassa 4.6 nédytetdin luottamusvilin pédtepisteet luottamustason
funktiona. A

4.6.4 Varianssiparametrin luottamusvili

Oletamme, etté seké i ettd o2 ovat tuntemattomia, jolloin mallin parametrivek-
tori on @ = (i, 0?). Haluamme muodostaa luottamusvilin varianssiparametrille

0% = k(p,0?).

(Nyt funktio k palauttaa toisen argumenttinsa arvon.)
Kéaytdmme saranasuureena sopivasti skaalattua otosvarianssia, silla tiedam-
me, ettd
n—1

2 2
2 S§% ~ Xn—1-

g

Jos q on x2_;-jakauman kvantiilifunktio, ja 0 < a < 1 sekii a1 > 0 ja ag > 0
ovat lukuja siten, ettd o = oy + aa, niin todennékoisyydelld 1 — o pétee

-1
alan) < “= 57 < g(1 - ay)

Kun tdméi epiyhtils ratkaistaan muuttujan o2 suhteen, saadaan véli

n—1 n—1

S2§0'2§ 52

q(1 — az) q(ax)

49



JTP k-2012 30. maaliskuuta 2012

Kuva 4.6 Kuvan 3.3 aineistolle lasketut parametrin p kaksisuuntaiset ¢-
luottamusvilit. Piste-estimaatti sekd 95%:n luottamusvili on korostettu pys-
tyviivoilla. Aineisto on esitetty x-akselin yldpuolella olevilla pienilld viivoilla.

o
o — O
© _| . N
o o
o
© | < 3
o c B
>
o] e
S
< o E
o c 8
—
N | @
o o
o [ A ~— L
o LT L1 N \ - -

Tissikin on tapana valita a; = ay = «/2, jolloin varianssiparametrille o2
saadaan kaksisuuntainen tason 1 — a luottamusvali

[

n—1 &2 n—1 2]
g1 —a/2) " q(a/2)

jossa s“ on otosvarianssi (joka on varianssiparametrin piste-estimaatti) ja ¢ on
X2 _;-jakauman kvantiilifunktio. Tam# vili ei ole symmetrinen piste-estimaatin
suhteen.

Kuvan 3.3 aineistolle

: (4.18)

2

s> =1.1539, n=10, ¢(0.025)=2.7004, ¢(0.975) = 19.0228,

ja niistd luvuista laskettu varianssiparametrin piste-estimaatti on 1.15 ja 95%:n
luottamusvili on [0.55, 3.85]. Tamé vili sisdltdd todellisen simuloinnissa kéyte-
tyn varianssin o2 = 1.

4.7 Likiméiardinen luottamusvili
Jos otoskoko n on suuri ja jos piste-estimaattorin 7(Y) otantajakauma on osa-

puilleen 7-keskinen normaalijakauma, niin talléin osapuilleen todennéakdéisyydel-
14 1 — a pétee epayhtilo
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Kun tama epédyhtdlopari ratkaistaan parametrin 7 suhteen, saadaan vali
7(Y) = zaj2v/varg 7(Y) < 7 < 7(Y) + 242/ varg 7(Y)

Téssé estimaattorin otantajakauman keskihajonta /varg 7(Y) on tavallisesti
tuntematon. Jos se korvataan estimaatilla, eli estimaatin 7 keskivirheellé, niin
paddytéain nimellistd (engl. nominal) 1 — o luottamustasoa vastaavaan (kaksi-
suuntaiseen) likiméériiseen luottamusviliin

T £ 2Za 2 X s€, (4.19)

jossa suure (se) on (jollakin jirkevilld tavalla laskettu) estimaatin 7 keskivirhe.
Koska zg. 925 = 1.96, niin suurella otoskoolla erityisesti

T 42 X se,

on likimasrdinen 95%:n luottamusvili. Koska 2p.16 = 0.994, niin suurella otos-
koolla,
T+ se,

on likim#ériainen 68%:n luottamusvili.
Esimerkiksi binomikokeessa onnistumistodennikéisyyden luottamusvali las-
ketaan tyypillisesti télld periaatteella. SU-estimaattori

pY)=Y

(eli onnistumisten suhteellinen osuus) on harhaton, ja sen varianssi on

- 1
var, Y = ﬁp(l -p).

Koska estimaattori on keskiarvo n riippumattomasta ja samoin jakautuneesta
satunnaismuuttujasta, sen jakaumaa voidaan suurella otoskoolla approksimoida
normaalijakaumalla (todennékéisyyslaskennan keskeisen raja-arvolauseen pe-
rusteella). Kun keskivirheelle kiytetddn kaavaa

se =4/ —p(1—p),

saadaan binomikokeen onnistumistodennékéisyydelle p likimé&rdinen 1 —a luot-

tamusvili
. /1, .
piza/2 Ep(l _p)a (420)

joka kerrotaan kaikissa tilastotieteen alkeisoppikirjoissa. Jos 0 < p < 1 on kiin-
ted, ja otoskoko n kasvaa rajatta, niin todennikoisyyslaskennan keinoilla voi-
daan osoittaa, ettd vastaavan satunnaisen luottamusvilin peittotodennékoisyys
ldhestyy arvoa 1 —«, joten suurella otoskoolla tdmén vélin peittotodennékoisyys
on suunnilleen 1 — a.

Edellinen asymptoottinen perustelu jattdd avoimeksi sen, milloin otoskoko
on riittdvén suuri. Tdmén takia tarkastelemme ldhemmin likimé&ériisen perintei-
sen likimé&&rédisen luottamusvélin (4.20) ominaisuuksia. Se voi dérelliselld otos-
koolla kayttaytya kummallisella tavalla:

SRS

o1
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e Sen pédtepisteet voivat olla parametriavaruuden ulkopuolella; kdytdnnos-
sé luottamusviliksi pitdisi otta vélin (4.20) sekéd parametriavaruuden leik-
kaus.

e Vili surkastuu yhdeksi pisteeksi, jos koesarjassa ei joko onnistuta yhtdéan
kertaa tai jos ei epdonnistuta yhtdin kertaa; parametriavaruuden reunojen
lahella tata valid ei kannata kayttaa.

Kuvassa 4.7 otoskoko on n = 20. Siini esitetidéin eri onnistumisten lukumé&a-
rad 0 < k < n vastaavat n + 1 mahdollista luottamusvalid laskettuna kaaval-
la (4.20). Kuvassa on myds piirretty luottamusvilin todellinen peittotodenni-
koisyys

Py(L(Y) < p < U(Y)).
Kuvasta ndemme, etté tilla pienehkolld otoskoolla tdmén luottamusvélin todel-
linen peittotodennédkoisyys on melkein koko parametriavaruudessa paljon pie-
nempi kuin nimellinen peittotodenndkoisyys. Ainakaan otoskoolla n = 20 téita
perinteistd likim&draista luottamusvalia ei pitaisi kdyttaa.

4.8 Muita luottamusvileji binomikokeessa

Likim#é&réisen luottamusvélin (4.20) todellinen peittotodennékoisyys (kun véli
tulkitaan satunnaiseksi) kdyttidytyy milld tahansa #érelliselld otoskoolla n huo-
nosti joissakin parametriavaruuden pisteisséd. Parametriavaruuden reunojen 1&-
helld tdmén vilin peittotodennékoisyys romahtaa nollaan, koska itse véli sur-
kastuu kummallakin rajalla pisteeksi. Tamén liséksi todellinen peittotodenné-
koisyys voi olla selvisti nimellistd tasoa pienempi muuallakin vield suurehkolla
otoskoolla, ks. artikkelia Brown, Cai ja DasGupta [1]. Nami kirjoittajat toteavat
tastd luottamusvéilistd seuraavaa:

... the performance of this standard interval is persistently chaotic
and unacceptably poor. Indeed its coverage properties defy conven-
tional wisdom. The performance is so erratic and the qualifications
given in the influential texts are so defective that the standard in-
terval should not be used.

Newcombe [2] vertaa empiirisesti seitsimii erilaista mentelméé luottamusvéilin
laskemiseksi, ja hdn kiayttiaa vertailussa peittotodennédkoisyyden lisdksi muitakin
kriteereitd. Newcombe kommentoi tdtd traditionaalista luottamusvélid (ja sen
parannusta, jossa kiytetdin jatkuvuuskorjausta) seuraavasti,

... it is strongly recommended that intervals calculated by these met-
hods should no longer be acceptable for the scientific literature

Nimé& neuvot on syyti ottaa huomioon. Alkéd kiyttiko perinteists likiméd-
riistd luottamusvilié (4.20) omissa tdissénne.

Mainituissa artikkeleissa kdydéddn ldpi monta vaihtoehtoehtoista tapaa muo-
dostaa luottamusvéli onnistumistodennékoisyydelle. Esimerkiksi Wilsonin v. 1927
ehdottama luottamusvili osoittautuu edellistd selvisti paremmaksi. My0s se pe-
rustuu sithen approksimaatioon, etté suureella

pY)-p _ p(Y)—p
\/Varp(ﬁ(Y)) \/% p(l — p)

52



JTP k-2012 30. maaliskuuta 2012

Kuva 4.7 Ylemmaéssé kuvassa on esitetty otoskokoa n = 20 vastaavat nimellista
luottamustasoa 95% vastaavat luottamusvilit (4.20), kun 0 < k < n on onnistu-
misten lukumédird. SU-estimaatti k/n on merkitty pisteelld. Alemmassa kuvas-
sa on esitetty (satunnaiseksi ymmérretyn) luottamusvéilin peittotodennikoisyys
todellisen onnistumistodennékoéisyyden p funktiona. Nimellinen luottamustaso
on osoitettu vaakaviivalla.

o | .
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n | _———
— R
x 9 4 — M
0 — A
o - .
[ [ [ [ [ [
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on osapuilleen standardinormaalijakauma N (0, 1), mutta talld kertaa tété tietoa
kéytetddn hyviksi hienostuneemmalla tavalla. Nyt luottamusvili muodostetaan
ratkaisemalla epédyhtélopari
p—p
—Zq/2 < IV C OIS < Zay2
»p(1—p)

muuttujan p suhteen toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan avulla. Tuloksena
saadaan Wilsonin luottamusvéli

Dt 32y £ 22 [ 2 D= D) + gz 22

1.2
L+ Eza/2

, (4.21)

joka on luottamusvélid (4.20) selkeésti parempi. (Luottamusvélid kutsutaan
myo0s nimella Wilson score interval, sen takia, etti se voidaan johtaa invertoimal-
la tdssd tilanteessa ns. pistemééritesti, engl. score test.) Myds Wilsonin luot-
tamusvili on likimé#ériinen, silld luottamusvilin médritelmén epadyhtélo (4.2)
ei sille toteudu. Kuvassa 4.8 esitetddn Wilsonin luottamusvilin toiminta, kun
n = 20. Tam4 luottamusvéli ei surkastu pisteeksi, jos onnistumisia on nolla tai
n.

Clopper ja Pearson esittivit v. 1934 erdén tavan muodostaa ns. tarkka
(engl. exact) luottamusvéli onnistumistodennéksisyydelle. Termi tarkka tarkoit-
taa téssi sitéd, ettd kyseinen luottamusvéli ei ole likim#ardinen, vaan mééritel-
min (ks. kaava (4.2)) mukainen, eli

P(L(Y)<p<U(Y))>1—-a, kaikilla0<p<1.

Lisdksi alarajaa 1 — « ei voida yhtddn suurentaa ilman, ettd epayhtalo rik-
koontuisi jollakin otoskoolla n ja jollakin 0 < p < 1 . Muualla vili on turhan
konservatiivinen, eli sen todellinen peittotodennékoisyys on aidosti lukua 1 — «
suurempi, kuten kuvasta 4.9 nidhdédan, kun otoskoko n = 20.

Silloin kuin havaintosatunnaisvektorin jakauma on diskreetti, niin yleensé
aina joudutaan tekeméin luottamusvilien kanssa samantapaisia kompromisse-
ja. Joko kaytetdsan likiméaraisia luottamusvélejé, joiden todellinen peittotoden-
nékoisyys on joskus pienempi kuin niiden nimellinen peittotodennékoisyys, tai
sitten kéytetéién tarkkaa luottamusvilid (mikéli sellainen sattuu olemaan saa-
tavilla), joka on useimmilla parametrinarvoilla turhan konservatiivinen.

Tietokoneella minkéd tahansa edelld mainitun binomijakauman luottamus-
vilin laskeminen on yhtéd helppoa. Esim. R-ohjelmistossa ndma luottamusvé-
lit on helppo laskea Hmisc-kirjaston funktiolla binconf. Nimellistd luottamus-
tasoa 95% vastaavat vilit saadaan laskettua seuraavalla tavalla. (Myos funk-
tio binom.test laskee Clopperin ja Pearsonin tarkan luottamusvélin. Funktio
prop.test laskee erddn luottamusvilin, joka on sukua Wilsonin luottamusvé-
lille. Valitettavasti tamén funktion dokumentaatiosta on vaikea saada selvii.)

>n <- 20

>k <-4

> library(Hmisc)

> binconf (k, n, method = 'asymptotic')

PointEst Lower Upper
0.2 0.02469549 0.3753045
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Kuva 4.8 Ylemmaissé kuvassa on esitetty otoskokoa n = 20 vastaavat nimellistd
luottamustasoa 95% vastaavat Wilsonin luottamusvilit (4.21), kun 0 < k < non
onnistumisten lukuméiiri. SU-estimaatti k/n on merkitty pisteelld. Alemmassa
kuvassa on esitetty (satunnaiseksi ymmérretyn) luottamusvélin peittotodenni-
koisyys p:n funktiona. Nimellinen luottamustaso on osoitettu vaakaviivalla.

g - -
o I— [ [ [ [ [
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
: ] | I\“h I\LH Dumumumuﬂ Hvl/l %r |
. |

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

%)



JTP k-2012 30. maaliskuuta 2012

Kuva 4.9 Ylemmaissd kuvassa on esitetty otoskokoa n = 20 vastaavat luotta-
mustasoa 95% vastaavat Clopperin—Pearsonin tarkat luottamusvélit, kun 0 <
k < n on onnistumisten lukuméiiri. SU-estimaatti k/n on merkitty pisteel-
14. Alemmassa kuvassa on esitetty (satunnaiseksi ymmérretyn) luottamusvilin
peittotodenniikoisyys p:n funktiona.
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> binconf(k, n, method = 'wilson')

PointEst Lower Upper
0.2 0.08065766 0.4160174

> binconf(k, n, method = 'exact')

PointEst Lower Upper
0.2 0.057334 0.436614

4.9 Ennustevali

Luottamusviilien liséiksi (tai sijasta) usein on mielekiistéi tarkastella aivan toisen-
tyyppisid viileji, ks. esim. Vardeman [3]. Kiisittelemme téssé vain ennustevéli.
Vardeman esittelee my6s ns. toleranssivalin.

Tarkastelemme yksinkertaisuuden vuoksi teoreettista populaatiota, jossa sa-
tunnaismuuttujat Y7,Ys,...,Y,, Y, 11 ovat riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita satunnaismuuttujia pistetodennikoisyysfunktiolla tai tiheysfunktiolla
g(y; 0). Vilit pitdd muodostaa n ensimméisen satunnaismuuttujan Yy,..., Y,
arvojen avulla, ja tavalliseen tapaan,

Y =(V1,....Y,).

Satunnaismuuttujan Y, ;1 ajatellaan olevan tulevaisuudessa saatava havainto
tastd samasta jakaumasta.

Madritelmé 4.6 (Ennustevili). Aineistosta laskettu vili [L(y), U(y)] on ta-
son 1 — « ennustevdli (engl. prediction interval) satunnaismuuttujalle Yy, 1, jos
vastaava satunnainen véli [L(Y), U(Y)] toteuttaa vaatimuksen

Py (L(Y) <Y1 SU(Y))>1—a, kaikillad € ©. (4.22)

Esimerkki 4.3. Jos normaalijakaumaa N (u,0?) noudattavan populaation va-
rianssi on tunnettu luku, ja Y on n ensimmaéisen satunnaismuuttujan otoskes-
kiarvo, niin

_ 1
Y1 =Y ~N(,(1+ 5)02)

Téasta ndhdédan helpoilla laskuilla, ettd todennékoisyydelld 1 — «

- / 1
Yn+1€Y:|:Za/2 1+EO'

kaikilla p, joten tété vastaava aineistosta laskettu véli on tason 1—« ennustevéli.
Huomaa, ettd uuden havainnon ennustevéli on paljon levedmpi kuin odo-
tusarvon p kaksisuuntainen luottamusvéli (4.10).
Jos myo0s varianssiparametri olisi tuntematon, niin ennustevélid ldhdetaan
konstruoimaan silld perusteella, etté

_ 1
Y1 =Y ~ N(0,(1+ =)o?)
n

n—1
52 ~ X%Lf]a

o2
jossa otosvarianssi S? lasketaan satunnaismuuttujista Yy, . . ., Y. Y114 nama kak-
si satunnaismuuttujat ovat liséiksi riippumattomia. Téstd havainnosta saadaan
yksinkertaisilla laskuilla aikaan ennustevili uudelle havainnolle Y,, 1 kdyttamal-
14 t-jakauman kvantiileja. A
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