Luku 1

Johdanto

Tilastollinen pééttely (engl. statistical inference) on kokoelma késitteitéd ja me-
netelmié. Niiden tarkoitus on auttaa soveltajaa tekeméin pédtelmis reaalimaa-
ilman olosuhteista, kun né&itd olosuhteita ei havaita suoraan, vaan paitelmét
pitda tehdé epavarmuutta sisédltdvien numeeristen havaintojen perusteella.

Matemattinen pééttely on luonteeltaan deduktiivista: yleisistd sdannoisté
(aksioomeista) péitellddn niiden seurauksia. Tésté poiketen tilastollinen péit-
tely on luonteeltaan induktiivista: siinéd pyritdédn yksittéisistd havainnoista kohti
yleisia sdantoja. Tilastollinen péadttely on luonteeltaan epdvarmaa ja siséltéé ai-
na virheellisen péaéttelyn mahdollisuuden. Témén epdvarmuuden suuruutta on
kuitenkin mahdollista kontrolloida ja arvioida.

Tilastollisessa paittelyssa kdytetddn hyviksi matematiikkaa, erityisesti to-
dennékoisyyslaskentaa, mutta tilastollinen paéttely ei ole matematiikan vaan ti-
lastotieteen osa-alue. Tilastollinen pééttely on todennékoisyyslaskennalle kddn-
teinen ongelma: todennékoisyyslaskenta tarjoaa tyckaluja, joilla voidaan laskea
havaintojen jakauma tai niistd laskettujen tilastollisten tunnuslukujen jakau-
ma, kun havaintoja generoiva todennédkoéisyysmalli on kiinnitetty. Tilastollisessa
péaattelyssd pitdd numeerisen aineiston perusteella yrittaé arvioida, minkélainen
todenn#koisyysmalli olisi ne voinut generoida.

Tilastotieteen soveltajat eldvét usein sellaisessa harhaluulossa, etté tilastolli-
nen pééttelyn oppikirjat ovat keittokirjoja, joista 16ytyy sopiva resepti (menetel-
mé) kunkin empiirisen tieteen tutkimusongelman ratkaisemista varten. Tamé4 ei
pidé paikkaansa. Alan oppikirjoista toki 1oytyy tiettyja usein sovelluksissa kiy-
tettavid reseptejd (menetelmid), mutta ne perustuvat aina tiettyihin oletuksiin.
Kussakin tilastollisen menetelmén sovelluksessa pitédé erikseen kriittisesti arvoi-
da, toteutuvatko kyseisen menetelmén oletukset. Mikéli oletukset eivit tayty,
saattaa tilanteeseen sopivan menetelmén rakentelu vaatia pitkdn tutkimushank-
keen. Sitd paitsi tilastollisen pédittelyn ideaa voidaan ldhestyéd kahdesta aivan
erilaisesta lahtokohdasta, joista keittokirjamaisissa oppikirjoissa tavallisesti esi-
tetddn vain toinen.

Tilastolliseen péaéttelyyn on olemassa kaksi periaatteiltaan erilaista ldhes-
tymistapaa: frekventistinen péittely seké bayesildinen paattely. Talla kurssilla
késitelladn enimmékseen frekventististi paittelyd. Sen avulla saadaan tietyissa
yksinkertaisissa tilanteissa helposti sovellettavia menetelmié, jotka ovat laajalti
tunnettuja.

Tarkempi tarkastelu paljastaa kuitenkin, etté tietyt frekventistisen ldahesty-
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mistavan periaatteet ovat ongelmallisia, ja tdmé voi johtaa kdyténnon ongelmiin
monimutkaisissa tilanteissa. Bayesildinen ldhestymistapa perustuu puhtaasti to-
denn#koisyyslaskennan soveltamiseen, ja se on tdmén matemaattisen muotoilun
ansiosta matemaattisesti selkedé seké vapaa tietyistéd frekventististd lahestymis-
tapaa vaivaavista késitteellisistd ongelmista. Vaikka bayesildisen pdéttelyn ma-
temaattinen muotoilu on selkeéé, niin sen sijaan siinéd sovellettava todennakoi-
syyskasitteen tulkinta kvantitatiivisené esityksené tutkijan epdvarmuudesta on
joidenkin mielestd ongelmallinen. Valitettavasti baysildinen péédttely vaatii hie-
man laajempia tietoja todenndkoisyyslaskennasta kuin mité tdmén kurssin opis-
kelijoilta oletetaan, minké takia bayesildistéd padttelya kasitelladn talld kurssilla
vain ylimalkaisesti.

Tilastollisen paattelyn oppikirjoja on olemassa satoja ellei tuhansia. Téassa
monisteessa ei pyritd esittdm&aidn mitddn omintakeista, vaan téssé kdydéaan lapi
alan peruskésitteitd, minké takia en esitd yksityiskohtaisia kirjallisuusviitteit.
Niitd luentomuistiinpanoja laatiessani olen ottanut eniten mallia (ts. varasta-
nut sumeilematta materiaalia) tétd kurssin versiota edeltdviin kurssin version
luentomuistiinpanoista, jotka laati E. Arjas yhdessi J. Sirénin kanssa. Lisdksi
olen tarkistanut, kuinka T. Mékeldinen aikanaan esitti vastaavat asiat omas-
sa luentomonisteessaan. Tamén lisdksi olen katsonut, kuinka P. Nieminen ja
P. Saikkonen esittéavit tilastollisen péédttelyn perusteet Tilastollisen pééttelyn
kurssin kurssimonisteessa. Olen my6s pitdnyt késilli mm. seuraavia englannin-
kielisié oppikirjoja: Arnold [1], Casella ja Berger [2], Davison [3], Ross [4]. Toden-
néakoisyyslaskennan osalta oletan lukijalla olevan suunnilleen Pekka Tuomisen
kirjaa [5] vastaavat tiedot.

Nykyaikana tilastollisen paéttelyn vaatimat laskut toteutetaan tietokoneella.
Joissakin kohdissa olen néyttéanyt, kuinka laskut saataisiin toteutettua R-tilasto-
ohjelmistossa.
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Luku 2

Havaintojen mallintaminen

2.1 Havaintoja vastaava todenniko6isyysmalli

Meilld on késilli numeerinen aineisto (engl. data) yi,...,Yn, jossa kukin y;
on jokin tunnettu luku. Havaintojen lukumééris n kutsutaan otoskooksi (engl.
sample size). Ennen havaintojen tekoa aineiston arvot ovat epdvarmoja (mit-
tausvirheiden, koetilanteessa tehdyn satunnaistamisen, populaation luonnollisen
vaihtelun tms. syyn takia). Kokeen tai otannan toistaminen voisi tuottaa toisen-

laiset havainnot. Tamén takia mallinnamme tilanteen niin, ettd arvot yi,...,yn
ovat satunnaismuuttujien Yy, ...,Y,, toteutuneita arvoja (eli niiden reaalisaa-
tioita).

Tamaé on tilastollisen pééttelyn perusajatus: havaittujen arvojen
ajatellaan olevan satunnaismuuttujien toteutuneita arvoja.

Satunnaismuuttujat ovat jollakin perusjoukolla 2 ma#riteltyja reaaliarvoisia
funktioita, joten edellisen mukaan ajattelemme, etté
ye s Yn :Yn(WaCt)v (2.1)

act )

), ye = Ya(w

y1 =Y (w

jossa w?' € Q on todennikdisyysmallissa aktualisoitunut alkeistapaus, jonka
luontoditi (tms. epadméériiseksi jddvi taho) on valinnut.

Otamme merkintjen lyhentdmiseksi kdyttoon vektorimerkinnét seké aineis-
tolle ettd aineistoa vastaaville satunnaismuuttujille,

y:(yl""ﬂyn)7 Y:(Ylv"'vyn)v

Téssd y € R™ on havaituista arvoista muodostettu havaintovektori tai aineisto,
ja Y on havaintovektoria y vastaava satunnaisvektori, eli havaintosatunnaisvek-
tori. Matemaattisesti Y on kuvaus Q — R", ja mallimme mukaan

y=Y(w)

jollekin w?* € Q.

Tilastollisen péa#ttelyn tavoitteena on tehdé aineiston y perusteel-
la johtopadtoksia siitd todennakoisyysjakaumasta, jota satunnais-
vektori Y noudattaa.
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Tyypillisesti vektorin Y jakauma mallinnetaan parametrisella mallilla, jossa
on yksi parametri 6, tai monimutkaisemmissa tilanteissa useampia parametre-
jab1,...,0,, joista yhdessd muodostuu parametrivektori @ = (64, ...,6,). Talld
kurssilla oletamme, etté kaikki satunnaismuuttujat Y; ovat joko diskreettejé (jol-
loin niistd kunkin jakaumaa kuvaa pistetodenniikoisyysfunktio) tai ettéd kaikki
satunnaismuuttujat Y; ovat jatkuvasti jakautuneita (jolloin niistd kunkin jakau-
maa kuvaa tiheysfunktio). Kun parametrin (tai yleisemméssé tapauksessa para-
metrivektorin) arvo on kiinnitetty, niin satunnaisvektorin Y jakauman esittidd
sen yhteispistetodennikoisyysfunktio (yptnf) tai yhteistiheysfunktio (ytf)

fy:;0) = f(y1,. - yn; 0)

Tamé yptnf/ytf riippuu n+ 1 reaalimuuttujasta yy, . . ., yn, 8, joista 8 on merkit-
ty puolipisteen jélkeen, koska se on erilaisessa roolissa kuin muuttujat y1, ..., yn.
Muuttuja y = (y1,...,Yyn) on vapaa muuttuja, eiké tissi kaavassa eikd mones-
sa muussakaan kaavassa vield tarkoita aineistoa. Saman symbolin kiyttdminen
selkeéisti eri merkityksissd on tilastotieteen merkinnéille tyypillistd, ja sithen on
lukijan parasta vain totuttautua. Kullakin kiintedlld 6 funktio

y — f(y;0)

on yptnf tai ytf

Télla kurssilla kdytetddn ldhes yksinomaan sellaisia malleja, joissa satunnais-
muuttujat Y7, ...,Y, ovat riippumattomia, kun parametrin arvo on kiinnitetty.
Téllaisessa tilanteessa yptnf/ytf voidaan esittéié tulona kaavalla

F:0) = fri(1:0) fya (2:0) -+ fy, (yn30) = H v (i3 0) (2.2)

jossa fy,(u;0) tarkoittaa satunnaismuuttujan Y; pistetodennékoisyysfunktiota
(ptnf) tai tiheysfunktiota (tf), kun parametrilla on arvo 6.

Usein késittelemme tilannetta, jossa satunnaismuuttujat Y; ovat riippumat-
tomia ja niilld on sama jakauma, kun parametrinarvo € on kiinnitetty. Téssé
tapauksessa sanotaan, ettd satunnaismuuttujat Yi,...,Y, ovat satunnaisotos
(engl. random sample) ko. jakaumasta. Jos tdmén yhteisen jakauman tiheys-
funktio (tf) tai pistetodennikoisyysfunktio (ptnf) on g(y; 6), niin kaavasta (2.2)
saadaan yhteisjakaumalle esitys

n

F(y:0) = g(y1;0) - g(yn; 0) = [ 9(vi; 0)- (2.3)

i=1

Tilastollisessa padttelyssa kiinnostuksen kohteena on sv:n Y jakauma, ja pa-
rametrisessa mallissa kyseinen jakauma tunnetaan téysin, jos parametrinarvo 6
tunnetaan. Ongelma syntyy siité, ettd 6 on tuntematon. Parametrista tiedetdén
kuitenkin vihintddn sen verran, ettd osataan sanoa, missi joukossa © C R sen
arvot voivat olla. Téllaista joukkoa © kutsutaan parametriavaruudeksi (engl.
parameter space).

Télla kurssilla havaintoja kuvaavaa todennékoisyysmallin f(y;#0) ajatellaan
enimmékseen olevan valmiiksi annettu. Kaytdnnosséa sovelletaan usein konven-
tionaalisia malleja, joiden ominaisuudet tunnetaan hyvin.
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Mallin pitéisi toki vastata todellisuutta. Malleissa yleensé oletetaan, etté jot-
kin niissé esiintyvét satunnaismuuttujat ovat riippumattomuutta. Téllaista riip-
pumattomuusoletusta on mahdotonta tarkistaa numeerisesta aineistosta: luvut
eivit ole toisistaan riippumattomia, vaan riippumattomuus on satunnaismuut-
tujien ominaisuus. Riippumattomuusoletuksia pitéisi pohtia kriittisesti kaytté-
malld hyvaksi sitd tietoa, mikd on kidytossd koeasetelmasta. Mikéli mahdollista,
koeasetelma pitéisi suunnitella etukéteen niin, ettd se mahdollisimman hyvin
toteuttaa padttelyssé kdytettdvan mallin oletukset.

Yleisesti ottaen havaintojen mallintaminen on vaativa tehtéva. Tarkastelem-
me kuitenkin seuraavaksi kahta esimerkkié, joissa todenniikéisyysmallin f(y;6)
muodostaminen on ldhes itsestddn selvia.

2.2 Pallot kulhossa

Oletamme, ettd kulhossa on samankokoisia ja samasta materiaalista valmistet-
tuja valkoisia ja mustia palloja yhteensd N kappaletta. Merkitdéin valkoisten
pallojen lukuméiirid 0 = #{valkoiset pallot}, jolloin kulhossa on N — 6 mustaa
palloa. Oletamme, ettd N on tunnettu luku, mutta 6 on tuntematon. Paramet-
riavaruus on {0,1,...,N}.

Kulhoa ravistetaan tarmokkaasti, ja sitten siitd nostetaan yksi pallo sokkona.
Koska kulhossa on yhteensé N palloa, ja niisté € on valkoista, niin on luonnollista
ajatella, etté

Py(nostettu pallo on valkoinen) = N

Edelld merkittiin parametri 6 selvyyden vuoksi nékyviin todennékoisyyden P(+)
alaindeksiksi. Jotta edelld kirjoitetulla todennékoisyydellé olisi numeerinen arvo,
tdytyy luvun N seki valkoisten pallojen lukumééiran 6 olla tunnettuja lukuja.

Tarkastelemme seuraavaksi poimintaa takaisinpanolla (eli palauttaen). Nos-
tettu pallo palautetaan kulhoon, kulhoa ravistetaan ja nostetaan toinen pallo
sokkona. T#td menettelyé toistetaan n kertaa, niin ettd nostettu pallo aina pa-
lautetaan kulhoon noston jilkeen ja ennen kutakin nostoa kulhoa ravistetaan
perusteellisesti.

Maiéarittelemme satunnaismuuttujan Y; kullekin ¢ = 1,...,n seuraavalla ta-
valla:

v — {1, jos i:nnelld nostolla saadaan valkoinen pallo,
=
07

jos ¢:nnelld nostolla saaadaan musta pallo.

Voimme kirjoittaa

Namé tulokset voidaan esittdd myos yhdelld kaavalla

o\ Y 9 1—y:
Py(Y; = yi) = (N) (1_N> o ¥i=0,1

Témaé lauseke on satunnaismuuttujan Y; pistetodennikoisyysfunktio fy, (y;;0).
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Koska kulhoa aina ravistetaan perusteellisesti ennen kutakin nostoa ja kos-
ka nostetut pallot aina palautetaan kulhoon, niin on luonnollista ajatella, et-
td nostoja vastaavat satunnaismuuttujat ovat riippumattomia, koska arkijar-
jen mukaan tieto yhden noston lopputuloksesta ei voi vaikuttaa toisen noston
todennikoisyysjakaumaan. Satunnaismuuttujien yptnf on kaavan (2.2) tai sen
erikoistapauksen (2.3) mukaisesti

f(y;0) = f(y1,---,yn;0)
= fyi(y1;0) fro(y2;0) - fy, (Yn; 0)

N R O (R R O N

Kukin y; saa joko arvon 0 tai 1 ja parametrin 6 arvo on jokin luvuista 0,1,..., N.
Jatkokehittelyji varten on hysdyllistd huomata, ettd yptnf voidaan esittéié (yh-
distdmilld termien € ja (1 — ) potenssit) myos muodossa

o= (2)" (-9 24)

jossa t(y) = y1 + --- + yn on yhteensd n nostolla saatu valkoisten pallojen
lukumiiéird (onnistumisten lukumiiird) ja n — t(y) on yhteensi n nostolla saatu
mustien pallojen lukumiiird (epdonnistumisten lukuméird).

Téssd (ja kaikissa muissakin esimerkeissii) olisi yhteisjakauma voitu para-
metroida myos toisela tavalla. Esimerkiksi parametriksi voitaisiin ottaa valkois-
ten pallojen suhteellinen osuus kulhossa olevista palloista. Jos 6 on valkoisten
pallojen lukumééaré kulhossa, niin niiden suhteellinen osuus on

d):g/Nv

ja tdméan parametrin avulla esitettynd aineistoa vastaavan satunnaisvektorin
jakauman esittad yptnf

fily; ) = f(y;0/N) = '™ (1 — )" ~t),
Uutta parametrointia vastaava parametriavaruus on joukko

1 2 N -1
{O,N’N7...7T,1}.

Kumpikin parametrointi on yhté lailla oikea. Se mité parametrointia kussakin
tehtiavassa kiytetddn on makuasia.

Tassé esimerkissé parametrin 6 todellinen arvo voitaisiin selvittéid katsomal-
la kulhoon. Kokeen lopputuloksen perusteella saattaa olla mahdollista sulkea
pois tiettyjd parametrinarvoja. Mikéli yhdessdkin nostossa saadaan valkoinen
pallo, niin arvo € = 0 voidaan sulkea pois. Vastaavasti, jos yhdessédkin nostossa
saadaan musta pallo, niin arvo § = N voidaan sulkea pois. Kuvatun koejérjes-
telyn puitteissa parametrin todellista arvoa ei kuitenkaan voida selvittda tédysin
varmasti oli nostojen lukumééri n miten suuri hyvinsi (mikili N > 3).

Pallojen palauttaminen kulhoon on vélttdméatonté, jotta nostojen tuloksia
voitaisiin pitda riippumattomina. Jos ensimmaisté palloa ei palauteta kulhoon,
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niin kahden ensimmaéisen noston tuloksille saamme mallin

P(Yi=1Y,=1)=Py(Yi=1)Py(Ya=1|Y1 =1)

0\ " O\ " (0—1\" o—1\ "
) (v =) ()

silla jos ensin nostetaan valkoinen pallo, niin sen jilkeen kulhossa on jiljella
N — 1 palloa, joista 8 — 1 on valkoista. Jos taas ensin nostetaan musta pallo,
niin t&lloin

Py(Y1=0,Ys=1)=Pp(Y1 =0) Pp(Yo = 1| Y; = 0)

() -8 () )

Poiminnassa ilman takaisinpanoa aikaisemman noston lopputulos vaikuttaa seu-
raavan noston todennakoisyysjakaumaan, joten nyt Y7 ja Ys eivét ole endé riip-
pumattomia (kun #:n arvo on kiinnitetty). Samaa jirkeilyd voitaisiin jatkaa
useammalle kuin kahdelle nostolle.

2.3 Nasta purkissa

Purkissa on nasta. Purkkia ravistetaan tarmokkaasti, ja sitten merkitdén muis-
tiin, laskeutuuko nasta selélleen vai kyljelleen. Tété koetta toistetaan n kertaa.
Otamme kiyttoon satunnaismuuttujat Y; siten, etté

v {1, jos i:nnessé toistossa nasta padtyy seldlleen,
P =

0, jos i:nnessd toistossa nasta padtyy kyljelleen.

Tuntuu luontevalta ajatella, ettd parametriksi valitaan vililld (0, 1) oleva luku
0, joka tulkitaan todennéksisyydeksi, jolla nasta paityy yhdessé toistossa selél-
leen. T&ata parametria ei voida selvittdd purkkia ja nastaa katsomalla. Voidaan
ajatella, ettd 0 olisi yhta kuin seldlleen péadtyvien tulosten suhteellinen osuus d4-
rettomén pitkdssi koesarjassa. Milladn dérellisen pitkélla koesarjalla 6:n arvoa
ei saada téaydellisesti selville.

Tatd mallia voidaan kritisoida. On aivan ilmeisté, ettd ravistustapa vaikut-
taa oleellisella tavalla lopputulokseen. Jos purkkia ravistetaan vain hitusen, niin
nastan tila ei vaihdu. Tdmén takia vaadimme, ettd ravistus on niin tarmokas,
ettd nasta poukkoilee purkissa monta kertaa ympériinsd seinéistd toiseen. Se
kumpi lopputulos kulloinkin saadaan olisi periaatteessa laskettavissa Newtonin
mekaniikan avulla, jos systeemin yksityiskohdat ja sen alkutila eli ravistustapa
tunnettaisiin darettoméin tarkasti. Saattaisi olla mahdollista rakentaa kone, joka
néenndisesti ravistaa purkkia tarmokkaasti, mutta joka todellisuudessa pystyy
sdatamadn, kumpi lopputulos saadaan. Sivuutamme namé késitteelliset vaikeu-
det.

Taas on luonnollista ajatella, etté eri ravistusten jalkeiset lopputulokset ovat
keskenéén riippumattomia, koska arkijarjen mukaan tieto yhden ravistuksen lop-
putuloksesta ei voi vaikuttaa toisen ravistuksen lopputuloksen todennékoisyys-
jakaumaan.
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Talld tavalla pdddymme yhteispistetodennéikoisyysfunktioon
F(y:0) = 0¥ (1— 0)' v ogvn (1— 0)' v = 000 (1 - 0)"*¥), (2.5)

jossa jélleen t(y) = Y1 ; y;. Parametriavaruudeksi on luontevinta valita avoin
vili (0, 1), silld koejirjestely ei olisi mielekés elleiviit molemmat lopputulokset
olisi mahdollisia. Téamén sijasta voimme pitdd parametriavaruutena myos sul-
jettua vilid [0, 1].

2.4 Binomikoe

Molemmat esimerkit ovat erikoistapauksia ns. binomikokeesta:

e Kyseessd on toistokoe, jossa tiettyd koetta toistetaan samanlaisissa olo-
suhteissa n kertaa; toistojen lukumééra on tunnettu.

o Kussakin kokeessa erotetaan kaksi tulosvaihtoehtoa, joille voidaan antaa
nimet onnistuminen (Y; = 1) ja epdonnistuminen (Y; = 0).

e Perikkiisten toistokokeiden tulokset oletetaan toistaan riippumattomiksi,
kun koetta kuvaava parametrin arvo on kiinnitetty.

Téallaisessa tilanteessa satunnaismuuttujien Y7,...,Y, yhteisjakaumalla on
yptf

Flysp) =p” (L—p)' =¥ o p¥n (1= p)' ¥ = p!™) (1 — p)" 1),

jossa
n
Hy)=> v
i=1

on onnistumisten lukuméira (ykkosten lukumiiird) vektorissay, ja0 < p < 1 on
onnistumistodennikoisyys (ykkosen todennékoéisyys) yhdessid kokeessa. Pallot
kulhossa -esimerkissd p = /N, mutta nasta purkissa -esimerkissi oli p = 6.

Téllaisessa tilanteessa tiydellisen tulospéivikirjan (y1, ya, - - -, Yn ) sijasta usein
raportoidaan ainoastaan onnistumisten lukumaéra

r=t(y) = Zyv

kertomatta, missé jarjestyksessd onnistumiset ja epdonnistumiset sattuivat. Jos
onnistumisten lukumé&éraé pidetdéin satunnaismuuttujana ts. jos késitelldéin sa-
tunnaismuuttujaa

X=1v)=3 V.
=1

niin talléin X noudattaa tunnetusti binomijakaumaa parametreilla n ja p, jossa
n on toistojen lukumé&érd (tai otoskoko), ja 0 < p < 1 on onnistumistodenné-
koisyys (ykkosen todennikoisyys) yhdessd kokeessa. Lyhyemmin merkittyna

X ~ Bin(n,p).
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Binomijakauman pistetodennékoéisyysfunktio on

n

pp(xzx):( >pf 1-p)" =,  z=01,...,n (2.6)

T

Tasta nakokulmasta ainoa oleellinen ero nédiden kahden esimerkin vélilla on
se, etta pallot kulhossa -esimerkissi parametriavaruus on diskreetti, mutta nasta
purkissa -esimerkissd parametriavaruus on jatkuva.

2.5 Kaksi ldhestymistapaa

Parametrisessa mallissa havaintoja vastaavan satunnaisvektorin Y jakauma tun-
netaan tdysin, jos mallin f(y;#) parametrin 6 arvo tunnetaan, mutta tilastolli-
sessa padttelyssi 6 on tuntematon luku. Témén takia ensimméisend pyrkimykse-
né on arvioida eli estimoida parametrin 6 arvoa havaitun aineiston y perusteella,
ja yrittad vield kuvailla tdhdn arvioon liittyvaa epdvarmuutta.

Historiallisesti varhaisempi ldhestymistapa tdhén ongelmaan tunnetaan ni-
melld bayesildinen pééttely. Sen perusajatuksen esitti pastori Thomas Bayes
(n. 1701-1761) 1760-luvulla julkaistussa artikkelissa. Samoihin aikoihin mate-
maatikko Laplace (1749-1827) kehitteli ja popularisoi téitd ajattelutapaa. 1800-
luvulla bayesildinen pééttely oli ainoa yleisesti tunnettu tilastollisen péaattelyn
periaate, joskin periaatteeseen viitattiin siihen aikaan termilla kainteinen to-
dennékoisyys (engl. inverse probability).

1920-luvulla englantilainen geneetikko ja tilastotieteiliji R. A. Fisher (1890
1962) kritisoi erittdin voimakkaasti edeltéjiensé menetelmié, ja kiytiannossi pe-
rusti frekventistisen paittelyn (eli ns. klassisen tai ortodoksisen tilastotieteen)
esittelemalld joukon menetelmié, joilla silloiset empiirisen tieteen tutkimuson-
gelmat saatiin kétevésti ratkaistua. Fisherin vaikutuksen ansiosta bayesildinen
ldhestymistapa unohtui léhes kokonaan.

Bayesildinen ldhestymistapa alkoi tulla uudestaan suosituksi vasta 1980-
luvun loppupuolelta ldhtien. Uusi nousu perustui suurelta osin uusiin lasken-
tamenetelmiin seké siihen, ettéd tietokoneiden kéytto alkoi niihin aikoihin tulla
jokapéivéiiseksi.

2.5.1 Frekventistinen lidhestymistapa

Frekventistisessd ldhestymistavassa parametri § on tuntematon, mutta kiinted
(eli ei-satunnainen) luku. Siité tiedetdén ainoastaan se, missé joukossa eli para-
metriavaruudessa sen arvot voivat olla.

Frekventistisessa padttelyssa tilastollinen malli koostuu satunnaisvektorin
Y jakauman yptnfistd tai ytf:std f(y;6) sekd parametriavaruudesta ©. Se on
siis jakaumien

{f(y;0):0 <06}

modostama perhe (termi perhe tarkoittaa samaa asiaa kuin termi joukko).

Frekventistisessé ldhestymistavassa satunnaisuus viittaa aina sithen, ettd mi-
kéli aineiston keruuta voitaisiin toistaa tdsmélleen samoissa olosuhteissa, niin
saatavat tulokset voisivat olla erilaisia. Toisin sanoen frekventistisessé paétte-
lyssé satunnaisuus liittyy siihen, ettd havaitun aineiston y sijasta ajatellaan sité
vastaavaa satunnaisvektoria Y ja sen jakaumaa.
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Frekventistisessd padttelyssé tutkitaan esimerkiksi seuraavia erityiskysymyk-
sié.
Piste-estimointi. Parametriavaruudesta pitda aineiston perusteella valita yksi
arvo, jota pidetddn hyvéna arvauksena parametrin todelliselle arvolle.

Viliestimointi. Parametriavaruudesta pitdé rajata sellainen vili (tai joukko),
jonka (tietyssd mielessd) luotetaan sisdltdviin oikean parametrin arvon.
Télldisen luottamusvilin avulla pyritddan kuvaamaan piste-estimoinnissa
saatavaa tarkkuutta.

Hypoteesintestaus. Pyritddn pddattdmain, onko aineisto sopusoinnussa tilan-
teessa asetetun hypoteesin kanssa vai ei.

Mallin sopivuuden ja riittdvyyden arviointi. Astutaan parametrisen mal-
lin ulkopuolelle, ja tutkitaan, onko analyysissa kidytetty malli, eli jakauma-
perhe y — f(y;0),0 € © lainkaan sopiva kuvaaman todellista havaittua
aineistoa.

2.5.2 Bayesildinen ldhestymistapa

Bayesildisessa ldhestymistavassa myos parametri tulkitaan satunnaismuuttujak-
si. Edelld kisitelty aineistoa vastaavan satunnaisvektorin jakauma f(y;6) ym-
mérretddn satunnaisvektorin Y ehdolliseksi jakaumaksi, kun parametrilla on
arvo 0. Sille kiytetdén ehdollisen jakauman merkintdéd f(y | ). Kaikki koeti-
lanteeseen liittyvi taustatieto pyritdén esittdméin parametrin priorijakauma-
na, joka on todennékoisyysjakauma parametriavaruudessa. Priorijakauman aja-
tuksena on esittdd kvantitatiivisesti tutkijan epdvarmuus parametrin oikeasta
arvosta ennen (lat. a priori) kuin havaintoa on tehty.

Bayesiléisessé ldhestymistavassa tilastollinen malli koostuu ehdollisesta ja-
kaumasta f(y | 0) seké priorijakaumasta.

Priorijakauma ja havaintovektorin Y ehdollinen jakauma méaérdavit niiden
kahden satunnaissuureen yhteisjakauman, ja bayesildisessd padttelyssd néaista
kahdesta tiedosta sitten siirrytédén parametrin posteriorijakaumaan eli paramet-
rin ehdolliseen jakaumaan, kun tiedetéddn, ettd Y on saanut arvon y. Poste-
riorijakauma méaraytyy periaatteessa automaattisesti todennékoisyyslaskennan
sddntdjen avulla, mutta kdytdnnossd sen ominaisuuksia joudutaan usein selvit-
tdmadn raskaiden laskujen avulla.

Posteriorijakauma esittad kvantitatiivisesti tutkijan epadvarmuuden paramet-
rin arvosta, kun havainto otetaan huomioon. Usein my0s bayesildisessd péaatte-
lyssé lasketaan piste-estimaatteja ja viliestimaatteja, vaikka ne ovatkin vain
erditd (varsin koyhid) tapoja kuvailla posteriorijakaumaa.

2.5.3 Yhteenveto

o Frekventistisesséd padttelyssd mallin parametri on kiinted mutta tuntema-
ton. Léhestymistapa perustuu siithen ajatteluun, ettd havaitun aineiston
sijasta tarkastellaan sitd vastaavaa satunnaisvektoria Y ja sen jakauman
perusteella johdettuja jakaumia.

e Bayesildisessid péadttelyssid parametria pidetéddn satunnaisena, mutta ai-
neistoa kiintedné. Kaikki laskut ehdollistetaan kayttamalla sita tietoa, et-
téd satunnaisvektori Y on saanut arvokseen havaitut arvot y.

10



Luku 3

Piste-estimointi

Tarkastelemme frekventististé tilastollista mallia eli jakaumaperhetti

{f(y;0),0 € ©}

seké aineistoa, jonka ajattelemme generoituneen téstd mallista eli jostakin té-
hén perheeseen kuuluvasta jakaumasta. Téssd luvussa esitellidn menetelmi,
joilla tuntemattoman parametrin “todellista” arvoa voidaan arvioida eli esti-
moida. Tamé tarkoittaa sitd, ettd parametriavaruudesta valitaan yksi arvo é,
joka on (jonkin kriteerin mielessi) paras arvaus parametrin todelliselle arvolle.
Ts. tarkasteltavasta jakaumaperheestd valitaan estimaattia 0 vastaava jakauma
y — f(y;é), joka mielestdmme paras arvaus silld jakaumalle, joka havainnot
tuotti.

Sana todellinen laitettiin yll4 lainausmerkkeihin hyvisté syysti. Saattaa olla,
ettd havainnot on tuottanut sellainen prosessi, jota analyysissd kdyttdmamme
malli f(y;0) ei kuvaa hyvin. Kuuluisaa tilastotieteilijiii George E. P. Boxia
lainaten

All models are wrong, but some are useful.

Voimme olla aivan varmoja parametrisen mallin oikeellisuudesta vain harvoissa
tapauksissa, kuten silloin, jos olemme aineiston simuloineet tietokoneella ko.
parametrisesta mallista. T#llaisessa tapauksessa parametrin todellinen arvo on
se arvo, jota kdytettiin simuloinnissa.

3.1 Parametri ja tunnusluku

Sanaa parametri voi tarkoittaa tilastotieteessé eri yhteyksissé eri asioita. Tah&n
asti silld on tarkoitettu sitd parametrisessa mallissa f(y;60) esiintyvid lukua (tai
luvuista koostuvaa vektoria) 0, jonka tunteminen kiinnittéisi havaintosatunnais-
vektorin Y jakauman. Toisaalta sana parametri voi tarkoittaa mitd tahansa
vektorin Y jakauman ominaisuutta kuvaavaa lukua. Pallot kulhossa -esimerkissé
saattaisimme vaikkapa olla kiinnostuneita yksittdisen heiton 0/1-esityksen Y;
odotusarvosta tai varianssista, jotka ovat

0 0 0
EK:N, V&I‘YZN<1N>

11
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Tamén sijasta voisimme olla kiinnostuneita summan X =¢(Y) =Y, +---+Y,
odotusarvosta ja varianssista

EX:n%, Vaan]ff(ljff)'
Kaikkia néitéd suureita voidaan kutsua parametreiksi. Parametri on yleisesti ot-
taen jokin mallin parametrista 6 riippuva lauseke 7 = k(6). Parametreja merki-
tédn (padsiintoisesti) kreikkalaisilla kirjaimilla.

Parametrista kdytetdin myos nimitystd populaatioparametri. T&ll6in aja-
tellaan, etté aineisto on (jollakin menetelmilld muodostettu) otos joko jostakin
darellisestd populaatiosta tai jostakin (kuvitteellisesta) ddrettomistd populaa-
tiosta. Estimoinnin tavoitteena on tehdi johtopiitoksid ko. populaatiosta (ts.
populaatioparametreista) havaintojen avulla. T&llin soveltajan tulee tarkoin
miettid, mitd populaatiota havaintoaineisto edustaa, eli mihin populaatioon ti-
lastolliset johtopédtokset voidaan yleistéa.

Tunnusluku (engl. statistic) tarkoittaa mité tahansa lukua, joka voidaan las-
kea aineistosta. Binomikokeessa onnistumisten lukuméird ¢(y) = > ., y; on
erds tunnusluku. Kaikki tunnusluvut voidaan esittéii kaavalla t(y) jossa funk-
tio t valitaan kulloisenkin tilanteen mukaan, ja funktio ¢ ei saa riippua mistiin
mallin tuntemattomasta parametrista.

3.2 Estimaatti, estimaattori ja otantajakauma

Maéritelmé 3.1 (Estimaatti). Joitakin tunnuslukuja kéytetdén parametrien
arvioina, jolloin niitd kutsutaan vastaavien parametrien estimaateiksi.

Nasta purkissa -esimerkissé onnistumistodennakoisyytté 6 tavallisesti arvioi-
taisiin laskemalla onnistumisten suhteellinen osuus n kokeessa, eli

6 = % Zn:yi (3.1)

i=1

Estimaatteja on tapana merkitd kuten edelld tehtiin, eli laittamalla hattu vas-
taavan parametrin péille. Jos tarjolla on monta erilaista estimaattia samalle
parametrille, niin ne voidaan erottaa toisistaan esimerkiksi lisidmalld merkin-
toihin ala- tai yldindeksejé.

Eréds minimaalinen jarkevyysvaatimus estimaatille on se, ettd mallin para-
metrin 6 estimaatin 6 pitdéd kuulua parametriavaruuteen ©. Vastaavasti para-
metrin 7 = k() estimaatin 7 pitdd kuulua joukkoon

{(k(6) : 0 € ©}.

Nasta purkissa -esimerkin estimaatille (3.1) tdmé toteutuu automaattisesti, mi-
kéli parametriavaruudeksi on valittu [0, 1]. Mikéli parametriavaruudeksi valitaan
avoin vili (0, 1), niin estimaatti (3.1) ei tdyté tidtd minimaalista vaatimusta, mi-
kili nasta ei paddy kertaakaan seldlleen (jolloin ) . y; = 0) tai mikéli nasta ei
paddy kertaakaan kyljelleen (jolloin Y y; = n).

Pallot kulhossa -esimerkissé onnistumisten suhteellista osuutta (3.1) voitai-
siin ehdottaa onnistumistodennékéisyyden ¢ = /N estimoimiseen mutta tél-
16in torméttéisiin sithen ongelmaan, ettd tdméan parametrin ¢ arvot kuuluvat

12
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mallissa joukkoon
1 2 N -1
——1h

0,—,—,...
{ ) N ) N 7 ) N
mutta sen estimaatti g% voi saada arvoja joukosta

n—1

1 2
0,—, —,... 1
{7nan7 ) n a}a

eikd néilla joukoilla valttamatta ole edes kovin montaa yhteistéd alkiota. Tama
ongelma pitdisi kdytdnnossa kiertdd pyoristdmalld suhteellinen osuus jollakin
tavalla diskreettiin parametriavaruuteen.

Frekventistisesséd padttelyssd tunnusluvun t(y) liséksi tarkastellaan sitd vas-
taavaa satunnaismuuttujaa t(Y). Télloin tunnuslukua ei lasketa havaitusta ai-
neistosta, vaan se lasketaan aineistoa vastaavasta satunnaisvektorista Y, jolla
oletetaan olevan jokin todennékdéisyysjakauma. Niin kauan kuin pysytdéan mallin
{f(y;0) : 0 € ©} puitteissa (ja joskus on mielekisti laajentaa tarkastelu mallin
ulkopuolelle), oletetaan ettd satunnaisvektorilla Y on todellista parametrinar-
voa 6 vastaava todenndkoisyysjakauma.

Maédritelmé 3.2 (Otantajakauma). Satunnaismuuttujan ¢(Y) jakaumaa kut-
sutaan tdmén tunnusluvun otantajakaumaksi (engl. sampling distribution). Ole-
tamme, ettd Y noudattaa jakaumaa f(y;#) todellisella parametrinarvolla 6.

Termisséd otantajakauma on taustalla ajatus otannan tai aineiston keruun
toistamisesta. Jos aineiston keruu voitaisiin toistaa samoissa olosuhteissa riip-
pumattomasti r kertaa, ja saataisiin aineistot y1,...,y, (jossa kukin y; on n-
vektori), niin tdlléin arvot ¢(y1),. .. t(y,) olisivat otos satunnaismuuttujaksi ym-
mérretyn tunnusluvun ¢(Y) jakaumasta. TAmé# ajatus voidaan toteuttaa kon-
kreettisesti tietokoneella. Annetaan parametrisessa mallissa parametrille 6 jokin
lukuarvo, ja simuloidaan otos y1,...,y, jakaumasta f(y;#). Téllaisia simuloin-
timenetelmis on saatavilla lukuisille yhteisjakaumille f(y;#).

Teen kaksi frekventististd padttelyd koskevaa huomautusta.

e Parametri 6 on frekventistisessé péadttelyssa kiinted mutta tuntematon lu-
ku, jolla ei ole todennéakdisyysjakaumaa.

e Frekventistisesséd péadttelyssi tarkastellaan parametriavaruudessa méari-
teltyjéd jakauma, mutta ne ovat aina jonkin tunnusluvun otantajakaumia.

Frekventistisessé tilastotieteessé erityisen kiinnostava asia on estimaattorin
otantajakauma. Sana estimaattori tarkoittaa sitéd, ettd estimaatin ei ajatella
olevan konkreettinen luku, vaan sen ajatellaan olevan satunnaismuuttuja. Esti-
maattia 6 = t(y) vastaa estimaattori t(Y), joka on satunnaismuuttuja. Voimme
merkité sitd myos kaavalla

6(Y) = t(Y).

Mallimme puitteissa estimaatti ¢(y) on estimaattorin 6(Y) havaittu arvo, silli
y = Y(w*?) (ks. kaava (2.1)).
Nasta purkissa -esimerkissd estimaattia

L1 &
92;;%

13
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)

Kuva 3.1 Estimaattorin “onnistumisten suhteellinen osuus binomikokeessa’
otantajakauma, kun 6 = 0.2012 ja n = 5 (vasemmalla) ja n = 80 (oikealla).
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vastaa estimaattori
n

1
o) =3 (32
1=
jonka otantajakauma on skaalausta vaille sama kuin tunnusluvun ) Y; jakauma,
joka puolestaan on binomijakauma Bin(n, #). Estimaattorin (3.2) otantajakau-
ma on télla perusteella

Py(0(Y) = %) = (Z) OF(1—0)" %  k=01,...,n

Kuvassa 3.1 esitetdén tdméan diskreetin otantajakauman pistetodennékoisyys-
funktio kahdelle erilaiselle otoskoolle n.

3.3 Todennikdsisyyslaskennan tietoja

Palautetaan téssé vilissd mieleen joitakin tietoja todennékoisyyslaskennasta.
Jos X on satunnaismuuttuja, ja a on vakio, niin skaalatun satunnaismuut-
tujan a X odotusarvo ja varianssi ovat

E(aX)=aEX, var(a X) = a? var X. (3.3)

Jos X ja X, ovat satunnaismuuttujia, niin niiden summan odotusarvo on
odotusarvojen summa,

E(X,+ X2) = EX; + EXo. (3.4)

Jos X1 ja X, ovat rigppumattomia satunnaismuuttujia, niin niiden summan
tai erotuksen varianssi saadaan laskemalla yhteen muuttujien varianssit, eli

var(X; + Xo) = var X + var X. (3.5)
Jos p = EX, ja a on vakio, niin helpolla laskulla ndhd&én, etta
EX-a)?=EX -p)?+(p—a)?=varX + (u—a)? (3.6)
Tsebysevin epidyhtdlon mukaan mille tahansa vakiolle a

E(X —a)?

P(X —a|>¢ < —,

kaikille € > 0. (3.7)

€

14
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3.4 Otantajakauman ominaisuuksia

Binomikokeessa estimaattorin (3.2) eli onnistumisten suhteellisen osuuden (otan-
tajakauman) odotusarvo ja varianssi ovat helppo selvittid, silld

B = L3 B = Lno =

varg[0(Y)] = %Zvar‘g(Y;) = %n@(l —0) = %9(1 —0)
i=1

Alaindeksilli 6 korostetaan sité, etti satunnaisvektorilla Y = (Y7, ...,Y},) olete-
taan olevan mallin f(y;6) mukainen jakauma. Otantajakauman varianssin méé-
rittdminen perustui sithen mallin oletukseen, ettd satunnaismuuttujat Y; ovat
riippumattomia. Vaihtoehtoisesti voimme johtaa odotusarvon ja varianssin kéyt-
tamilld hyviksi tunnettuja kaavoja binomijakauman Bin(n, §) odotusarvolle ja
varianssille.

Maéritelmé 3.3 (Harhattomuus). Jos estimaattorin odotusarvo on sama kuin
parametrin todellinen arvo, eli

Eol0(Y)] =0, kaikilla 6,

niin sanotaan, ettd estimaattori A(Y) on harhaton (engl. unbiased). Muussa
tapauksessa sanotaan, ettd estimaattori on harhainen (engl. biased).

Tarkemmin sanoen edellinen asia voidaan ilmaista niin, etté estimaattori on
odotusarvon mielessi harhaton; odotusarvon sijasta voisimme toki tarkastella
muitakin otantajakauman keskikohtaa kuvailevia suureita, kuten mediaania tai
moodia.

Mésritelms 3.4 (Harha). Estimaattorin 6(Y) harha on
biasg(A(Y)) = Eg(A(Y)) — 6. (3.8)

Mallin parametrin 6 sijasta voitaisiin tarkastella my6s jotakin muuta para-
metria 7 = k() estimoivan estimaattorin 7(Y) harhaa. TAm# tietenkin médri-
telladn edellistd vastaavalla kaavalla

biass(7(Y)) = Eg(7(Y)) — k(8). (3.9)

Harha voidaan mééritella samalla kaavalla myos silloin, jos parametri on vektori.

Harhaa pidetdédn usein estimaattorin systemaattisena virheeni. Harhatto-
man estimaattorin harha on nolla koko parametriavaruudessa. Harhainen esti-
maattori ei kuitenkaan valttdmétta ole huono estimaattori eikd harhaton esti-
maattori ole valttdmédtta hyvé estimaattori. Nasta purkissa -esimerkissé esti-
maattori (3.2) on harhaton.

Merkinnét alkavat téssd vaiheessa arvatenkin nayttaé raskailta, joten avaan
seuraavaksi niiden merkitysté estimaattorin harhan mééritelmén eli kaavan (3.8)

biass (A(Y)) = Eo(0(Y)) — 0

kohdalla.
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o Siind puhutaan estimaattorista 9(Y), jota siis késitellddn satunnaismuuut-
tujana.

o Estimaattori é(Y) on funktio satunnaisvektorista Y, joten estimaattorin
jakauma riippuu satunnaivektorin Y jakaumasta.

e Alaindeksi 0 kertoo, ettéi satunnaisvektorin Y jakaumalla on yptnf tai ytf

f(y;0).

Naisséd luentomuistiinpanoissa kidytetadn téllaisia pedanttisia merkint6jé, jotta
lukija pystyisi kaavoista heti ndkeméén, mitd suureita pidetdén kiinteiné ja mita
satunnaisina ja mitéd jakaumia satunnaisille suureille oletetaan. Sen jilkeen, kun
namé asiat alkavat olla itsestédn selvid, opiskelija voi rauhassa tiputtaa kaavoista
yliméériiset koristeet, ja kirjoittaa vaikkapa

bias(d) = E — 0,

milla tyylilld ndmé asiat monessa oppikirjassa esitetdan. Kirjallisuudessa ei valt-
tamatta tehdd eroa termien estimaatti ja estimaattori valilla, vaan termi esti-
maatti saattaa tarkoittaa niistd kumpaa tahansa. Liséiksi merkinta 0 saattaa
kontekstista riippuen tarkoittaa yhtd hyvin estimaattia tai estimaattoria.

Midritelmé 3.5 (Keskinelidvirhe). Estimaattorin (Y) keskinelisvirhe (engl.
mean squared error) on

mseq (0(Y)) = Ey [(é(Y) - 9)2} (3.10)

Keskineliovirhe kuvaa estimaattorin tarkkuutta: mitd pienempi keskinelio-
virhe, sitd tarkempia arvioita keskiméérin saadaan. Keskineliovirhe riippuu tyy-
pillisesti voimakkaasti otoskoosta n siten, ettd suuremmalla otoskoolla saavute-
taan pienempi keskineliGvirhe.

Mikali estimaattori on harhaton, niin sen keskinelidvirhe on sama kuin sen
varianssi. Helpolla laskulla (vrt. kaava (3.6)) ndhdddn, ettd keskinelivvirhe voi-
daan esittdd laskemalla yhteen estimaattorin varianssi ja sen harhan nelio, eli

mseq (0(Y)) = varg (0(Y)) + (biase(é(Y)))Q . (3.11)

Keskineligvirheen sijasta usein tarkastellaan sen neligjuurta, koska se on samalla
skaalalla kuin itse estimaattori.

Madritelms 3.6 (Keskinelidvirheen nelijuuri, RMSE). Estimaattorin 6(Y)
keskineliovirheen neligjuuri (engl. root mean squared error) on

rmseq (A(Y)) = 1/mseg(6(Y)). (3.12)

Estimaattien yhteydessd usein kerrotaan niiden keskivirhe. Taméa on yksi
tapa arvioida estimointiin liittyvaa epdvarmuutta.

Misritelms 3.7 (Keskivirhe). Estimaatin 6 keskivirhe (engl. standard error,
s.e., se) tarkoittaa otoksesta (jollakin jirkevilld tavalla) muodostettua estimaat-
tia vastaavan estimaattorin 6(Y) keskineliovirheen neligjuurelle (eli RMSE:lle).
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Estimaattorin keskineliévirheen neliéjuuri (eli RMSE) riippuu yleensi jolla-
kin tavalla parametrinarvosta 6, ja kun tdhin kaavaan sijoitetaan tuntematto-
man parametrin tai tuntemattomien parametrien tilalle niiden estimaatit, niin
saadaan estimaatin keskivirhe. Tyypillisesti keskivirheestd puhutaan silloin, kun
vastaava estimaattori on harhaton. Téll6in sen keskineliovirheen neliGjuuri on
sama asia kuin estimaattorin (otantajakauman) varianssin nelijuuri. Varianssin
nelidjuuresta kdytetddn nimitystd keskihajonta (engl. standard deviation). Har-
hatonta estimaattoria vastaavan estimaatin keskivirhe on kyseisen estimaattorin
otantajakauman estimoitu keskihajonta.

Mikéli keskineliovirhe (tai sen neligjuuri) suppenee kohti nollaa, kun otos-
koko n kasvaa rajatta, niin tilloin ndhdéain TsebySevin epiyhtilon (3.7) avulla,
ettd estimaattori A(Y) suppenee stokastisesti (engl. converges in probability)
kohti parametrin todellista arvoa, eli

oY) 2 0.
Stokastinen suppeneminen tarkoittaa sité, ettd kaikilla € > 0 pétee, etté
Po{|0(Y) — 6] > €} — 0, kun n — oc. (3.13)

Midritelms 3.8 (Tarkentuvuus). Jos 0(Y) 2 0 kaikilla 6 € ©, niin sanotaan,
ettd estimaattori 0(Y) on tarkentuva (engl. consistent).

(Tarkemmin sanoen niin mééritelldin estimaattorin heikko tarkentuvuus.)
Tarkentuvuus tarkoittaa sitéd, ettd otoskoon kasvaessa estimaattorin otantaja-
kauma keskittyy yhé tiiviimmin ja tiiviimmin parametrin todellisen arvon ym-
péarille.

Nasta purkissa -esimerkissé estimaattorin (3.2) keskineliovirhe on harhatto-
muuden ansiosta sama kuin sen varianssi, joten

mseg (0(Y)) = varg(6(Y)) = %9 (1—10),

ja koska tdmé& suppenee otoskoon kasvaessa kohti nollaa, on estimaattori tar-
kentuva.

Monimutkaisissa tapauksissa todennékoisyyslaskennan taitomme eivét aina
riitéd estimaattorin otantajakauman ominaisuuksien selvittdmiseen. T&ll6in niitd
voidaan yrittda selvittdd tietokonesimuloinnin avulla.

Frekventistisessé tilastotieteessa erilaisia estimaattoreja verrataan keskenéén
niiden otantajakaumien ominaisuuksien (kuten esimerkiksi harhan ja varianssin)
avulla. Kun estimaatti sitten lasketaan aineistosta, niin (epdmuodollisesti) aja-
tellaan, ettd kyseinen estimaatti on tarkka, mikéli vastaavalla estimaattorilla on
suotuisa otantajakauma (esim. pieni harha ja pieni varianssi).
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3.5 Uskottavuusfunktio

Kun aineisto y on havaittu, ja havaittua arvoa kiytetaéin funktion f(y;6) en-
simmaéisené argumenttina, niin parametriavaruudella méaériteltyd funktiota

0 f(y;0)

kutsutaan uskottavuusfunktioksi (engl. likelihood function). Sitd merkitdén

L(0) = f(y;0).

Joskus tahdotaan kirjata nikyviin, ettd uskottavuusfunktio riippuu myos aineis-
tosta y, ja télloin voidaan kayttdda merkintda

L(0;y) = f(y;0).

Haluttaessa voidaan sanoa tarkemmin, ettd kyseessid on havaintoa y vastaava
parametrin 6 uskottavuusfunktio.

Huomaa, etté uskottavuusfunktion yhteydessi 6 on vapaa muuttuja, eiki tar-
koita parametrin todellista arvoa. Kuten aikaisemmin todettiin, télldinen sym-
bolien vaarinkdytto tarkoittamaan erilaisissa yhteyksissé aivan erilaisia asioita
on tilastotieteen merkinnéille tyypillisté, eiké se huolellisesti kdytettyna ja tul-
kittuna aiheuta sekaannusta.

Funktio

y = f(y:0)
eli lauseke f(y;#) ymmirrettyné argumentin y funktiona kiinteilld 6 on satun-
naisvektorin Y yhteistiheysfunktio tai yhteispistetodennékoisyysfunktio. Téasté
poiketen uskottavuusfunktiossa argumentti y kiinnitetddn sijoittamalla siihen
havaitut arvot. N&in saatua lauseketta tarkastellaan parametrin funktiona eli
uskottavuusfunktio on parametriavaruudella mééritelty kuvaus, joka saa pis-
teessd 6 arvon

L(0) = f(y;0), 0c0.
jossa yptnfn tai ytf:in argumentin y arvoksi on kiinnitetty havaitut arvot. Us-

kottavuusfunktio ei ole pistetodennéikoisyysfunktio eiké tiheysfunktio.

Esimerkki 3.1. Oletetaan pallot kulhossa -esimerkisséd (jakso 2.2), ettd kul-
hossa on N = 5 palloa ja ettd nostot tehddin palauttaen ja ettéd tulokset ovat
y = (1,0,0,0,1,0,0). Tallsin valkoisten pallojen lukuméird n = 7 nostossa (eli
onnistumisten lukuméérd) on 2, ja uskottavuusfunktio on kaavan (2.4) mukaan

0 2 0 5 )
L(6) = 5 1_5 , #=0,1,2,3,4 tai 5,

jossa onnistumistodennikoisyys on 6/N, joka on valkoisten pallojen suhteellinen
osuus kulhossa. A

Usein kannattaa uskottavuusfunktion sijasta tarkastella sen logaritmia.

Maéritelmé 3.9 (Logaritminen uskottavuusfunktio). Uskottavuusfunktion lo-
garitmia
£(0) =log L(6)

kutsutaan logaritmiseksi uskottavuusfunktioksi tai uskottavuusfunktion logarit-
miksi tai log-uskottavuusfunktioksi (engl. log-likelihood). Tissé log tarkoittaa
luonnollista logaritmia.
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Silloin, kun siirrytaén uskottavuusfunktiosta L(#) logaritmiseen uskottavuus-
funktioon £(0) = log L(6) tehddin tavallisesti se oletus, ettd L(6) > 0 koko para-
metriavaruudessa, jolloin £() on hyvin mééritelty reaalifunktio: log(0) ei ole re-
aaliluku. Vaihtoehtoinen tapa selviti téstd pulmasta on sopia, etté log(0) = —oo,
joka on pienempi kuin mikédan reaaliluku.

Logaritmointi on kitevid monesta syysti. Jos uskottavuusfunktio on tulo-
muotoa (2.2), niin logaritmin otto muuttaa sen summaksi, sill&

log(H fyi(yis 0)) = Zlog(fyi (i:9))-

Tassé sovellettiin tuttua kaavaa
log(ab) = log(a) + log(b), kun a > 0 ja b > 0.

Tietokoneella laskettaessa logaritmointi on térke#d, silld uskottavuusfunk-
tiossa esiintyvét tulon termit ovat usein erittdin pienié lukuja, jolloin itse us-
kottavuusfunktion arvoksi saattaa tietokoneohjelmassa tulla tasan nolla, vaikka
kyseessi olisi aidosti positiivinen luku. Logaritmin ottaminen uskottavuusfunk-
tiosta riittdéd yleensd ratkaisemaan tdméin ongelman.

Binomikokeessa uskottavuusfunktion tai sen logaritmin arvo voidaan laskea
missd tahansa parametriavaruuden pisteesséd heti kun tiedetédédn onnistumisten
lukumaéra n kokeessa ilman, ettéd tarvitsee tietdd tédydellistd tulospéiviakirjaa
(Y1, .., Yn). Tdm4 ilmaistaan sanomalla, ettd onnistumisten lukumé&éri on tyh-
jentdvi tunnusluku. Myds onnistumisten suhteellinen osuus k/n tai moni muu
vastaava suure on binomikokeessa tyhjentédvé tunnusluku.

Maéritelmé 3.10 (Tyhjentdva tunnusluku). Tunnusluku ¢(y) on tyhjentdvi,
mikali uskottavuusfunktion arvo voidaan laskea yksinomaan sen perusteella.

Edellisessd madritelméssé sallitaan myo6s se tapaus, jossa t on vektoriarvoi-
nen funktio. Esimerkiksi koko aineisto y on missé tahansa mallissa (triviaalisti)
tyhjentéva tunnusluku.

3.6 Suurimman uskottavuuden estimaatti

Frekventistisessi tilastotieteessé parametria 6 pidetdin tuntemattomana vakio-
na, josta tiedetddn vain, missé joukossa (eli parametriavaruudessa) sen arvot
voivat olla. Parametria voidaan estimoida eli arvioida erilaisilla menetelmilla.
Tunnetuin estimointiperiaate on ns. suurimman uskottavuuden, eli SU-periaate

(engl. mazimum likelihood, ML), jonka mukaan parametrin parhaana estimaat-
tina pidetédén sitéd parametriavaruuden arvoa é, joka maksimoi uskottavuusfunk-
tion. Sitd kutsutaan suurimman uskottavuuden estimaatiksi (eli SU-estimaatiksi)
(engl. mazimum likelihood estimate, ML estimate, MLE). Tami ajatus voidaan
esittdd kaavalla

f = argmax L(6). (3.14)

0€O

Merkinté arg max L(0) tarkoittaa lausekkeen L(6) maksimoivaa argumenttia (ts.
maksimipistettd). Sen sijaan merkintd max L(#) tarkoittaisi lausekkeen L(6)
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maksimiarvoa. Kun nditd merkint6jd kiytetdéin, niin tilloin hiljaisesti olete-
taan, ettd parametriavaruudessa on olemassa yksikésitteinen maksimipiste 6,
jolle

L(#) > L(0), kaikille 0 € ©.

Mikali aineistoa vastaavan satunnaisvektorin Y jakauma on diskreetti, niin
SU-estimaatti on se parametrialueen piste, joka tekee havaitun aineiston (mallin
puitteissa) mahdollisimman todennikoiseksi, eli

P(Y=y)>Py(Y=y), kaikilla6c®.

Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa tulkinta on samantapainen: SU-estimaatti
on se parametriarvo, joka maksimoi yhteistiheysfunktion arvon laskettuna ai-
neistolle y.

Esimerkki 3.2. (Jatkoa esimerkille 3.1, pallot kulhossa) Valkoisten pallojen
lukumééara 0 on yksi luvuista 0, 1,2, 3,4 tai 5, ja uskottavuusfunktio on

0\° 0\’

(5) (:-5)

0, jos 8 =0,
1024/57,  jos 6 = 1,
972/57,  jos 6 =2,
288/57,  jos 6 =3,
16/57, jos 0 =4,
0, jos 8 = 5.

L(6)

Havaintojen valossa voimme sulkea pois arvot § = 0 ja § = 5, koska kulhosta
el voitaisi nostaa valkoisia (mustia) palloja, jos niité ei sielld alunperin lainkaan
olisi. Voimme my6s sanoa, ettd arvo § = 3 on uskottavampi kuin arvo 6 = 4,
koska L(3) > L(4). Todennikdisyys poimia valkoinen pallo kaksi kertaa seitse-
méssd nostossa on suurempi, mikéli 8 = 3 kuin siinéd tapauksessa, ettd 6 = 4.
Kaikista uskottavin arvo eli SU-estimaatti on 6 = 1. A

Varoitus. SU-estimaatti 6 on edellisessé esimerkissé se arvo, joka tekee ha-
vainnot (mallin puitteissa) mahdollisimman todennéikoisiksi. Sen sijaan olisi va-
kava vaadrinkésitys vaittds, etta 6 eli uskottavin parametrin olisi parametrin to-
dennékdisin arvo. Frekventistisen tilastotieteen puitteissa téllainen lausuma on
mielté vailla, koska parametrin arvoa koskevia todennékoisyyksié ei frekventis-
tisesséd mallissa ole madriteltyné. Juuri tésté syystd Fisher otti kdyttoon termin
uskottavuus.

Jos mallista 16ytyy tyhjentéva tunnusluku, niin télloin SU-estimaatti riippuu
aineistosta vain tyhjentdvén tunnusluvun arvon kautta.

Esimerkki 3.3. (Jatkoa esimerkille 3.1) Olkoon palloja yhteensi N = 5 ja
tehdéddn nostoja palauttaen n = 7 kertaa. Jos k on onnistumisten lukumééaré eli
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k=1y1 +y2 + -+ + yr, niin tdlloin SU-estimaatti saadaan kaavalla

0, jos k=0,

1, josk=1¢taik=2,
b_ 2, jos k=23,

3, josk=4,

4, jos k=5 tai k=6,

5, josk=T.

Téamai saatiin selville laskemalla uskottavuusfunktio (tietokoneella) kaikissa néis-
sd tapauksissa, ja katsomalla missd maksimipiste kulloinkin on. A

Koska logaritmi on aidosti kasvava funktio, on uskottavuusfunktiolla L(6)
ja logaritmisella uskottavuusfunktiolla ¢(0) samat maksimipisteet. Tamén takia
SU-estimaatti voidaan yhtd hyvin ma#rittda kaavalla

6 = arg max £(6). (3.15)
6co

Jos parametriavaruus on jatkuva, niin tavallisesti SU-estimaatti etsitédén rat-
kaisemalla logaritmisen uskottavuusfunktion derivaatan nollakohdat. Liséksi pi-
td4 kiinnittd huomiota (log-)uskottavuusfunktion kayttdytmiseen, kun l&hesty-
tddn parametriavaruuden reunapisteita.

3.7 SU-estimaatti binomikokeessa

Johdamme seuraavaksi SU-estimaatin kaavan binomikokeen tapauksessa silloin,
kun n toistossa onnistutaan k kertaa, ja onnistumistodennékoisyys yhdessé tois-
tossa on . Oletamme, etti parametriavaruus © on joko avoin vili (0,1) tai sul-
jettu vali [0, 1].

Kisittelemme ensin sen tapauksen, jossa onnistumisten lukumaéara k& on vé-
lilld 1 < k < n — 1. Logaritminen uskottavuusfunktio on

0(0) =log (6 (1 — 0)"%) = k log 0 + (n — k) log(1 — 9),

joka on hyvin méaéritelty, kun 0 < 6 < 1.
Ratkaisemme seuraavaksi logaritmisen uskottavuusfunktion derivaatan nol-
lakohdat. Kun 0 < 6 < 1, niin

k n—k k —nb

O =4-1-4 To(1-0)

Derivaatan ainoa nollakohta on 6 = k/n, ja kyseessid on maksimipiste, silli
derivaatan merkki vaihtuu siiné positiivisesta negatiiviseksi. (Nimittdji 6 (1 —6)
on positiivinen.)

Tapauksessa k = n uskottavuusfunktio on

L) = o,

ja tdmé on selviisti aidosti kasvava funktio vélilld (0, 1). Jos parametriavaruus on
[0, 1], niin SU-estimaatti on § = 1 = k/n. Huomaa, ettd SU-estimaatti ei téissd
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tapauksessa 16ydy derivaatan nollakohdasta, vaan parametriavaruuden reunal-
ta. Jos parametriavaruus kuitenkin on avoin vili (0,1), niin t4ll6in joudumme
toteamaan, ettd SU-estimaattia ei ole olemassa, koska uskottavuusfunktio ei
saavuta missddn parametriavaruuden pisteessié maksimiarvoaan.

Tapauksessa k = 0 naddéin vastaavasti, ettd SU-estimaatti on 6=0= k/n,
mikili parametriavaruus on [0, 1]. Jos parametriavaruus kuitenkin on (0, 1), niin
SU-estimaattia ei ole olemassa.

Mikéli binomikokeessa tahdotaan kiyttdd SU-estimointia, niin tésti syysta
on kiteviid valita parametriavaruudeksi suljettu véli [0, 1]. Téll6in SU-estimaatti
saadaan kaikissa tapauksissa kaavalla

.k
o=~ (3.16)

eli SU-estimaatti on onnistumisten (k) suhteellinen osuus (n toistossa).
Olemme jo edelld jaksossa 3.4 nidhneet, ettéd vastaava estimaattori on harha-
ton ja ettd sen (otantajakauman) varianssi saadaan kaavalla

Loa—o.

n

TAmén ansiosta SU-estimaatin 6 keskivirhe voidaan laskea kaavalla

1y (1—0) (3.17)
n

Kuvassa 3.2 esitetdan binomikokeen uskottavuusfunktio ja logaritminen us-
kottavuusfunktio kahdella erilaisella otoskoolla. Nissé kuvissa tilanne on valit-
tu siten, ettd 6 = k/n = 0.2 on molemmilla otoskoilla. Huomaa, ettd pienelld
otoskoolla uskottavuusfunktio on selvisti laakeampi kuin suurella otoskoolla.
Suurella otoskoolla uskottavat parametrinarvot ovat melko kapealla valilla SU-
estimaatin ympaérill4, joten intuitio sanoo, ettd suurella otoskoolla parametrin
arvosta voi tehdd tarkempia péadtelmid kuin pienelld. Tédmén asian ndkee myds
laskemalla estimaattien keskivirheet kaavalla (3.17), jolloin otoskoolla n = 5

saadaan keskivirhe
\/% x 0.2 x 0.8 =0.18

ja otoskoolla n = 80 keskivirhe

1/% x 0.2 x 0.8 = 0.045.

3.8 Normaalijakauman parametrien estimointi

Tarkastelemme tilannetta, jossa mallinnamme aineiston y = (y1,...,y») siten,
ettd vastaavat satunnasimuuttujat Y7, ..., Y, ovat satunnaisotos normaalijakau-
masta N (u, 02). Ts. oletamme, etti satunnaismuuttujat Y; ovat riippumattomia,
ja kukin niistd noudattaa normaalijakaumaa N (u,0?). Téssd u € R ja 02 > 0
voivat molemmat olla tuntemattomia parametreja, tai sitten toinen niistd voi
olla tunnettu vakio ja toinen tuntematon parametri.
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Kuva 3.2 Uskottavuusfunktio ja logaritminen uskottavuusfunktio binomiko-
keessa kahdella eri otoskoolla, kun parametriavaruus on jatkuva. Vasemmalla
n = 5 ja oikealla n = 80; ylempéné on uskottavuusfunktio ja alempana sen lo-
garitmi. Molemmissa tapauksissa onnistumisten suhteellinen osuus k/n = 0.2.
Suuremmalla otoskoolla uskottavuusfunktio ja sen logaritmi ovat selvésti tera-
vampihuippuisia funktioita kuin pienelld; logaritmisten uskottavuusfunktioden

kohdalla y-akselien skaalat ovat tyystin erilaiset.
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Kunkin yksittéisen satunnaismuuttujan Y; tiheysfunktio on

202

1 1
9(y;p,0%) = T P < (y— u)2> ~

Téssé exp tarkoittaa eksponenttifunktiota, eli

x

exp(z) = e”, kun z € R.
Parametrien p ja o2 merkitys on se, ettd kullakin i
EY; = p, varY; = o2.

Parametri 1 on paitsi normaalijakauman N (i, 0?) odotusarvo, myés sen moo-
di ja mediaani. Normaalijakauman tiheysfunktio on symmetrinen odotusarvon
suhteen. Varianssiparametri kuvaa sitd, miten tiukasti jakauma on keskittynyt
keskikohtansa ympaérille: mitd pienempi varianssi, sité keskittyneempi jakauma.
Havaintosatunnaisvektorin Y yhteistiheysfunktio on

fyima®) =1] % exp (—2(1;2(112- - u)2> -

i=1 V4o

[ V)

ee” =e"" eli exp(a) exp(b) = exp(a + b),

joka pétee kaikille reaaliluvuille a ja b.
Kaavasta (3.18) saadaan havaintoa y vastaavalle logaritmiselle uskottavuus-
funktiolle lauseke

Up,0%) = log fy; p,0?)

= 7g(log(2 ) + log((fz)) - % ;(yl - H)2 (3.19)

Ylldolevassa kaavassa voidaan nelididen summa hajottaa kahteen osaan (harjoi-
tustehtdva)

Z(yi —p)? = Z(y — ) +n (g — ), (3.20)

jossa g on lukujen y; otoskeskiarvo,

1 n
= — 5 3.21
g=->v (3.21)

i=1

Tamé& huomio helpottaa SU-estimaattien 16ytamisté.
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Kuva 3.3 Parametrin p estimointi normaalijakaumaperheelle N (y, 0?), kun o2

on tunnettu luku (tissd 02 = 1). Ylemmissi kuvassa esitet#iiin normaalijakau-
maperheen N(u, 1) tiheysfunktioita muutamilla eri parametrin p arvoilla sekd
erdidistd normaalijakaumasta N(u, 1) simuloitu aineisto (lyhet viivat z-akselin
yldpuolella). Alemmassa kuvassa on paljastettu todellinen simuloinnissa kéy-
tetty tiheysfunktio (katkoviiva) sekd SU-estimaattia vastaava estimoitu tiheys-
funktio (yhtendinen viiva). Todellisessa tilastollisen péadttelyn tilanteessa katko-
viivalla merkittyé todellista tiheysfunktiota ei tunnettaisi.
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Kuva 3.4 Parametrin p logaritminen uskottavuusfunktio. SU-estimaatti on
merkitty pystyviivalla.

log—uskottavuus

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

mu

3.8.1 Varianssi tunnettu

Jos normaalijakaumaperheesss varianssi o2 on tunnettu luku, niin mallissa on

jaljelld vain yksi tuntematon parametri p. Kuvassa 3.3 néytetdin muutama
N (u, 0?)-jakaumaperheen tiheysfunktio. Yksi téllainen tiheysfunktio pitis nyt
valita kuvaamaan x-akselille lyhyilld viivoilla merkittya aineistoa.

Logaritminen uskottavuusfunktio on kaavojen (3.19) ja (3.20) mukaan
n 1 -
U(p) = =5 (log(2m) +log(0*)) — 5— (Z(yl- —9)’+n(y- u)2>
i=1
n
= vakio — —— (7 — )3
Koska kerroin n/(202) on positiivinen, niin logaritminen uskottavuusfunktio
maksimoituu tismilleen silloin, kun lauseke (§ — p)? minimoituu, eli silloin,
kun p = gy. Logaritminen uskottavuusfunktio on esitetty kuvassa 3.4 kuvan 3.3
aineistolle.

Téssé tapauksessa SU-estimaatti on otoskeskiarvo (engl. sample mean; ave-
rage), eli

I
f=7= EZy (3.22)
i=1
Vastaava estimaattori % > .Y, on harhaton, ja sen varianssi on
I 1
varg (n z;YZ> = 5027
i—

joka on téssd mallissa tunnettu vakio. Tamén luvun nelijuuri on SU-estimaatin
keskivirhe.
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Kuva 3.5 Parametrin (u,0?) estimointi normaalijakaumaperheelle N (u,0?),
kun seki p ettd o2 ovat tuntemattomia. Ylemmissi kuvassa esitetfifin normaa-
lijakaumaperheen N(u,0?) tiheysfunktioita muutamilla eri parametrivektorin
(i, 0?) arvoilla seké eriifisti normaalijakaumasta simuloitu aineisto (lyhet viivat
z-akselin yldpuolella). Alemmassa kuvassa on paljastettu todellinen simuloinnis-
sa kiytetty tiheysfunktio (katkoviiva) sekd SU-estimaattia vastaava estimoitu
tiheysfunktio (yhtendinen viiva). Todellisessa tilastollisen paittelyn tilanteessa
katkoviivalla merkittyé todellista tiheysfunktiota ei tunnettaisi.

0.8
|

00 02 04 06

0.4

0.2

0.0
|

27



JTP k-2012 2. toukokuuta 2012

3.8.2 Molemmat parametrit tuntemattomia

Nyt molemmat parametri x ja o2 ovat tuntemattomia, joten satunnaisvekto-
rin Y jakauman kiinnittdmiseksi pitéiisi tuntea parametrivektorin 8 = (u,0?)
arvo. Kuvassa 3.5 niytetdin muutama N (u,0?)-jakaumaperheen tiheysfunktio.
Yksi téllainen tiheysfunktio pitééd jilleen valita kuvaamaan z-akselille lyhyilla
viivoilla merkittyé aineistoa.

Logaritminen uskottavuusfunktio on kaavojen (3.19) ja (3.20) mukaan

U(p, 0%) = =5 (log(2 ) + log(o Z s (- )

Tésta kaavasta nahdéén, ettd vektori
n

<§, > i - §)2>
i=1

on tyhjentdva tunnusluku. Logaritminen uskottavuusfunktio on esitetty kuvas-
sa 3.6 kuvan 3.3 aineistolle.

Logaritminen uskottavuusfunktio riippuu p:n arvosta vain sen viimeisen ter-
min kautta. Oli varianssiparametrin ¢? > 0 arvo miké tahansa, niin funktion
w = £(p, 0?) maksimoi arvo ji = 3. Témin ansiosta maksimointi saadaan palau-
tettua yhdestd muuttujasta riippuvan funktion v maksimointitehtévéksi, jossa

u(0?) = max £, 0?) = (7, 0?)
n

(10g(2 ) + log(o z”:

Téamén funktion maksimi puolestaan 16ytyy pisteestéa

Niiden tarkastelujen jilkeen ollaan saatu selville, ettd parametrin (u,0?) SU-

estimaatti on
n . 1 -
.E, 5* =~ E (yi — ). (3.23)

3\'—‘

Estimaattori
1
- Z Y, =
n

on harhaton, mutta varianssiparametrin SU-estimaattori

on harhainen, silld sen odotusarvo on

E(M,U2)[5'2(Y)} = g .
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Kuva 3.6 Parametrivektorin (i, 0?) logaritminen uskottavuusfunktio £(u,o?)
esitettyné tasa-arvokayrienséd avulla. SU-piste on merkitty pallolla. Milld tahan-
sa varianssiparametrin arvolla funktion u + (u,0?) maksimi 16ytyy pisteesti
1 =1y, joka on osoitettu suoralla.
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Koska harhan saa helposti korjattua, niin varianssin estimaattina kéytetddn
tavallisesti SU-estimaatin sijasta otosvarianssia (engl. sample variance)

n—1~4

2= 1 > (i —9)* (3.24)

Sitéa vastaava estimaattori

1 < .
S? = Y, — V)2 3.25
ST ) (3.25)
on harhaton (varianssiparametrille o), sillé
2 n_ .2 n on—-1, 2
E(W,z)[S ] = E(#’Cﬂ)[mo- (Y)} = o 1 n =0 .

Estimaattorien (Y, S?) yhteisotantajakauma tunnetaan. Esim. aineopintojen
todennikoisyyslaskennan kurssilla todistetaan, ettd kun (mallin oletusten mu-
kaan) Y7,...,Y,, ovat riippumattomia normaalijakaumaa N (yu,o?) noudattavaa
satunnaismuuttujaa, niin talldin

Y ja S? ovat riippumattomia, (3.26)
I 1
Y==-) Y, ~N(—od?, 3.27
B2 NG o) (3.27)
n—1. 1 ¢ o\ 2 2
o2 5% = g Z(Y; - Y) ~ Xn—1- (328)
i=1

Téssi x2_; tarkoittaa khiin nelién jakaumaa vapausasteluvulla n — 1, joka on
erés kuuluisa positiivisella reaaliakselilla méadritelty jatkuva jakauma. Sovellam-
me néitéd tietoja mychemmin.

Keskiarvoa Y koskeva jakaumatulos (3.27) on helppo johtaa. Normaalijakau-
man yhteenlaskuominaisuuden mukaan riippumattomien satunnaismuuttujien
Y1 ja Yo summalla on normaalijakauma, jonka parametrit saadaan laskemalla
yhteen Y7:n ja Ys:n jakaumien parametrit, eli

Yi+Ys ~ N(p+ p,0° 4 %),

(Varoitus: tdmé on nimenomaan normaalijakaumaa, riippumattomia satunnais-
muuttujia ja yhteenlaskua koskeva ominaisuus. Vastaavat kaavat eivit auto-
maattisesti pidd paikkaansa muille jakaumille, riippuville satunnaismuuttujille,
tai muille laskutoimituksille.) T#téd pédttelyd voidaan jatkaa, jolloin summan
jakaumaksi saadaan

Y] + -+ Y, ~ N(nu,no?).

Kun nyt muistetaan, ettd tédssé ensimméinen parametri on odotusarvo ja toinen
varianssi, niin ndhd&én helposti, ettd luvulla 1/n skaalatun summan jakauma
on

> 1
Y ~ N(Maﬁo})'

Sen sijaan satunnaismuuttujan S? jakauman johtaminen on paljon monimut-
kaisempaa, ja se viite, ettd Y ja S? ovat riippumattomia voi ensiniikemilté he-
rattai himmennysti, silli satunnaismuuttuja S? médritellisin satunnaismuut-
tujan Y avulla.

30



JTP k-2012 2. toukokuuta 2012

Usein normaalijakaumamallissa ollaan tosiasiassa kiinnostuneita l&hinna po-
pulaation odotusarvosta u, ja populaation varianssi o2 on ns. haittaparametri
(engl. nuisance parameter), joka tarvitaan mallin spesifioimiseksi, mutta jon-
ka arvosta ei olla kiinnostuneita. Téssd tapauksessa parametrin p estimaatti
on otoskeskiarvo 7. Vastaavan estimaattorin Y (otantajakauman) varianssi on
0?/n. Kun tihin kaavaan sijoitetaan tuntemattoman populaatiovarianssin o2
tilalle sen otosestimaatti s2, pasidytisn siihen, ettd keskiarvon keskivirhe laske-

taan kaavalla )

NG
jossa otoskeskihajonta (engl. sample standard deviation) s on otosvarianssin (3.24)
nelidjuuri, eli

S,

n

s= V= | S i - ) (3.29)

n—1+4
=1

Otoskeskihajonta estimoi populaation keskihajontaa. Sen sijaan keskiarvon kes-
kivirhe (engl. standard error of the mean)

n

Tmo= =\ T (330)
i=1

estimoi satunnaismuuttujan Y keskihajontaa o /y/n.

Jos odotusarvo on tuntematon, niin myds muulloin kuin normaalijakautu-
neen populaation tapauksessa populaation varianssia usein estimoidaan otos-
varianssilla s? (3.24), jota vastaava estimaattori S? (3.25) on populaation
varianssin harhaton estimaattori aina, kun késitellddn satunnaisotosta popu-
laatiosta, jonka varianssi on o2. Populaation keskihajontaa o = v/o2 on myds
tapana estimoida otoskeskihajonnalla, vaikka vastaava estimaattori S = v/52 ei
ole harhaton.

3.9 SU-estimaatteja muissa tilanteissa

3.9.1 Satunnaisotos eksponenttijakaumasta

Eksponenttijakaumaa noudattava satunnaismuuttuja X voi saada kaikkia posi-
tiivisia reaaliarvoja, ja silld on tiheysfunktio

flasA)=Xxe ™ x>0 (3.31)

jossa jakauman parametria on merkitty kirjaimella A > 0. Jakaumasta kéytetdan
lyhennettd Exp(A). Jos X ~ Exp(A), niin sen odotusarvo ja varianssi ovat

1 1
EX =<, varX = 5= (EX)2. (3.32)

Olkoon Y7,...,Y, on satunnaisotos eksponenttijakaumasta Exp(1/6), jon-
ka odotusarvo on # on valittu mallin parametriksi. Talloin SU-estimaattoriksi
saadaan helpoilla laskuilla

n

0Y)=Y = 1 PR E (3.33)

n <
1=1
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SU-estimaattorin otantajakauma saadaan selvitettyd gammajakauman omi-
naisuuksien avulla. Gammajakauman Gamma(a, A) (jossa a > 0, A > 0) tiheys-

funktio on
)\Oé

flryo ) = o) e e r>0. (3.34)
Jos X ~ Gamma(a, ), niin sen odotusarvo ja varianssi ovat
EX = % var X = % (3.35)

Tiheysfunktioiden kaavoja vertaamalla ndhdéin, ettd Exp(\) on sama jakau-
ma kuin Gamma(1, \). Aiemmin mainittu khiin nelién jakauma x?2 vapausaste-
luvulla v > 0 on tietty gammajakauma, nimittdin

1 1
X2 = Gamma(gl/, 5) (3.36)

Gammajakaumalla on seuraava yhteenlaskuominaisuus. Jos X7 ja Xo ovat
riippumattomia gammajakautuneita satunnaismuuttujia, joilla jalkimméinen pa-
rametri on sama, eli jos

X1 ~ Gamma(aq,\), X~ Gamma(ag, ), X; 1L Xo,

niin talléin
X1+ X9 ~ Gamma(ag + ag, \).
Toinen mukava ominaisuus on seuraava skaalausominaisuus. Jos X ~ Gamma(a, A),

ja k > 0 on vakio, niin
kX ~ Gamma(a, \/k).

Niiden ominaisuuksien avulla on helppo selvittidd, ettd kun késitelldan sa-
tunnaisotosta eksponenttijakaumasta Exp(1/6), niin SU-estimaattorin otanta-
jakauma on

Y ~ Gamma(n,n/6). (3.37)

Estimaattori on harhaton, ja sen varianssi on %02. Estimaatin keskivirheen
voi laskea joko kaavalla

1 .
— 0

Vn

tai kayttdmalld populaatiovarianssin estimaattina otosvarianssia, jolloin keski-
virheelle saadaan kaava

S,

jossa s on otoskeskihajonta.

3.9.2 Satunnaisotos Poissonin jakaumasta

Poissonin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja X voi saada minké tahansa
kokonaislukuarvon 0,1, 2, ..., ja silld on pistetodennékoisyysfunktio

f(x;u):e*“%, r=0,1,2,..., (3.38)
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jossa jakauman parametria on merkitty kirjaimella ¢ > 0. Jakaumasta kéytetaan
lyhennetté Poisson(u). Jos X ~ Poisson(u), niin

EX =y, var X = pu = EX. (3.39)

Jos Y1,....,Y, on satunnaisotos jakaumasta Poisson(6),0 > 0, niin t&lloin
SU-estimaattoriksi saadaan helpoilla laskuilla

i(Y) =V = %iy (3.40)

Télla estimaattorilla on diskreetti otantajakauma.

SU-estimaattorin otantajakauma saadaan selvitettyd Poissonin jakauman
ominaisuuksien avulla. Poissonin jakaumalla on nimittdin seuraava yhteenlas-
kuominaisuus. Jos

X1 ~ Poisson(p1), Xao ~ Poisson(usz), X1 U X,
niin talloin
X1 + X2 ~ POiSSOIl(,U,l + ,UQ)

Kun Yi,...,Y,, on satunnaisotos jakaumasta Poisson(f), niin t#lléin Poisso-
nin jakauman yhteenlaskuominaisuuden nojalla

n
Z Y; ~ Poisson(n ),
i=1
joten SU-estimaattorin otantajakauman ptnf on

(n0)*
R

Py [Y = k} = exp(—nb) k=0,1,2,... (3.41)
n

SU-estimaattori on harhaton, ja sen varianssi on %9. Keskivirhe voidaan
laskea jommalla kummalla seuraavista lausekkeista

1 - 1
LVi L

3.9.3 Huomautus

Lukijalle saattaa niistd esimerkeistd syntyéd sellainen kuva, ettd SU-estimaatit
saadaan laskettua joka tilanteessa jollakin yksinkertaisella kaavalla, ja ettd SU-
estimaattorin otantajakauma tunnetaan aina. Tdmé& on harhaluulo. Yksinkertai-
sia kaavoja SU-estimaateille tunnetaan vain harvoissa tilanteissa. T#lloinkain
ei aina tunneta SU-estimaattorin otantajakaumaa. Monimutkaisissa parametri-
sissa malleissa SU-estimaatit joudutaan yleensd hakemaan tietokoneella kéytta-
milld numeerisia optimointimenetelmié. Samalla on mahdollista laskea approk-
simaatio estimaatin keskivirheelle.
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3.10 Momenttimenetelméi

Momenttimenetelmé (engl. method of moments) on SU-menetelméé varhaisem-
pi menetelmé estimaattorin méarittelemiseksi. Tarkastelemme téatd menetelméi
siind tapauksessa, jossa késitellddn satunnaisotosta Y7, . .., Y, jakaumasta, jonka
ptnf/tf on g(y; 0). Otamme kiyttoon vield satunnaismuuttujan Y jolla myoskin
on on ptnf/tf g(y; 0).

Populaation k:s momentti (k = 1,2,...) méiritellddn kaavalla

i (60) = BY = Zykyk 9(y; 0) J:os ‘?akauma on fliskreetti, (3.42)
Jv*g(y;0)dy jos jakauma on jatkuva.
Momenttia ug(0) voidaan estimoida k:nnella otosmomentilla
1 n
Y)=2=) YF 3.43
() =3y, (3.3

joka on populaatiomomentin py(0) harhaton estimaattori.
Momenttimenetelméssi estimaatti (tai estimaattori) muodostetaan ratkai-
semalla yhtaloryhmésta

pi(0)  =m
p2(0)  =ms
. (3.44)
1 () =my
tuntematon suure 6, jossa otosmomentit myq, ..., m, lasketaan aineistosta. Eh-

toja asetetaan niin monta, ettd yhtdloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu pa-
rametriavaruudessa. Tavallisesti yht&loita asetetaan niin monta, kuin paramet-
rivektorissa on komponentteja.

Talld tavalla saadaan aikaan nédppérid kaavoja estimaateille joissakin sellai-
sissa tilanteissa, joissa SU-estimaatit jouduttaisiin médrittdméaan numeerisesti.
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