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Harjoitus 12, syksy 2010

1. Autonomisen parin

T=2y—xy
y=-—c—-y+ay
(ainoa) kriittinen piste O osoitettiin harjoituksen 11 tehtévéssd 1 asymptoottisesti

stabiiliksi. Muodosta jokin siihen liittyva vahva Lyapunovin funktio. Mita taméa
kertoo asymptoottisen stabiilisuuden alueesta?

Ohje. Yhtils (4.5).

2. Osoita autonomisen parin

T =—-y—xy1+ 2%+ y?
y=—yv1i+a?+y?

tasapainotila 0 asymptoottisesti stabiiliksi ja tutki asymptoottisen stabiilisuuden
aluetta.

3. Luennoilla on esimerkkina tarkasteltu paria

T=1y
= —x— (4932—}—3/2 —4)y.

Sen ainoa kriittinen piste on 0, ja télle 16ydettiin Lyapunovin funktio-antifunktio
V(x,y) = z*/44y?/2. Arvoilla 4z*+y? < 4 pitee V(z,y) > 0, arvoilla 4224y >
4 vuorostaan V(z,y) < 0 ja N = {(x,y) € R?*|V(z,y) =0} = EU{(z,0) |z €
R}, jossa E on ellipsi E = {(z,y) |42? + y* = 4}.

Olkoot vakiot ¢; > co > 0 sellaiset, etta ellipsi E sisaltyy kompaktin renkaan
K = E., \ E,., sisukseen. Monesti kiytetylld paittelylli nihdién, ettd K on posi-
tilvisesti invariantti joukko. Olkoon z = (z,y) € K. Koska ainoa kriittinen piste
0 ei kuulu joukkoon K, niin Poincarén-Bendixsonin lauseen mukaan rajajoukko
w(z) C K on periodinen rata.

(a) Osoita ettd w(z) ¢ E.

(b) Osoita ettd w(z) ¢ N.

(¢) Kuinka selitdt kohdan b, kun muistetaan mitd on useasti puhuttu rajajoukon
suhtautumisesta joukkoon N (lause 3.6 ja sen muunnelmat harjoituksissa)?

Ohje kohtiin a ja b: w € w(z), jolloin t-w = (z(t),y(t)) € w(z). a: Implisiittinen
derivointi.



